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Introduction

Problémes diophantiens

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coefficients entiers, dont on cherche les solutions entiéres ou
rationnelles.
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Problémes diophantiens

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coefficients entiers, dont on cherche les solutions entiéres ou
rationnelles.

Exemples :

@ |'équation = +y =1 a une infinité de solutions entiéres (et
rationnelles), (z,y) = (2,-1), (3,-2), etc.;
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Introduction

Problémes diophantiens

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coefficients entiers, dont on cherche les solutions entiéres ou
rationnelles.

Exemples :

@ |'équation = +y =1 a une infinité de solutions entiéres (et
rationnelles), (z,y) = (2,-1), (3,-2), etc.;

e I'équation 22 + 4% =1 a un nombre fini de solutions entiéres
((z,y) = (0,+1) ou (+1,0)), mais un nombre infini de

1-t2 2t

e W) pour t rationnel);

solutions rationnelles ((z,y) = (
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Problémes diophantiens

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coefficients entiers, dont on cherche les solutions entiéres ou
rationnelles.

Exemples :

@ |'équation = +y =1 a une infinité de solutions entiéres (et
rationnelles), (z,y) = (2,-1), (3,-2), etc.;

e I'équation 22 + 4% =1 a un nombre fini de solutions entiéres
((z,y) = (0,+1) ou (+1,0)), mais un nombre infini de

1-t2 2t

e W) pour t rationnel);

solutions rationnelles ((z,y) = (

e I'équation 32 = 2% + = a un nombre fini de solutions

rationnelles ((z,y) = (0, £1)).
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Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Z

|z| <1, |y| < 1, on teste toutes les possibilités, et (z,y) = (£1,0) ou
(0,+1).
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Exemple introductif
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Exemple introductif

Considérons |'équation 22 + y> = 1. On pose x = % Y=Y avec

Zl
X,Y,ZeZ

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Introduction

Exemple introductif

Considérons |'équation 22 + y> = 1. On pose x = % Y=Y avec

Z 1
X,Y,ZeZ

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premiéres entre elles de

X%+Y? =27
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Exemple introductif

Considérons |'équation 22 + y> = 1. On pose = = % Y= % avec
XY, Z €.

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premieres entre elles de

(X +iY)(X -iY) = Z2.
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Exemple introductif

Considérons |'équation 22 + y> = 1. On pose = = % Y= % avec
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(X +iY)(X -iY) = Z2.
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Exemple introductif

Considérons I'équation z? + % = 1. On pose 2 = 2, y = L, avec

ZY
X,Y,Z 7.

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premiéres entre elles de

(X +iY) (X -iY) = Z%

@ si p divise X +1Y et X —1Y, alors il divise 2X et 2iY, donc
divise 2 : impossible;
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Exemple introductif

sz V2 . 2 2 _ X _Y
Considérons I'équation x° +y*“ =1. On pose x = 7, y = 7, avec

A
X,Y,Z <7,

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premiéres entre elles de

(X +iY)(X -iY) = Z2.
—————
=(u+iv)?

o si p divise X +1Y et X —1Y, alors il divise 2X et 2:Y, donc
divise 2 : impossible ;
e alors, X +iY = (u+iv)?, et (X,Y, Z) = (u? - v?, 2uv, u® + v?).
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Introduction

Exemple introductif

Considérons |'équation 22 +y% = 1. On pose x =
XY, Z €7

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premiéres entre elles de

(X +iY)(X -iY) = Z2.
—————
=(u+iv)?

o si p divise X +1Y et X —1Y, alors il divise 2X et 2:Y, donc
divise 2 : impossible ;
e alors, X +iY = (u+iv)?, et (X,Y,Z) = (u? -v?, 2uv,u

2 2
U 2uv 1-t 2t v
On trouve : (:U y) (u2+v2’ u2+v2) - (1+t2’ 1+t2)’ t= u € Q.
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Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 2

Y

(_170)
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Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 2

()
y7t(x+1)

(_170)
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 2

y 7t(x + 1

(_170)

1-t2 2
On trouve : (z,y) = (ﬁ,ﬁ) teQ.
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Exemple introductif : quelques enseignements

e On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

e On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;
@ On gagne a voir géométriquement les équations;

@ Pour x = 7 €Q, pged(a,b) = 1, on peut étudier la hauteur de
x, définie par :

h(x) = In(max(|al,|b])).
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Exemple introductif : quelques enseignements

e On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;

@ Pour x = 7 €Q, pged(a,b) = 1, on peut étudier la hauteur de
x, définie par :

h(z) = In(max(|al, [b])).
Pour tout ¢ > 0, I'ensemble
{zeQ|h(z)<c}

est fini.
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

e On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;

@ Pour x = 7 €Q, pged(a,b) = 1, on peut étudier la hauteur de
x, définie par :

h(z) = In(max(|al, [b])).
Pour tous ¢,d > 0, I'ensemble
{zeQ|h(z)<c,[Q(x): Q] < d}

est fini. La fonction h s'étend a Q.
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Courbes elliptiques

Définition

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine 42 = 2% + ax + b, oli (a,b) € K? est tel que

4a® +27b% # 0, avec en plus un point a I'infini.

Y Y

Bruno Winckler Intersection arithmétique






Généralités
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Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine y? = 2% + ax + b, ot (a,b) € K? est tel que
4a® + 27b% # 0, avec en plus un point a I'infini.

Y

a .
_
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Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine y? = 2% + ax + b, ot (a,b) € K? est tel que
4a® + 27b% # 0, avec en plus un point a I'infini.

Y

a .
P
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Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine y? = 2% + ax + b, ot (a,b) € K? est tel que
4a® + 27b% # 0, avec en plus un point a I'infini.

Y

a .
P

Q

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Généralités

Courbes elliptiques Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine y? = 2% + ax + b, ot (a,b) € K? est tel que
4a® + 27b% # 0, avec en plus un point a I'infini.

Y

Pk !

Q
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Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine y? = 2% + ax + b, ot (a,b) € K? est tel que
4a® + 27b% # 0, avec en plus un point a I'infini.

Y

Pk—(f@@)

Q
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Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine y? = 2% + ax + b, ot (a,b) € K? est tel que
4a® + 27b% # 0, avec en plus un point a I'infini.

Y
P+Q

Pk—(f@@)
Q
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Structure

Théoreme de Mordell-Weil

Le groupe (E(K),+) a un nombre fini de générateurs : on a
E(K) ~Z" x {torsion}.
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Théoréme de Mordell-Weil
Le groupe (E(K),+) a un nombre fini de générateurs : on a
E(K) ~Z" x {torsion}.
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L'ensemble E(Of) est fini.
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Structure

Théoréme de Mordell-Weil
Le groupe (E(K),+) a un nombre fini de générateurs : on a
E(K) ~Z" x {torsion}.

Théoréme de Siegel
L'ensemble E(Of) est fini.

Théoreme d'uniformisation complexe

Le groupe topologique (E(C),+) est isomorphe a un tore
complexe, donc a % pour 7 bien choisi tel que Im(7) > 0.
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Courbe elliptique d'équation affine 42 + y = 23 + 22
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Courbe elliptique d'équation affine 42 + y = 23 + 22
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Courbes elliptiques Cemereliics
ptiq Intersection arithmétique

Courbe elliptique d'équation affine 42 + y = 23 + 22
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Courbes elliptiques

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%7 g) € £(Q), on pose
h(P) =In(max(|al,|b])), et L(O) = 0.
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Courbes elliptiques

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%, 5) € E(Q), on pose
h(P) = In(max(|al,[b])), et L(O) = 0.

Ona:
e h(P+Q)+h(P-Q)=2(h(P)+h(Q))+0(1);
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Courbes elliptiques

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%, 5) € E(Q), on pose
h(P) = In(max(|al,[d])), et L(O) = 0.

Ona:
o h(P+Q)+h(P-Q)=2(h(P) +h(Q))+O(1);
o h(¢(P)) =deg(¢)h(P) +O(1) pour ¢ € End(E);
o h(nP)=n?-h(P)+O(1) pour neZ;

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Courbes elliptiques Cemrellics

Intersection arithmétique

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%, 5) € E(Q), on pose
h(P) =1n(max(|al,|b])), et L(O) = 0.

Ona:
o h(P+Q)+h(P-Q) =2(h(P) +h(Q)) + O(1)
o h(od(P)) =deg(p)h(P)+O(1) pour ¢ € End(E);
o h(nP)=n?-h(P)+O(1) pour neZ;
@ pour tout ¢ >0, I'ensemble {P ¢ E(Q) | h(P) < ¢} est fini;
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Courbes elliptiques Cemrellics

Intersection arithmétique

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%, 5) € E(Q), on pose
h(P) = In(max(|al,[b])), et h(O) = 0.
On définit alors la hauteur canonique comme suit :

h(2"P)

h(P) = lim

n—>00

Ona:
o h(P+Q)+h(P-Q) =2(h(P) +h(Q)) + O(1)
o h(od(P)) =deg(p)h(P)+O(1) pour ¢ € End(E);
e h(nP)=n?-h(P)+O(1) pour neZ;
@ pour tout ¢ >0, I'ensemble {P ¢ E(Q) | h(P) < ¢} est fini;
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Courbes elliptiques Cemrellics

Intersection arithmétique

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%, 5) € E(Q), on pose
h(P) = In(max(|al,[b])), et h(O) = 0.
On définit alors la hauteur canonique comme suit :

h(P) = lim

h(2"P)
Ona:
o h(P+Q)+h(P-Q) =2(h(P) +h(Q));
o i(¢(P)) = deg(¢)h(P) pour ¢ ¢ End(E);
o h(nP)=n?-h(P) pour neZ;
e pour tout ¢ > 0, I'ensemble {P € E(Q) | h(P) < ¢} est fini;
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Courbes elliptiques Cemrellics

Intersection arithmétique

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%, 5) € E(Q), on pose
h(P) = In(max(|al,[b])), et h(O) = 0.
On définit alors la hauteur canonique comme suit :

h(P) = lim

h(2"P)
Ona:
WP+ Q)+ h(P-Q) = 2(h(P) + h(Q))
h(¢(P)) = deg(¢)h(P) pour ¢ € End(E);
h(nP) =n?-h(P) pour neZ;
pour tout ¢ > 0, I'ensemble {P € E(Q) | h(P) < ¢} est fini;
h(P) =0 si, et seulement si P est de torsion.
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Courbes elliptiques Cemrellics

Intersection arithmétique

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%, 5) € E(Q), on pose
h(P) = In(max(|al,|b])), et L(O) = 0. On peut étendre h & F(K).
On définit alors la hauteur canonique comme suit :

h(P) = lim

h(2"P)
Ona:
WP+ Q)+ h(P-Q) = 2(h(P) + h(Q))
h(¢(P)) = deg(¢)h(P) pour ¢ € End(E);
h(nP) =n?-h(P) pour neZ;
pour tout ¢ > 0, I'ensemble {P € E(Q) | h(P) < ¢} est fini;
h(P) =0 si, et seulement si P est de torsion.
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Courbes elliptiques Cemrellics

Intersection arithmétique

Soit E/Q une courbe elliptique. Pour P(%, 5) € £(Q), on pose

h(P) = In(max(|al,|b])), et R(O) = 0. On peut étendre h 3 E(K).
On définit alors la hauteur canonique comme suit :

h(P) = lim

n—oo

h(2™P)
4n
Ona:
o h(P+Q)+h(P-Q)=2(h(P)+1Q));
o i(¢(P)) = deg(¢)h(P) pour ¢ ¢ End(E);
o h(nP)=n?-h(P) pour neZ;
@ pour tous ¢,d > 0, I'ensemble
{(PeE(K)|h(P)<c,[K(P):K]<d} est fini;
o h(P) =0 si, et seulement si P est de torsion.
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Courbes elliptiques

© Introduction

e Courbes elliptiques

@ Intersection arithmétique

© Applications diophantiennes
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Courbes elliptiques

Intersection arithmétique

Soit X/Ok une surface arithmétique.

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Généralités
Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

% % % % % Spec(Z)
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Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

% % % % % Spec(Z)
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Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

% % % % % Spec(Z)
o @ & 6 ©» -
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Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

< {44

% % % : : Spec(Z)
o @ 6 6 ® -

{y? =23 +22% +6}/Z
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Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

QA%

% % % : : Spec(Z)
o @ 6 6 ® -

{y? =23 +22% +6}/Z
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Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

A%

% % % : : Spec(Z)
o @ 6 6 ® -

{y? =23 +22% +6}/Z
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Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

% % % % % Spec(Z)
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Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

* % Spec(Z)
(0 (2) 3 (5) (p)
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Intersection arithmétique

Soit X/Ok une surface arithmétique.

Intersection locale

Soient P; et P deux sections distinctes de X' /O, soient p un
idéal premier et x € X},. On pose :

o (P1,P2), = (mult. d’intersection en z) In(Ng/g(p));

o (P1,Pa)p = % (P1,P2)e.

TeX),

On pose alors (P1,P2) = ¥ (P1,Pa)yp.
pcK
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Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

* % Spec(Z)
(0 (2) 3 (5) (p)
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Généralités
Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

* % +— Spec(Z)
(0 (2) 3 (5) (p) = (o)
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Courbes elliptiques Intersection arithmétique

Intersection aux places infinies

Si Py et Py sont deux sections distinctes, alors :
(P1,P2)o = —go (P, P5)

ol g, est la fonction de Green-Arakelov sur la surface de Riemann
(X ®; C)(C) (on a g, (P7, Py) ~ (|} - P7|s)).
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Généralités

Courbes elliptiques Intersection arithmétique

Intersection aux places infinies

Si Py et Py sont deux sections distinctes, alors :
(P1,P2)o = —go (P, P5)

ol g, est la fonction de Green-Arakelov sur la surface de Riemann
(X ®; C)(C) (on a g, (P7, Py) ~ (|} - P7|s)).

Pour toute place v, la restriction de |'intersection locale a
Div?(X/O) x Div?(X/Ok) est symétrique, continue (pour la
topologie v-adique), localement bornée et diverge ainsi quand P;
tend vers Ps :

(P1,P2)y ~ —ny In(| Py — Pafy).
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Généralités
Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

On pose alors :

(P1,P2) = > (P, Padp+ >, (P1,Pa)s
pEK g K-C

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Généralités
Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

On pose alors :

(7)1,732>= Z<P1,P2)p+ Z <7)1,P2>o'

peK o:K->C
= > (P, P2+ Y. nu(Pi,Pa)o.
veMY, veM

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Généralités
Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

On pose alors :

(7)1,732>= Z(Pl,Pg)p+ Z <73]_,7D2>o'

peK o:K->C
= > (P, P2+ Y. nu(Pi,Pa)o.
veMY, veM

Cet accouplement bilinéaire se prolonge, et définit un
accouplement d’intersection (-,-) : CI(X) x C1(X) — R.
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Généralités

Courbes elliptiques Intersection arithmétique

Lien entre hauteur et intersection

Soient E//K avec bonne réduction partout, et £ - B son modéle
minimal régulier. Pour tout point P € E(K) d'adhérence P dans
E,ona:

(P,O)k

h(P) = (K 0]
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Généralités

Courbes elliptiques Intersection arithmétique

Deux applications

Soit E/K une courbe elliptique ayant bonne réduction partout.
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Généralités
Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

Deux applications

Soit E/K une courbe elliptique ayant bonne réduction partout.

Hindry-Silverman (1999)

On a card(E(K )tors) < 1977408k In(ng ), ot ng = [K : Q].
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Généralités
Intersection arithmétique

Courbes elliptiques

Deux applications

Soit E/K une courbe elliptique ayant bonne réduction partout.

Hindry-Silverman (1999)
On a card(E(K )tors) < 1977408k In(ng ), ot ng = [K : Q].

Laurent (1979), W. (2015)

Supposons que Z ¢ End(E). Pour tout point P ¢ E(K) d'ordre
infini, de degré relatif D = [K(P): K], on a:

In (In (4D)) \*
(s )

o CK
P)>—
h(P) D

ol cir > nz2Y si HRG (il existe une version inconditionnelle).

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

© Introduction

e Courbes elliptiques

© Applications diophantiennes
@ Cardinal du sous-groupe de torsion
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Nous voulons montrer qu'il existe un entier N > 1 tel que :

(Vke[1,N] kP =%0)= h(P)>0.

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes RICEELECEL

Nous voulons montrer qu'il existe un entier N > 1 tel que :
(Vke[1,N] kP =%0)= h(P)>0.

Nous avons vu que i(P) =0 <> P est de torsion.

Corollaire

Si P est de torsion, alors son ordre de torsion est inférieur a N .
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Nous voulons montrer qu'il existe un entier N > 1 tel que :
(Vke[1,N] kP =%0)= h(P)>0.

Nous avons vu que i(P) =0 <> P est de torsion.

Corollaire

Si P est de torsion, alors son ordre de torsion est inférieur a N .

Point de départ : pour tout k€ [1, N], on a

(kP.O) 1

k2h(P) = h(kP) = 5. Q] >

[K:Q] a:;;c(kp’ Ol

car (kP,O), >0 pour p idéal premier, par définition.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Prrelaliame 6l (Leimey

Points « proches » sur le tore E(K,)

Soit v une place archimédienne. On a vu que E(K,) ~C/(Z+1,7)
pour un certain 7, € C. Pour tout P € E(K,), notons
2y(P) = xy(P) + y,(P)7, son image dans C/(Z + 1,Z).

Sio<a(P-Q),y(P-Q)< o, alors :

1

P v 2 _JU7
(P.Qh> s

ou J, = max(In(|jglv, 1)).

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (1/2)

Soit
E={kP|1<k<24"5(M +1)} ¢ B(K).

Si kP # O pour tout k € [1,2-24%"5], Il existe k,l < 2-24>"K tels
pour toute place v archimédienne :

(kP,IP), > 2
288
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (1/2)

Soit
E={kP|1<k<24"5(M +1)} ¢ E(K).

FI1GURE: Exemple avec {(z,y) € C? |y?> = 2% + 2} ~ C/(Z +iZ) (nk =1).
Yy
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (1/2)

Soit
E={kP|1<k<24"5(M +1)} ¢ E(K).

FI1GURE: Exemple avec {(z,y) € C? |y?> = 2% + 2} ~ C/(Z +iZ) (nk =1).
Yy
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (1/2)

Soit
E={kP|1<k<24"5(M +1)} ¢ E(K).

FI1GURE: Exemple avec {(z,y) € C? |y?> = 2% + 2} ~ C/(Z +iZ) (nk =1).
Yy
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (1/2)

Soit
E={kP|1<k<24"5(M +1)} ¢ B(K).

Si kP # O pour tout k € [1,2-24%"5], Il existe k,l < 2-24>"K tels
pour toute place v archimédienne :

(kP,IP), > 2
288
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (1/2)

Soit
E={kP|1<k<24"5(M +1)} ¢ B(K).

Si kP # O pour tout k € [1,2-24%"5], Il existe k,l < 2-24>"K tels
pour toute place v archimédienne :

(kP,IP), > 2
288

Alors :

ﬁ((k-l)P»i > ny(kP,IP),
K peM
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (1/2)

Soit
E={kP|1<k<24"5(M +1)} ¢ B(K).

Si kP # O pour tout k € [1,2-24%"5], Il existe k,l < 2-24>"K tels
pour toute place v archimédienne :

(kP,IP), > 2
288

Alors :

ﬁ((k-l)P»i > ny(kP,IP),
K peM

1
2 _
288
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (2/2)

A 1
M((k-DP) > 5o
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (2/2)

On a: .
h((k-1)P) > —
((k-1)P) 538

Or h((k-1)P) <4-(2-24%"<)h(P), donc h(P) > 0.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Démonstration du théoréeme de Hindry-Silverman (2/2)

On a: .
h((k-1)P) > —
((k-1)P) 538

Or h((k-1)P) <4-(2-24%"<)h(P), donc h(P) > 0.

Corollaire

Si P est de torsion, alors son ordre de torsion est inférieur a
2. 24K
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes Probléme de Lehmer

Théoreme
On a:

card ({P e E(K) | h(P) < A/ng}) < 19977408n s In(ng),

avec A =1/164736.
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Théoreme
On a:

card ({P e E(K) | h(P) < A/ng}) < 19977408n s In(ng),

avec A =1/164736.

Corollaire 1
On a card(E (K )tors) < 1977408n In(ng ).
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Théoreme
On a:

card ({P e E(K) | h(P) < A/ng}) < 19977408n s In(ng),

avec A =1/164736.

Corollaire 1
On a card(E (K )tors) < 1977408n In(ng ).

Corollaire 2

Pour tout P € E(K) d'ordre infini, on a :

1

h(P) > 101803 (In(ngk))?"

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Cardinal du sous-groupe de torsi
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

© Introduction

e Courbes elliptiques

© Applications diophantiennes

@ Probléme de Lehmer
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Laurent (1979), W. (2015)

Supposons que Z ¢ End(E). Pour tout point P € E(K) d'ordre
infini, de degré relatif D = [K(P): K], on a:

A cx (In(n(4D))\?
h(P)gf( In (4D) )

ou cgx > n}?o si HRG.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Relevements de Frobenius

Soit E/K a multiplications complexes par Op (c'est-a-dire
End(E) ~ Op, ou F est un corps quadratique imaginaire), ayant
bonne réduction partout, et tel que F' ¢ K.

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Relevements de Frobenius

Soit E/K a multiplications complexes par Op (c'est-a-dire
End(E) ~ Op, ou F est un corps quadratique imaginaire), ayant
bonne réduction partout, et tel que F' ¢ K. Prenons P € E(K)
d’ordre infini.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Relevements de Frobenius

Soit E/K a multiplications complexes par Op (c'est-a-dire
End(E) ~ Op, ou F est un corps quadratique imaginaire), ayant
bonne réduction partout, et tel que F' ¢ K. Prenons P € E(K)
d’'ordre infini. Soit s > 3, et soit Il; = {p1,...,p,} I'ensemble des
nombres premiers qui se décomposent complétement dans K.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Relevements de Frobenius

Soit E/K a multiplications complexes par Op (c'est-a-dire
End(E) ~ Op, ou F est un corps quadratique imaginaire), ayant
bonne réduction partout, et tel que F' ¢ K. Prenons P € E(K)
d’'ordre infini. Soit s > 3, et soit Il; = {p1,...,p,} I'ensemble des
nombres premiers qui se décomposent complétement dans K.

Relevements de Frobenius

Supposons que K contient F'. Pour tout p; € I, soit p;|p; fixé;
alors (z,y) mod p; = (zP%,yP") mod p; se releve en F),, : £ - E.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Relevements de Frobenius

Soit E/K a multiplications complexes par Op (c'est-a-dire
End(E) ~ Op, ou F est un corps quadratique imaginaire), ayant
bonne réduction partout, et tel que F' ¢ K. Prenons P € E(K)
d’'ordre infini. Soit s > 3, et soit Il; = {p1,...,p,} I'ensemble des
nombres premiers qui se décomposent complétement dans K.

Relevements de Frobenius

Supposons que K contient F'. Pour tout p; € I, soit p;|p; fixé;
alors (z,y) mod p; = (zP%,yP") mod p; se releve en F),, : £ - E.

On pose pg =1 et Fy =1d.
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Cardinal du sous-groupe de tor:
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On pose :

- gmi«Fm(P)) - (0)),
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On pose :
L= Z{;mi((Fpi(P))—(O)),

Par le théoreme de I'indice de Hodge :

>(L,L)= >, mim;((Fy,(P),Fy,(P)) +(0,0)

0<i,j<r

—((Fp +Fp,)(P), 0)).
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On pose :
L =% mi((Fy,(P))-(0)),
i=0
Par le théoreme de I'indice de Hodge :
>(L,L)= 3, mim;((Fp,(P),Fyp, (P)) +(0,0)

0<i,j<r
- <(sz + ij)(P)v O))
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On pose :
L= Z{;mi((Fm(P))—(O)),

Par le théoreme de I'indice de Hodge :

0>(L,L)= Z mzmj(<sz(P) FPJ(P)> (0,0)

0<i,j<r

- ng(pi +pj)il(P))-
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On pose :
L= Z{;mi((Fm(P))—(O)),

Par le théoreme de I'indice de Hodge :

0>(L,L)= Z mzmj(<sz(P) FPJ(P)> (0,0)

0<i,j<r

- ng(pi +pj)il(P))-
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On pose :
L= ;]mi((Fpi(P))_(O))v

Par le théoréme de I'indice de Hodge :

>(L.L)= 3 mimi({Fp (P), Fy, (P))—ng (pi+p;)h(P)).

0<t,5<r
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On pose :
L= ;]mi((Fpi(P))_(O))v

Par le théoréme de I'indice de Hodge :

0>(L,L)= 33 mimj({Fy,(P),Fp, (P))=nx (pi+pj)h(P)).

0<t,5<r

On a donc

2nk (i mz) (2%’%) h(P)> > mim;(Fy,(P),Fy (P))

=0 0<i,j<r
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

> > mim(Fp,(P),Fp, (P))y > [K : Qlmo Y miIn(p;).
0<i,j<r veM Y, =i
i%]
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

E E mimj(Fpi(P),ij (P))y 2 [K : Q]myg E m; In(p;).
0<i,j<r veM Y, i=1
1#]

Esquisse : si p divise p;, on montre que (F,,(P),P), > 0.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

E E mimj(Fpi(P),ij (P))y 2 [K : Q]myg E m; In(p;).
0<i,j<r veM Y, i=1
1#]

Esquisse : si p divise p;, on montre que (F,,,(P),P), > 0.
@ Si P=0 mod p : rien a dire;
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

E E mimj(Fpi(P),ij (P))y 2 [K : Q]myg E m; In(p;).
0<i,j<r veM Y, i=1
1#]

Esquisse : si p divise p;, on montre que (F,,,(P),P), > 0.
@ Si P=0 mod p : rien a dire;
@ Sinon, comme P ¢ E(K), sa réduction est dans E(F,,), et
ses coordonnées sont fixées par I'automorphisme de Frobenius.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

E E mimj(Fpi(P),ij (P))y 2 [K : Q]myg E m; In(p;).
0<i,j<r veM Y, i=1
1#]

Esquisse : si p divise p;, on montre que (F,,(P),P), > 0.
@ Si P=0 mod p : rien a dire;
@ Sinon, comme P ¢ E(K), sa réduction est dans E(F,,), et
ses coordonnées sont fixées par I'automorphisme de Frobenius.
Sinon, on utilise (Fp, (P),F,,(P)), > 0.
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contribution aux places infinies

Lemme d'Elkies
Soit v une place archimédienne, et soient Pi, ..., Py des points
distincts de E(K). Alors,
1 1 1
S (P, P> -N- (-m(zv) T+ —6) |
1<i#j<N 2 12 5
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contribution aux places infinies

Lemme d'Elkies

Soit v une place archimédienne, et soient Pi, ..., Py des points
distincts de E(K). Alors,

1 1 1
S (P, P> -N- (-m(zv) T+ —6) |
1<i#j<N 2 12 5

Esquisse : Imaginons que (FP;, P;), soit bien défini. Alors :

N
2
S (R B)e=N? [l (P - Quu(P)A(Q) - (P Py

1<izj<N
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contribution aux places infinies

Lemme d'Elkies

Soit v une place archimédienne, et soient Pi, ..., Py des points
distincts de E(K). Alors,

1 1 1
S (P, P> -N- (-m(zv) T+ —6) |
1<i#j<N 2 12 5

Esquisse : Imaginons que (FP;, P;), soit bien défini. Alors :

N
> (PP Nz[/( 2 M (P = @)du(P)du(@Q) = 3 (P, Fi)o

1<izj<N

= N? ZA )1 - Z(PzaPz‘)v

i=1
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Cardinal du sous-groupe de torsion

Applications diophantiennes el éla (Limey

Contribution aux places infinies

Lemme d'Elkies « pondéré »

Soit v une place archimédienne, et soient Py, ..., Py des points
distincts de E(K'). Soient myq, ..., my des réels strictement

_ N N \?
positifs qui vérifient 3 ) m? <2D| Y m;| . Alors,
i=1 i=1

N
Z mimj<Pi7Pi>v>—Zm?><

1<i%j<N i=1
N 2
m
1 El ‘ 1 27
~In|2 —2 |+ =J,+ =
2 N 12 10
.Zlmi
1=
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Cardinal du sous-groupe
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

onic [ S m, _fzomjpj MP)> Y mimy(Fy (P), By, (P))

i=0 0<i,j<r
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

2ng Zmz ijpj E(P) 2 Z Z mimj(Fp, (P),Fp;(P))o
i=0 j=0 veM, 1<i,jsr
P

+ 22 mmimy(Fp (P), Fy, (P))

veM 2 1<i#j<r
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Cardinal du sous-gi
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

=0 i=1

' T r
2n g Z ™m; ( Z mjpj) h(P) > nxmy Z m; In(p;)
+

0
Z L nvmim]'<Fpi(P)’ij (P»v
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

r T r
2ng | Yomq | Do mjpj | R(P) > ngmo Y m;In(p;)

=0 7=0 i=1
i 2
m;
L 1 = h(j 27
_77/sz%' 71n QL_2 _;’_M_}_i
‘ 12 " 12 10
1=0 > m?
i=0
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

T T T
2np | Yomg | Do mypj | R(P) > ngmo Y miIn(p;)

i=0 =0 i1
. 2
2. m;
a 1 j= h(j 2
—nKZm2- i Y AV +@+—7
]2 < 12 10
i=0 ml2
1=0
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

2%( > mz) > mp; h(P) > ngmy > miln(p;)
j=0 i=1

1=0

INg ]

2
r ml) .
1 ( h(je) 27
2 7
- | S22 Lo BUE) 2
R gl ) T2 "0

=0
7

+( L

=0

Bruno Winckler Intersection arithmétique



Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

T T T
2 Yoma || X2 mypj | M(P) 2 mo Y miln(p;)
i=0 =0 i
. 2
> my; .
T P
-y m; Lin|2 Z_TO -2 +M+§
P B 5 2 12 10
i=0
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

2 ( ZT: mZ) ZT: mjp; | h(P) > mo Y. m; In(p;)
=0 20 ‘

2
m) h(jp) 27
- _— 7 9 +LE)+_
) 12 10

On pose m; =1 pour i >0, et mg = /.
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

2(mo+7)|mo+ > pj | h(P)>mo . In(p;)
20 i1

2 .
M_Q +M+2_7

1
—(mi3+r)-[=In|2 5
2 mg+r 12 10

On pose m; =1 pour i > 0, et mg = /.
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Pour résumer,

2(mo+71)|mo+ ZT:pj }Al(P) > my ZT: In(p;)

=0 i=1
2 .
_(mg+r). lln 2(17L(]2—+T)_2 +M+2_7
2 mg+r 12 10

On pose m; =1 pour i >0, et mg=+/r. On a:

T T 2
> In(p;) ~rin(r), et > p; ~ % In(r) quand r — oo.
i=1 =1
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Applications diophantiennes

Zln(pz ~rln(r), et sz ~ —ln(r) quand 7 — oo.
i=1

mO +r

moilln(pi)—(m%.y.r).(l (QM 2) h(1]2E)+ﬁ)

h(P) >
2(m0+r) (’I?’Lo+ Z pj)

j—
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Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Zln(pz ~rln(r), et sz ~ —ln(r) quand 7 — oo.
i=1

B () (§1n (20 o)+ 280 )
h(P) > — !

2(m0+r) mo + ij
j_
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On a:

Zln(pl ~rln(r), et sz ~ E ln(r) quand r — oo.
=1

m+r

2 n(r) - (md +7) - ( (2(m0+r) 2) + M) | %)

h(P) >

r
2(m0 + 7’) mo + 'Zopj
‘7:
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

On a:

Zln(pl ~rln(r), et sz ~ E ln(r) quand r — oo.
=1

m )‘H”

2 In(r) - (m3 +7) - (% In (Z(mO“) 2) + M) | %)

h(P) >

r
2(m0 + 7’) mo + 'Zopj
‘7:
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Ona:

2
5} In(r) quand r — oo.

iln(pi) ~7rln(r), et Zrzpi ~

i=1 =1

r3/2 In(r) = rin(r)

h(P) 2

.
2(mo+1)[mo+ Zopj
]:
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Applications diophantiennes

Ona:

2
5} In(r) quand r — oo.

iln(pi) ~7rln(r), et Zrzpi ~

i=1 =1

r3/2 In(r) = rin(r)

h(P) 2

r
2 (mo + 7’) mo + Zopj
j=
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Ona:

T T 2
> In(p;) ~rin(r), et > p; ~ % In(r) quand r — oo.
i=1 i=1
r3/2 In(r) = rIn(r)

r31n(r)

h(P) 2
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Applications diophantiennes

2
Zln(pl ~rin(r), et sz 111(7“) quand r — oo.
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Ona:
r T 7,2
Y In(p;) ~rin(r), et Y pi~ 5 In(r) quand r — oo.
i=1 i=1
In(s) 312
s

h(P) 2
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Cardinal du sous-groupe de torsion
Probléme de Lehmer

Applications diophantiennes

Ona:

r T 2
Y In(p;) ~rin(r), et Y pi~ % In(r) quand r — oo.
i=1

=1
3/2
h(P) % (M)

S

En adaptant la démonstration 3 P € E'(K) avec E’ aux bonnes
propriétés, et avec un bon choix de s (Chebotarev explicite), on

obtient A(P) > %
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