Intersection arithmétique et probleme de Lehmer
elliptique

Bruno Winckler

20 novembre 2015

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Plan

e Introduction

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Plan

e Introduction

© Probléme de Lehmer
@ Intersection arithmétique
@ Démonstration du résultat principal

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Plan

e Introduction

© Probléme de Lehmer
@ Intersection arithmétique
@ Démonstration du résultat principal

© Théoreme de Chebotarev explicite
@ Structure de la démonstration
@ Démonstration effective
@ Retour au probleme de Lehmer

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Plan

e Introduction

© Probléme de Lehmer
@ Intersection arithmétique
@ Démonstration du résultat principal

© Théoreme de Chebotarev explicite
@ Structure de la démonstration
@ Démonstration effective
@ Retour au probleme de Lehmer

@ Conclusion

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Introduction

e Introduction

© Probléme de Lehmer

© Théoreme de Chebotarev explicite

@ Conclusion

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Introduction

Problémes diophantiens

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coefficients entiers, dont on cherche les solutions entiéres ou
rationnelles.
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rationnelles.

Exemples :

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Introduction

Problémes diophantiens

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coefficients entiers, dont on cherche les solutions entiéres ou
rationnelles.

Exemples :

@ |'équation = +y =1 a une infinité de solutions entiéres (et
rationnelles), (z,y) = (2,-1), (3,-2), etc.;
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Introduction

Problémes diophantiens

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coefficients entiers, dont on cherche les solutions entiéres ou
rationnelles.

Exemples :

@ |'équation = +y =1 a une infinité de solutions entiéres (et
rationnelles), (z,y) = (2,-1), (3,-2), etc.;

e I'équation z2 + 3% =1 a un nombre fini de solutions entiéres
((z,y) = (0,£1) ou (x1,0)), mais un nombre infini de

1-t2 2t

EFE W) pour t rationnel);

solutions rationnelles ((z,y) = (
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Introduction

Problémes diophantiens

Une équation diophantienne est une équation polynomiale a
coefficients entiers, dont on cherche les solutions entiéres ou
rationnelles.

Exemples :

@ |'équation = +y =1 a une infinité de solutions entiéres (et
rationnelles), (z,y) = (2,-1), (3,-2), etc.;

e I'équation z2 + 3% =1 a un nombre fini de solutions entiéres
((z,y) = (0,£1) ou (x1,0)), mais un nombre infini de

1-t2 2t

EFE W) pour t rationnel);

solutions rationnelles ((z,y) = (

e I'équation 32 = 2% + 2 a un nombre fini de solutions

rationnelles ((z,y) = (0,£1)).
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation x2 + y% = 1.
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation z2 + 3% = 1.

Résolution dans Z

|z| <1, |y| € 1, on teste toutes les possibilités, et (z,y) = (£1,0) ou
(0,+1).
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation x2 + y% = 1.

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premieres entre elles de

X?2+v?%=22
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Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premiéres entre elles de

(X +iY)(X -iY) = Z2.
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premiéres entre elles de

(X +iY)(X -iY) = Z2.
N———
=(u+iv)?
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation z2 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premieres entre elles de

(X +iY) (X -iY) = 2%
—_——
=(u+iv)?

Alors X +iY = (u+iv)? = (X,Y, Z) = (u® - v2, 2uv,u? + v?),
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation z2 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 1

On cherche les solutions entiéres et premieres entre elles de

(X +iY) (X -iY) = 2%
—_—
=(u+iv)?
Alors X +iY = (u+iv)? = (X,Y, Z) = (u® - v2, 2uv,u? + v?), et

2 2
U 2uv_\ _ (1=t 2t _v
(.’E y) (u2+v2’u2+v2) - (1+t2’ 1+t2)’ t= w cQ.
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Introduction

Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 2

Y

(_170)

9
et (z,y) = (%,%) teQ.
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Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 2

9
et (z,y) = (%,%) teQ.
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Exemple introductif

Considérons I'équation 22 + 3% = 1.

Résolution dans Q : méthode 2

(_170)

9
et (z,y) = (%,%) teQ.
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

e On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;
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Exemple introductif : quelques enseignements

e On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

@ On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;

@ Pour x = 7 €Q, pged(a,b) = 1, on peut étudier la hauteur de
x, définie par :

h(z) = In(max(|al, [b])),

pour tout ¢ > 0, I'ensemble {z € Q | h(x) < ¢} est fini.
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

@ On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;
@ Pour x = 7 €Q, pged(a,b) = 1, on peut étudier la hauteur de

x, définie par :
a
E‘7|1|))7

pour tout ¢ > 0, I'ensemble {z € Q | h(x) < ¢} est fini.

h(x) =In(max(|al,|b])) = 1In (|b[ max(
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

@ On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;

@ Pour x = 7 €Q, pged(a,b) = 1, on peut étudier la hauteur de
x, définie par :

h(z) = In(max(|al, [b])) = In (bl max ([, [1])),

pour tout ¢ > 0, I'ensemble {z € Q | h(x) < ¢} est fini.
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

o On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutét que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;

@ Pour =7 €Q, pged(a,b) =1, on peut étudier la hauteur de
x, définie par :

h(z) = In(max(|al, [o])) = In(max(|a], 1)) - > In(|b],),

ou |bl, = pk, avec p* la plus grande puissance de p divisant b;
pour tout ¢ >0, I'ensemble {z € Q | h(x) < ¢} est fini.
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

o On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutét que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;

@ Pour =7 €Q, pged(a,b) =1, on peut étudier la hauteur de
x, définie par :

h(z) = In(max(|al, [b])) = In(max(|z|, 1))+ In(max(|z|,, 1)),

ou |bl, = pk, avec p* la plus grande puissance de p divisant b;
pour tout ¢ >0, I'ensemble {z € Q | h(x) < ¢} est fini.
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Introduction

Exemple introductif : quelques enseignements

e On gagne a étudier les équations dans Q (nombres
algébriques) plutdt que dans Q;

@ On gagne a voir géométriquement les équations;

e Pour z € ©, on peut étudier la hauteur de z, définie par :

h(zx) = > [Ky: Qu]In(max(|z/y, 1)),

[K:Q] veM g

ou x € K, K corps de nombres.
Pour tous ¢,d > 0, I'ensemble

{reQ|h(z)<c[Q(zx): Q] <d}
est fini.
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Introduction

Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine 2 = 23 + az + b, ot (a,b) € K? sont tels
que 4a> + 270 £ 0, avec en plus un point a I'infini.

)

a .
g
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Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine 2 = 23 + az + b, ot (a,b) € K? sont tels
que 4a> + 270 £ 0, avec en plus un point a I'infini.

)

(] .
P
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Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine 2 = 23 + az + b, ot (a,b) € K? sont tels
que 4a> + 270 £ 0, avec en plus un point a I'infini.

)

(] .
P

Q
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Introduction

Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine 2 = 23 + az + b, ot (a,b) € K? sont tels
que 4a> + 270 £ 0, avec en plus un point a I'infini.

)

PR !

Q
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Introduction

Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine 2 = 23 + az + b, ot (a,b) € K? sont tels
que 4a> + 270 £ 0, avec en plus un point a I'infini.

)

Pk—(P+Q)

Q
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Introduction

Courbes elliptiques

loi de groupe et points rationnels

Soit K un corps de nombres. Une courbe elliptique E/K est une
courbe d'équation affine 2 = 23 + az + b, ot (a,b) € K? sont tels
que 4a> + 270 £ 0, avec en plus un point a I'infini.

Yy
P+@Q
Pk—(P+Q)
Q
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Courbe elliptique d'équation affine 32 +y = 23 + 2.




Introduction

Courbe elliptique d'équation affine 42 + y = 23 + 22

(%5 35)
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Introduction

Courbe elliptique d'équation affine 42 + y = 23 + 22

(35 313)
( 140 931 )

121> 1331

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Introduction

Courbe elliptique d'équation affine 42 + y = 23 + 22

(4, 20)

497 343
(_m _ 931 )
121> 1331
(209 10527)

400° ~ 8000
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Introduction

Soit £/K une courbe elliptique. Pour P(xz,y) € E(K), on pose
h(P) = h(z), et h(O) = 0.
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Introduction

Soit E/K une courbe elliptique. Pour P(z,y) € E(K), on pose
h(P) = h(x), et h(O) = 0.

Ona:
e h(P+Q)+h(P-Q)=2(h(P)+h(Q))+0(1);
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Introduction

Soit E/K une courbe elliptique. Pour P(z,y) € E(K), on pose
h(P) = h(z), et h(O) = 0.

Ona:
o h(P+Q)+h(P-Q)=2(h(P)+h(Q))+0(1);
o h(¢(P)) = deg(¢)h(P) + O(1) pour ¢ € End(E);
o h(nP)=n?-h(P)+O(1) pour neZ;
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Introduction

Soit E/K une courbe elliptique. Pour P(z,y) € E(K), on pose
h(P) = h(x), et h(O) = 0.

Ona:
o n(P+Q)+h(P-Q)=2(h(P)+h(Q))+0(1);
o h(¢(P)) = deg(¢)h(P) +O(1) pour ¢ € End(E);
o h(nP)=n?-h(P)+O(1) pour neZ;

@ pour tous ¢,d >0, I'ensemble
{PeE(K)|h(P)<d,[K(P):K]<c} estfini;
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Introduction

Soit E/K une courbe elliptique. Pour P(z,y) € E(K), on pose
h(P) = h(x), et h(O) = 0. On définit alors la hauteur canonique

comme suit :
h(2"P)

4 n

h(P) = lim
Ona:
o h(P+Q)+h(P-Q)=2(h(P)+h(Q))+0(1);
@ h(od(P)) =deg(p)h(P)+O(1) pour ¢ € End(E);
o h(nP)=n?-h(P)+O(1) pour neZ;

@ pour tous ¢,d >0, I'ensemble
{PeE(K)|h(P)<d,[K(P):K]<c} estfini;
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Introduction

Soit E/K une courbe elliptique. Pour P(z,y) € E(K), on pose
h(P) = h(x), et h(O) = 0. On définit alors la hauteur canonique
comme suit :

h(P) = lim h@"P)

n—oo 4N
Ona:
o W(P+Q)+h(P-Q)=2(h(P)+hQ));
o h(¢(P)) =deg(¢)h(P) pour ¢ € End(E);
o h(nP)=n*-h(P) pour neZ;
@ pour tous c, dA> 0, I'ensemble
{PeE(K)|h(P)<d,[K(P):K]<c} estfini;
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Introduction

Soit E/K une courbe elliptique. Pour P(z,y) € E(K), on pose
h(P) = h(x), et h(O) = 0. On définit alors la hauteur canonique
comme suit :

h(P) = lim h@"P)

n—oo qn
Ona:
o (P +Q)+h(P-Q)=2(h(P) + h(Q));
o h(¢(P)) = deg(¢)h(P) pour ¢ € End(E);
e h(nP)=n%-h(P) pour neZ;
@ pour tous c, df 0, I'ensemble
{PeE(K)|h(P)<d,[K(P):K]<c} estfini;
o h(P) =0 si, et seulement si P est de torsion.
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Introduction

Minoration de la hauteur

Soit E/K une courbe elliptique sur un corps de nombres.

Conjecture de Lang

On a, pour tout point P € E(K) d'ordre infini :

h(P) > e max(In(Ng g (A(E/K))), h(jr))-
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Introduction

Minoration de la hauteur

Soit E/K une courbe elliptique sur un corps de nombres.

Conjecture de Lang

On a, pour tout point P € E(K) d'ordre infini :

h(P) > e max(In(Ng g (A(E/K))), h(jr))-

Conjecture de Lehmer

On a, pour tout point P € E(K) d'ordre infini :
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Minoration de la hauteur

Théoréme (Laurent (1983))

Soit F/K une courbe elliptique a multiplications complexes. Pour
tout point P € E(K) d'ordre infini, ot D =[K(P): K], on a:

. cox (In(ln(4D))\’
MP) > = ( In (4D) )
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Minoration de la hauteur

Théoréme (Laurent (1983) )

Soit E/K une courbe elliptique a multiplications complexes. Pour
tout point P € E(K') d'ordre infini, ou D =[K(P): K], on a:

. cpx (In(In(4D)\® .
MP)> = ( In (4D) )’Ou

- VY6507 (5 V-9 o R
{ cxp > (In(ldg]))™(h(jp))™ si HRG ol K est la

In(cx,e) » (dgh(je))™,
cldture galoisienne de K/Q.
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Minoration de la hauteur

Théoreme (Laurent (1983), W. (2015))

Soit E/K une courbe elliptique a multiplications complexes. Pour
tout point P € E(K) d'ordre infini, ot D =[K(P): K], on a:

A co.x (In(ln(4D))\’
MP)> = ( In (4D) )’Ou

crp <10™- f /mp (59,07 + 276,48 1In(|d g |)
+192n (87,4 +2,9In(6Np) +0,51n(~4d)))%(3,89 + 0,13A(jz))°

si HRG (End(E) =Z+f(’)@(\/a)).
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Ingrédients de la démonstration

Soit P un point d'ordre infini sur une courbe elliptique a
multiplications complexes.
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Introduction

Ingrédients de la démonstration

Soit P un point d'ordre infini sur une courbe elliptique a
multiplications complexes. Les deux principaux ingrédients sont :

Théoreme de Faltings-Hriljac

L’accouplement bilinéaire (+|-) sur E/K s'exprime comme somme
de « termes locaux », associés a chaque place de K.
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Introduction

Ingrédients de la démonstration

Soit P un point d'ordre infini sur une courbe elliptique a
multiplications complexes. Les deux principaux ingrédients sont :

Théoreme de Faltings-Hriljac

Théoreme de Deuring

Soit E/K une courbe elliptique a multiplications complexes par
OQ(\/E)- Supposons que K contient Q(v/d). Pour presque tout
idéal premier p de K, (z,y) mod p — (z49,y?) mod p (ou
q=Ngjg(p)) se releve en un endomorphisme Fy: E' — E.
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Introduction

Ingrédients de la démonstration

Soit P un point d'ordre infini sur une courbe elliptique a
multiplications complexes. Les deux principaux ingrédients sont :

Théoreme de Faltings-Hriljac
Théoreme de Deuring

On compare alors 7(P) a des intersections entre Fy(P) et P
(entre autres). Ces calculs font intervenir des sommes indexées par
des nombres premiers bien choisis.

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Introduction

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un idéal
maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et PB|p. On appelle

automorphisme de Frobenius, noté (‘43/ ) I'élément de G qui

love OL/B = OB (L/_K):{(L/K) ‘ﬁlp}

r = pNke®) p
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Introduction

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un idéal
maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et PB|p. On appelle

automorphisme de Frobenius, noté (‘43/ ) I'élément de G qui

reléve Of¥ ~ O et (L/—K) = {(L/K) ‘Blp} Si C est

r = pNke®) p
une classe de conjugaison, soit m¢(z) la fonction de décompte des
. . e . L/K
idéaux premiers de norme inférieure a x tels que )= C.
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Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un
idéal maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et Bp. On

appelle automorphisme de Frobenius, noté (‘13/ ) I'élément de G

O = OLB et (L) = [(H5) ). s

Tz = pNke®) p
est une classe de conjugaison, soit m¢(z) la fonction de décompte

qui reléve

- . e . L/K
des idéaux premiers de norme inférieure a x tels que (/T) =C.

Alors
Ol i .2 IC] at  [C] =

|G| "G hl(t) @ln(a:)'

mo(a) ~
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Introduction

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un idéal

maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et P|p. On appelle

L/K
P

reléve OL/F = Ou/F et (L/—K) = {(L/K) ‘B!p} Si C est

r = Nko®) p
une classe de conjugaison, soit m¢(z) la fonction de décompte des

automorphisme de Frobenius, noté ( ) I'élément de G qui

idéaux premiers de norme inférieure a z tels que (/T) =C.

Théoreme de Chebotarev explicite avec HRG (W. (2014))

Supposons que HRG est vraie pour (y,. Alors, pour tout = > 2,

Cl c
mo(z) - |G|L1( r)| < |G|\/_[1 ,2In(dp) +0,6In(z)ny, + reste] .
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Introduction

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un idéal

maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et PB|p. On appelle

L/K
Bp

reléve Of¥ ~ O et (L/—K) = {(L/K) ‘Blp} Si C est

r = pNke®) p
une classe de conjugaison, soit m¢(z) la fonction de décompte des

automorphisme de Frobenius, noté ( ) I'élément de G qui

idéaux premiers de norme inférieure a x tels que (/T) =C.

Théoreme de Chebotarev explicite avec HRG (W. (2014))

Supposons que HRG est vraie pour (r,. Alors, pour tout = > 2,

il [ [l 177
Ik |G|f[( In(z >)1 (dz)

866
(TEQIH( )+ 13+ n(z)

mo(r) -

)nL+68O].
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

e Introduction

© Probléme de Lehmer

© Théoreme de Chebotarev explicite

@ Conclusion
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X/Ok une surface arithmétique.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

% % % % % Spec(Z)
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Soit X /O une surface arithmétique.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

% % % % % Spec(Z)

© @ 6 6 ©®

{y? =23 +22% +6}/Z
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

849

© @ 6 6 ©®

{y? =23 +22% +6}/Z

Spec(Z)
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

G A%

(0) (2) (3) (5) (p)

{y? =23 +22% +6}/Z

Spec(Z)
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

A%

(0) (2) (3) (5) (p)

{y? =23 +22% +6}/Z

Spec(Z)
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z

(1,3)

% % % % % Spec(Z)
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

% % Spec(Z)
(0) (2) (3) ) (@ -

{y? =23 +22% +6}/Z
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X/Ok une surface arithmétique.

Intersection locale

Soient D; et Dy deux diviseurs distincts et irréductibles sur X' /O,
soient p un idéal premier et z € A;,. On pose :

@ (Dy,Ds), = (mult. d’intersection en x) In(|k(x)|);

o (D1,D3)p = Y. (D1,Ds)s.
TeXy

On pose alors (D1, Ds) = Y. (D1, Da),.
pcK
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Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

% % Spec(Z)
(0) (2) (3) ) (@ -

{y? =23 +22% +6}/Z
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Soit X /O une surface arithmétique.

{y? =23 +22% +6}/Z
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Intersection aux places infinies

Pour toute place v, la restriction de |'intersection locale a
Div? (X /O ) x Div? (X /O) est bilinéaire symétrique, continue
(pour la topologie v-adique), localement bornée et vérifie, pour D
I'adhérence d'un diviseur principal div(f) € Div(X), et D2 un
diviseur de Weil de degré nul dont le support est génériquement
disjoint de celui de Dy : (D1, D2)y = —ny In(|f (Do) v)-
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Intersection aux places infinies

Pour toute place v, la restriction de |'intersection locale a
Div? (X /O ) x Div? (X /O) est bilinéaire symétrique, continue
(pour la topologie v-adique), localement bornée et vérifie, pour D
I'adhérence d'un diviseur principal div(f) € Div(X), et D2 un
diviseur de Weil de degré nul dont le support est génériquement
disjoint de celui de Dy : (D1, D2)y = —ny In(|f (Do) v)-

@ si D; un diviseur horizontal et Dy une section,
(D1,D32)o = go(D7,D3) = Ao (D] — DJ) ol g, est la fonction
de Green-Arakelov sur la surface de Riemann (X ®, C)(C);
@ si D; ou D; est un diviseur de Weil vertical, (D, Ds), = 0;

@ si D; un diviseur horizontal et F, une fibre a I'infini,
(D1, Fy)o = deg(Dyx ), et (D1, Fi )y = 0 sinon.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

On pose alors (D1, D) = Y. (D1,D2)py+ Y. (D1,D2)s.
pcK o:K-C
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

On pose alors (D1, D) = Y. (D1,D2)py+ Y. (Di1,D2)s. Cet
pcK o:K->C
accouplement bilinéaire se prolonge, et définit un accouplement

d'intersection (-,-) : CI(X) x CI(X) — R,
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

On pose alors (D1,D3) = Y. (D1,D2)py+ Y. (Di1,D2),. Cet
pcK o:K-C

accouplement bilinéaire se prolonge, et définit un accouplement

—_—

d’'intersection (-,-) : C1(X) x CI(X) — R.

Cas des auto-intersections : formule d'adjonction

Soit X - B une surface arithmétique et Q : Spec(Or) - X un
diviseur horizontal. Notant Ky, p le diviseur canonique
(d'Arakelov) de X/B, on a :

(Q Ky +(Q, Qr =dg/.— Y. no Y, 9,(Q%,Q7),
veMp o,7:L—>C
piL

ou dQ/L 2 0.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Théoreme de Faltings-Hriljac

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K,
avec bonne réduction partout, et £ -~ B son modele minimal
régulier. Alors, pour tous diviseurs Dy et Dy € Div(E) de degré
nul, a support dans des points de E(L) et dont on note D; et Dy
I'adhérence dans &€, on a

(D1,D2) Kk = —2[L : Q](D1|D3).
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Démonstration du résultat principal

Théoreme de Faltings-Hriljac

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K,
avec bonne réduction partout, et £ - B son modeéle minimal
régulier. Alors, pour tous diviseurs Dy et Dy € Div(E) de degré
nul, a support dans des points de E(L) et dont on note D; et Dy
I'adhérence dans &€, on a

(D1,D2) Kk = —2[L : Q](D1|D3).

Corollaire

Sous les mémes hypothéses, pour tout point Q € E(K)
d'adhérence Q dans &£, on a :

7 _ <Q>O>K
"D k@@
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Démonstration du résultat principal

Supposons K 2 End(F) ® Q, K/Q galoisienne et E/K de bonne
réduction partout.
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Démonstration du résultat principal

Démonstration du résultat principal

Supposons K 2 End(F) ® Q, K/Q galoisienne et E/K de bonne
réduction partout. Soit P un point d'ordre infini, L = K (P),
D=[L:K].
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Démonstration du résultat principal

Supposons K 2 End(F) ® Q, K/Q galoisienne et E/K de bonne
réduction partout. Soit P un point d'ordre infini, L = K (P),

D =[L:K]. Soit s >3, et soit IT5 = {p1,...,p,} I'ensemble des
nombres premiers qui se décomposent completement dans K.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Démonstration du résultat principal

Supposons K 2 End(F) ® Q, K/Q galoisienne et E/K de bonne
réduction partout. Soit P un point d'ordre infini, L = K (P),

D =[L:K]. Soit s >3, et soit IT5 = {p1,...,p,} I'ensemble des
nombres premiers qui se décomposent completement dans K. Pour
tout p; € I, on fixe p;|p;, et soit F;,, le relevement de Frobenius
associé a p;. On pose pg =1 et Fy =1d.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Démonstration du résultat principal

Supposons K 2 End(F) ® Q, K/Q galoisienne et E/K de bonne
réduction partout. Soit P un point d'ordre infini, L = K (P),

D =[L:K]. Soit s >3, et soit IT5 = {p1,...,p,} I'ensemble des
nombres premiers qui se décomposent completement dans K. Pour
tout p; € I, on fixe p;|p;, et soit F;,, le relevement de Frobenius
associé a p;. On pose pg =1 et Fy =1d.

Nous pouvons supposer que pour tous p,p’ € II; et
0,7 € Homg (L, C) tels que (o,p) # (7,p") et donc
F,(P)? #Fy(P)" (en particulier, on a K(F,(P)) = L).
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

Y Y mimi{Fp,(P),Fp, (P))y > [L:Qlmo Y myIn(p;).
0<E,7<r e, i
i%]
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

Y Y mimi{Fp,(P),Fp, (P))y > [L:Qlmo Y myIn(p;).
0<E,7<r e, i
i%]

Esquisse : si p divise p;, on montre que (F,,,(P),P), > 0.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

Y Y mimi{Fp,(P),Fp, (P))y > [L:Qlmo Y myIn(p;).
0<E,7<r e, i
i%]

Esquisse : si p divise p;, on montre que (F,,,(P),P), > 0.
@ Si P=0 mod p : rien a dire;
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

Y Y mimi{Fp,(P),Fp, (P))y > [L:Qlmo Y myIn(p;).
0<E,7<r e, i
i%]

Esquisse : si p divise p;, on montre que (F,,,(P),P), > 0.
@ Si P=0 mod p : rien a dire;
@ Sinon, on montre que pour tout o : L - L et pour tout

x € Opgyp (ot *Blp), I'idéal premier p divise [T ((2P)7 —27).
T:L—>L
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Contributions aux places finies

On a, en conservant les notations précédentes,

Y Y mimi{Fp,(P),Fp, (P))y > [L:Qlmo Y myIn(p;).
0<E,7<r e, i
i%]

Esquisse : si p divise p;, on montre que (F,,,(P),P), > 0.
@ Si P=0 mod p : rien a dire;
@ Sinon, on montre que pour tout o : L - L et pour tout

x € Opgyp (ot *Blp), I'idéal premier p divise [T ((2P)7 —27).
T:L—>L

Sinon, on utilise (F),(P),Fp,(P))p > 0.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Lemme d'Elkies
Soit v une place archimédienne, et soient Pi, ..., Py des points
distincts de E(K). Alors,

S (P, Pj)o>-N- (lln(N) AR S E) ,
1<i#j<N 2 12 5

ou I'on note J, = max(In(|jgl,),0).
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Lemme d'Elkies

Soit v une place archimédienne, et soient Pi, ..., Py des points
distincts de E(K). Alors,

S (PPN (SN + =g+ )
1<i#j<N 5

ou I'on note J, = max(In(|jgl,),0).

Esquisse : Imaginons que (FP;, P;), soit bien défini. Alors :

N
2 -
> PP)= N [ NP QU(P)AR@) - g 2P P

1<i#j<N
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Démonstration du résultat principal

Lemme d'Elkies

Soit v une place archimédienne, et soient Pi, ..., Py des points
distincts de E(K). Alors,

S (P, Pi)y>-N ( 1n(N)+—J +E),
1<i#j<N 5

ou I'on note J, = max(In(|jgl,),0).

Esquisse : Imaginons que (FP;, P;), soit bien défini. Alors :

N
> PP)= N [ NP QU(P)AR@) - g 2P P

1<i#j<N

= N? ZA 0100 - Z(Pi?Pi)v

=1

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Lemme d'Elkies « pondéré »

Soit v une place archimédienne, et soient Py, ..., Py des points
distincts de E(L) tels que P7 # P pour tous (i,0) # (j,7).
my des réels strictement positifs qui vérifient

Soient mq, ...,

N N 2
3 m? < 2D(Z mz) . Alors,
i=1 i=1

N
Z mimj)\U(Pf PT DZm X

1<i,j<N i=1
(3,0)#(4,7)
( o)

> mz)
- 1 27

In| 2D =L ol =g+
Lo 127" 10
T
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

2D ngc | Yoma || Somps |M(P) > Y mumy(Fp, (P),Fp, (P))
i=0 j=0 0<i,j<r
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

D | Yomi || Yomp |B(P) 2 3 Y mim{Fp, (P),Fy (P)).
=0 j=0 veMO 1<i,g<r
Z#j

+ Y memimh (Fp (P)T = Fp (P)7)
veMy 1<i,j<r

o,7:L->C

o,7|v

(,0)%(,7)

=
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

1=0 7=0 i=1
Z Z Ny Ay (Fp, (P)7 — Fp, (P)")
veMp? 1<ij<r
o,7:L—>C
o,7lv
(1,0)%(4,7)
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique
Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

2D277,K Zml Z m;p; B(P) 2 DnKmo Zmz ln(pi)
1=0 7=0 i=1
., 2
2 m; .
o, MUB) 27

12 10

" 2 1 1=0
- Dng Z m; | zIn|2D-—"—
i=0 > m%

1=0

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

T T T
QDQTLK Zml Z m;pg h(P) 2 DnKmo Zmz ln(pi)

=0 Jj=0 i=1
., 2
> My
—DnKZTnz- “n|2pX2 L o +M+—7
. 12 r 12 10
7,:0 Z mg
=0
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

2D¢% Somi || X mp; | A(P) > Pogmo Y, miln(p;)
=0 i

3=0
2
.
myg
i=0

'
1
—B%Zm? §ln 2D— -2
i=0

r

- L hGe) | 27
5 2 1210
i=0 '
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

2D Zm, ijpj h(P mOZm,ln pi)
i=0 =0 i=1
2
2. mi

T ST y
_Zmz lln 2DL_2 +M+§
4 2 12 10

<

i
o

I
SM
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

2D(Zmi) ijpj h(P mOZm,ln Di)
j=0

1=0 i=1

2
. (Zml) .

_Emz. lln 2DL_2 +M+§

4 2 2 12 10

m;

i
o
=

0

7

On pose m; =1 pour i >0, et mg = /.
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Probléme de Lehmer Intersection arithmétique

Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

2D (mg+1) | mo + ij iz(P) > myo Z In(p;)

j=0 =1
1 2 h(j 27
Cm2er)-[Lm 2D(moQ_“")_2 L hGE) 27
2 mg+r 12 10

On pose m; =1 pour i >0, et mg = /.
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Démonstration du résultat principal

Pour résumer,

2D (mg+1) | mo + ij iz(P) > myo Z In(p;)

j=0 =1
1 2 ' 2
_(mg_i_r,n). —In 2D(’,n02—+r)_2 +M+_’7
2 mg+r 12 10
On pose m; =1 pour i >0, et mg=+/r. On a:
T T TZ
> In(p;) ~rin(r), et Y pi~ 5 In(r) quand r — oo.

i=1 i=1
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Théoréme de Chebotarev explicite

e Introduction

© Probléme de Lehmer

© Théoreme de Chebotarev explicite

@ Conclusion
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Structure de la dé

Théoréme de Chebotarev explicite

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un
idéal maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et B|p. On

appelle automorphisme de Frobenius, noté (%f) I"élément de G

qui reléve OL/F = Ou/F , et (L/—K) = {(L/K) ‘B!p} i C

T xNK/Q(p) p
est une classe de conjugaison, soit m¢(z) la fonction de décompte
des idéaux premiers de norme inférieure a = tels que (L/TK) =C.

Théoreme de Chebotarev explicite inconditionnel (W. (2014))

Soit B I'éventuel zéro de (;, « prés de 1 ». Alors, pour tout
> exp (110000n, (In(9d5 ))?),

ICl; .
[l

el In(z)
|Gq( i(z?)+3,37 uﬂSxeXp( o -—EZ—J).
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Structure de la démonstration
Démonstrati
Retour au p

Théoréme de Chebotarev explicite

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un
idéal maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et B|p. On

appelle automorphisme de Frobenius, noté ( ‘33/p ) I"élément de G

O/ - Or/P (L/_K):{(L/K) ‘13!13}

r = Nke®) p
est une classe de conjugaison, soit m¢(z) la fonction de décompte

qui reléve

- . el . L/K
des idéaux premiers de norme inférieure a x tels que (/T) =C.

Théoreme de Chebotarev explicite avec HRG (W. (2014))

Supposons que HRG est vraie pour (y,. Alors, pour tout = > 2,

€I c
mo(z) - |G|L1( 7)| < |G|\/_[1 ,2In(dp) +0,6In(z)ng, + reste] .
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Structure de la démonstration
Démonstration effective
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On pose G = Gal(L/K). Soient p ses représentations irréductibles,
et ® les caractéres associés. Fixons g € C.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On pose G = Gal(L/K). Soient p ses représentations irréductibles,
et ® les caractéres associés. Fixons g € C.

L @)= T det (1-p([45]) N@)™) " x T (-,

p non ram.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On pose G = Gal(L/K). Soient p ses représentations irréductibles,
et ® les caractéres associés. Fixons g € C.

Lis,®) = T det(1-p([45]) N@)™) " x G

p non ram.

° on a Fo(s) =~ D {Gl@(0){ (5, @) = s [§* Yo (@)a™ %
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Structure de la démonstration
Démonstration effective
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On pose G = Gal(L/K). Soient p ses représentations irréductibles,
et ® les caractéres associés. Fixons g € C.

Lis,®) = T det(1-p([45]) N@)™) " x G

p non ram.
© on a Fo(s) = - D {G®(9) K (5,) = s [ Yo(2)o* %
@ on en déduit 1/)0(33) ~ —2—7”[60_1‘:" Fc(s):cs%s;
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Structure de la démonstration
Démonstration effective
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On pose G = Gal(L/K). Soient p ses représentations irréductibles,
et ® les caractéres associés. Fixons g € C.

Ls @)= T det (1-p([H]) N@)™) " x T (-,

p non ram.
@ ona Fp(s):= }g{‘b( )LI(S D) x5 [y~ @bC(ﬂf)m_Sdf ?

@ on en déduit
A , , .
Yo(@) = 557 i Fo(8)2* S =[50 TE (0 9)2°
X
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Structure de la démonstration
Démonstration effective
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On pose G = Gal(L/K). Soient p ses représentations irréductibles,
et ® les caractéres associés. Fixons g € C.

Ls @)= T det (1-p([H]) N@)™) " x T (-,

p non ram.
@ ona Fp(s):= }g{@( )L’(s D) ~ sfo @Dc(az)m_Sd; c
@ on en déduit A A

Yo(@) =~ [ Fo(8)a*S = [0 S E (o 0)a™
@ le théoréme des résidus implique

vola) = [ 2x(0) (-5 2 - 2} )+ oto):
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Structure de la démonstration

Lo - Démonstration effective
Théoréme de Chebotarev explicite ) »
Retour au probléme de Lehmer

On pose G = Gal(L/K). Soient p ses représentations irréductibles,
et ® les caractéres associés. Fixons g € C.

Ls @)= T det (1-p([H]) N@)™) " x T (-,

p non ram.
@ ona Fp(s):= }g{‘b( )LI(S D) x5 [y~ @bC(ﬂf)m_Sdf ;
@ on en déduit

Yo(z) = g [ Fo(s)z° = [502 2 T8z’

C—100

@ le théoréme des résidus implique

vola) = [ 2x(0) (-5 2 - 2} )+ oto):

@ le caractere principal contribue avec un x, et Yo (x) ~ U
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Structure de la démonstration
Démonstration effective
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On pose G = Gal(L/K). Soient p ses représentations irréductibles,
et ® les caractéres associés. Fixons g € C.

Ls @)= T det (1-p([H]) N@)™) " x T (-,

p non ram.

@ ona Fp(s):= }g{q)( )L’(S D) ~ Sf() @bC(ﬂf)l’_Sdz?

X
@ on en déduit
A A ,
Yo(a) = -5 [S0F Fo(s)a®dE = [T 5 Ly, s)ads
X

@ le théoréme des résidus implique

vola) = [ 2x(0) (-5 2 - 2} )+ oto):

@ le caractere principal contribue avec un x, et Yo (x) ~ %

IC] =

@ on en déduit o (z) ~ |G‘L1($) G| In(z) "
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
Retour au probléme de Lehmer

Etape 1 : Fr(s) = s [~ Yo(x)rLE
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite o > -~ )
Retour au probléme de Lehmer

Etape 1 : Fo(s) = s [;° ¢o(x)a—s%

T

my _ 1 LK™
Pour tout @, on pose ®x (p™) = < agmq)([ ‘B,p] O‘)'
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite Retour au probléme de Lehmer

Etape 1 : Fo(s) ~ Sfooo ’¢’C‘(1")"73_3%

my 1 LK™
Pour tout ®, on pose ®x (p™) = ¢ OCGZI:%CD ([ Tr ] a). Alors,

L' Rk my (N (p))
_f(s,<1>,L/K)_Zp:mZ::1<IDK(p )W.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite Retour au probléme de Lehmer

Etape 1 : Fo(s) ~ Sfooo ’¢’C‘(1")"73_3%

Pour tout @, on pose ®x (p™) = %OCGZIZBQ) ([%—f]m a). Alors,
— (s my In(N(p))
T L1102 8 oM o
Donc, sige C :
_1cl 5 = ln (N(p))
Fo(o) =~ S0 021110 = T 8 06" g

ou, pour p non ramifié dans L, on a f(p™) =1 si [L/TK]W =C,
O(p™) =0 sinon, et |0(p™)| < 1 si p se ramifie dans L.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite o > -~ )
Retour au probléme de Lehmer

Etape 2 : ¥o(z) ~ —-L [T Fo(s)z

271 J c—100

1 UOH'TF xsd 0(5™) 1(N - -
2 oyap TGS = 5 0™ (NG| < Ro(e. )
N(p)™<z

ott Ro(z,T) < 20nk In(z) + 17ng T z(In(z))?2.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite Retour au probléme de Lehmer

Etape 2 : to(x) = —o= [0 Fp(s)asd

271 J c—100

5t o PO - 2 0™ ()| < Ro(a D),

21t Jog—iT :
N(p)™<z

ott Ro(z,T) < 20nk In(z) + 17ng T z(In(z))?2.

Or | = 6™ I(N(p)) - v ()| < iy ™)
N(p™)<z
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

Etape 2 :

Yo(®) =~ fien

Soit g € C, et soit H le sous-groupe de GG engendré par g, E' le
corps fixé par H, et notons  les caracteres irréductibles de H.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
Retour au probléme de Lehmer

o+ C+1 L/

Soit g € C, et soit H le sous-groupe de GG engendré par g, E' le
corps fixé par H, et notons  les caracteres irréductibles de H.

On a
Fo(s) = - |G|Zx(g) (s X, L/E).
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

Y

Etape 3 : ¥c(2) = ICI ;{(g) 2 % - % +o(x)

oo+iT R

Probléme : approcher [ %Lf(s,x, L/E)ds par une intégrale
oo—1T

sur un contour.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
Retour au probléme de Lehmer

Etape 3 - yo(r) =[5 T

Re(s) =-U, ‘Re(s) =1

|
[\)

|
—
=
)
N
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
Retour au probléme de Lehmer

Etape 3 - yo(r) =[5 T

Re(s) =-U, ‘Re(s) =1

|
[\)

|
—
=
)
N
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

z C _ »  L'(x0
Etape 3 : Y¢(x) = ICI %:X( )| - ; v L(():«\,O))

—(S S b(X) -8 S a’(X)
Posons 7, (s) = ( ( +1)/2F(%1)) (m /2F(§)) . La
fonction &(s.v) = (s(s ~ 1)) 0O ()29, (5)L(s, ) est
entiére, et vérifie I'équation fonctionnelle

6(1 -5 X) = IV(X)&(% X)a
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

zl

Etepe 3 vela) =i 23 |- 2 ¥ - 7y

_ s b(x)  _ syye(x)
Posons 7, (s) = (7r (S“)/QF(%)) X (7T 5/21“(5)) X La
fonction £(s,x) = (s(s - 1))5X:1(X)A(X)s/2’yx(s)L(s,X) est
entiére, et vérifie I'équation fonctionnelle

5(1 =S, X) = W(X)f(s, X)7
donc en particulier :

(0 ==L (1530 - (A00) - 75(1-) = 2X(s).
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
Retour au probléme de Lehmer

Etape 3 - yo(r) =[5 T

Re(s) =-U, ‘Re(s) =1

A~

|
[\)

|
—
=
)
N
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
Retour au probléme de Lehmer

Etape 3 - yo(r) =[5 T

Re(s) =-U, ‘Re(s) =1

A~
A~

|
[\)

|
—
=
)
N[
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

z C _ »  L'(x0
Etape 3 : ¢o(x) = ICI %:\( )| - : - L((‘\XO)) +o(x)

On a
£(s,x) = eBrO+B()s I1 (1 - f) el
) P
et donc :
L L’ 1 1
— —(s,%) = -In(A
CRIRE A CRI R (R I

11 o
_25X:1(X) (g + 5—_1) - QTX(S)
X
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Théoréme de Chebotarev explicite

Structure de
Démonstration effective
Retour au probleme de

la démonstration

Lehmer

Etape 3 : ¢¥o(z) =

P

L'(x,0)

+o(x)

{(9) — Dy

p

Re(s) = -

A~
A~

|
[\)

|
—
=
)
N[
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite Retour au probléme de Lehmer

Etape 3 : Yo(x) = {(9) 3 % B Ii((\:\(())))
) ‘

Densité des zéros

Soit 1, (t) le nombre de zéros p = 5 +iy de L(-,x) avec 0 < 5 < 1
et |y -t/ < 1. Pour tout ¢, on a

n (£) + (=) < g[ln(A(X)) +25,1(x) (L N ;)

4+t2 1+¢2
[t| +3
+nE(ln( o +2 ]
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

Etape 3 : Yo(2) = (4 X(9) [ - S Z - 283 | + o)
X p i

Résidus de %(s,x)%s :
@ en chaque zéro p de L(s, x), de résidu %;
@ en chaque pdle de v,, i.e. de I, i.e. en les entiers négatifs
—-m, de résidu a(X)% ou b(X)%;
@ un résidu éventuellement en 0, plus compliqué, mais en o(z);
@ ens=1si L(s,x)=C(r(s), de résidu —z.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
Retour au probléme de Lehmer

= C = rP L’ X
Etape 3 : ¢o(x) = ICI X@|-Z%5 - ﬁ +o(x)
X p '

Résidus de Lf(s,x)%s
@ en chaque zéro p de L(s, ), de résidu %;
@ en chaque pdle de v,, i.e. de I, i.e. en les entiers négatifs
—-m, de résidu a(X)% ou b(X)%,
@ un résidu éventuellement en 0, plus compliqué, mais en o(x);
@ en s=1si L(s,x)=C(r(s), de résidu —z

Done vo() = fgla + i TE 5
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite Retour au probléme de Lehmer

Etape 4 : ¢c(x) ~ I%'T

Formule explicite pour ¢

Siz>2etT >2, alors

el z(In(x))?
Yelz) - |G| (24,20, =

N

zln(z)
T-1
+nr (In(T +5) +2) ] + etc.),

+7,1 [1 (dr) +0,9
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite Retour au probléme de Lehmer

Etape 4 : ¢c(x) ~ I%'T

Formule explicite pour ¢

Siz>2etT >2, alors

el z(In(z))?
|G| (24 )] e i

N T

o7, 1$1n(3:)
=

Yo(z) -

[m(d )+0,9

+nr (In(T +5) +2) ] + etc.),

ot S(2,T) < 5/ ((2+ ™52 (In(A(x)) + np) + etc.) si HRG.
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite Retour au probléme de Lehmer

Etape 4 : ¢c(x) ~ W

Formule explicite pour ¥¢

Siz>2etT >2, alors

il 103y 5 0@
"Z’ Tl <2t 2m=—
+7, 1xj{n(x)[1 (dz) +0,9

+nr (In(T +5) +2) ] + etc.),

ou S(z,T) < §\/_(( #) (In(A(x)) +ng) +etc.). On pose
111(2)\/_1n(a:)

alors T’

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

Z Cl+ ¢ Cl =
Etape 5: 7TC'(I) N HLI(‘T) i th(;,)

Posons ¢ (z) = > In(Ng/g(p)).

p non ramifié

Ng/o(p)sz
e
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

Z Cl+ ¢ Cl =
Etape 5 : mo(x) ~ HLI(”[‘) ~ Hm

Posons ¢ (z) = > In(Ng/g(p)).

p non ramifié
Ng/o(p)sz

[

Alors, Yo (x) —0c(x) < %nK\/Eln(x).
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

Z Cl+ ¢ Cl =
Etape 5 : mo(x) ~ HLI(”[‘) ~ Hm

Posons ¢ (z) = > In(Ng/g(p)).

p non ramifié
Ng/o(p)sz

[

Alors, 1pc(z) - Oc(x) < 2ng/zIn(z). Donc Yo (z) = ().
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Structure de la démonstration
Démonstration effective

Théoréme de Chebotarev explicite
P Retour au probléme de Lehmer

Z Cl+ ¢ Cl =
Etape 5 : mo(x) ~ HLI(”[‘) ~ Hm

Posons ¢ (z) = > In(Ng/g(p)).

p non ramifié
Ng/o(p)sz

[

Alors, 1hc(z) - Oc(x) < 2ng/zIn(z). Donc Yc(x) = f¢c(z). On
conclut avec

_Oc(x) z Oc(t)
o) =10 +f2 HIn(0))2
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Structure de la démonstration
Démonst f
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On a donc :
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Struc
Démonst
Retour a

Théoréme de Chebotarev explicite

On a donc :
£ inp) 207 (3 (DT + 12 2) + h(ie) + 3)
2(\/F+§lez‘)(ﬁ+1)

Si s> 220(59,07 + 1,441n(|dk|) + 76,88nx)?, alors :

8+ 5 s et
QnK 3 In(s)|In(s)’

[\

<

i

AN

w‘
»

|M~s

1 s cre 3 ( 13) s
o2ng In(s) 2k In(s) ) In(s)’
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Théoréme de Chebotarev explicite

On a donc :

>}_Z%€_2\/mi(m@)(1+5&8@)(%hﬂ4p3)+i%hUE)+2)
b 2(V/aex w5+ we)) (Vg +1)

Si s >220(59,07 + 1,44 1In(|dg|) + 76,88nx)?, alors :

1 u 3 8 3 ] &
S 1 ) < 9 N -t ?
ZnKS = n(pi) 2nKS sz 2nk [3 ln(s)] In(s)

1 s 3 1,3 5
<r< 1+ .
2nk In(s) 2nk ( ln(s)) In(s)
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Structure
Démonstration
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On a donc :

1 - 2\/% e (1 + 513{’;0)) (L n(4Ds) + Lh(jp) +2)
Do a(ar i 5 e ) (Ve +1)

Si s >229(59,07 + 1,441n(|dg]|) + 76, 88nx)*
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Structure
Démonstration
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On a donc :
s 3 s 1,3 1 1 .
1 2k 2\/% n(s) (1 + 51n(10)) (5In(4Ds) + 15h(jE) +2)
h(P) > —=
D 20n ¢ 53/2

In{4De 6
Si s>220(59,07 + 1,441n(|dk|) + 76, 88nx )*

hG) \\T
|:111(111(4De'1+ 6E ))]

Bruno Winckler Intersection arithmétique et probléme de Lehmer elliptique



Structure de la démonstration

Lo - Démonstrat
Théoréme de Chebotarev explicite cmonstra

ive
Retour au probléme de Lehmer

On a donc :
1 (In(s))*?

h(P) D 20nxs3/?

Vv

[ln(4D o (JE))T
Si s >220(59,07 + 1,441n(|dk|) + 76, 88nx )* - -
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Structure de la démonstration
Démonst f
Retour au probléme de Lehmer

Théoréme de Chebotarev explicite

On a donc :
1 (In(s))*?

h(P) D 20nxs3/?

Vv

h(ig)
[m(ws“ e )]
K)4 1
h(iE)
[111(111(4D( =5 }E ))]

Si s =2%0(59,07 + 1,44 In(
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dwnumtr ation

Théoréme de Chebotarev explicite

Retour au probleme de Lehmer

On a donc :
1 (In(s))*?

h(P) D 20nj s3/2

Vv

CQFD.

[ln(4D A (JE))T
Si s =220(59,07 + 1,441n(|dk|) + 76, 88nx )* - -
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Conclusion

e Introduction

© Probléme de Lehmer

© Théoreme de Chebotarev explicite

@ Conclusion
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Conclusion

e améliorer les résultats analytiques obtenus (idéal premier de
petite norme, etc.);
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Conclusion

e améliorer les résultats analytiques obtenus (idéal premier de
petite norme, etc.);

@ les étendre a une classe de fonctions L plus grande;
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Conclusion

e améliorer les résultats analytiques obtenus (idéal premier de
petite norme, etc.);

@ les étendre a une classe de fonctions L plus grande;
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Conclusion

Perspectives

e améliorer les résultats analytiques obtenus (idéal premier de
petite norme, etc.);

@ les étendre a une classe de fonctions L plus grande;

@ réemployer I'approche arakelovienne pour d'autres études de
points algébriques sur une courbe elliptique ;

@ songer a la dimension supérieure.
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