Intégrales de Borwein et Borwein

Prérequis
— lien entre exponentielle et fonctions trigonométriques;
— développement limité de ’exponentielle ;

— intégration de base ;

400 gj
— / sin(z) de =1 (peut étre admis).
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L’objectif de cette note est cette petite curiosité mathématique : on sait montrer, de plusieurs manieres
différentes, que :
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En fait, cette formule se généralise en un certain sens, puisqu’on a :
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et ainsi de suite... Oups, non. En effet, c’est rapé si on va jusqu’a 15 :
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Méme si la différence avec 7 est infime (de I'ordre de 10711 ), elle est non nulle. En suivant les pas de

Borwein et Borwein (dans Some Remarkable Properties of Sinc and Related Integrals), je vais démontrer la
validité de Iégalité a § jusqu’a 13.

On commence par un petit lemme élémentaire :

Lemme 1. Soit n > 1. Pour tout v = (y1,...,7) € {—1,1}", on note :

n
b7:1+z_:2k7i1’ et : 67:1:[’)%.

k=1
Alors :
0 pour tout 1 <r<n—1,
vr e N\ {0}, 76{21}71 eyl = { 2"n) k]i[l Tlﬂ sinon. (1)
et : "
1;[ (Qk n 1) 2% 76{21:71}71 €+ COS (byac - g(n + 1)> .

Bien que ce lemme soit assez creux mathématiquement (ce n’est qu’une fagon savante de développer un
produit), il n’est pas tres joli, & cause des expressions peu parlantes de by et e, (qui prennent leur sens a
fortiori). Néanmoins, on reconnait la un début de linéarisation de la fonction & intégrer.

Démonstration. Soit t € C. On peut observer que :

exp(t)]f[ (exp (2]{;:_1) — exp <—2kt+ 1)) = Z ey exp (byt).
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On le remarque en développant ce produit simplement (en se rappelant la formule exp(a) exp(b) = exp(a+b)
pour tous a et b complexes), chaque terme qui en sort correspondant a un vecteur v € {—1,1}" : sa k°
coordonnée est 1 si le k° élément d’un produit obtenu dans le développement est exp (ﬁ), et —1 sinon.

Déduisons-en l'identité . Si 7 > 1 est un entier, le coefficient de ¢" dans le membre de droite est,
connaissant le développement en série entiere de I’exponentielle :
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tandis qu’a gauche, ce coefficient vaut zéro tant que r < n — 1; ceci découle du fait que :

(r57) o (~a77) = 3 s+
——— | —exp | — = ete.
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donc la plus petite puissance de ¢ du membre de gauche est au moins t”. En revanche, si r égale n, alors
n

le coefficient de t" dans le membre de gauche est 2" H
oy 2k +1

formule vaut également pour r nul, pourvu qu’on pose bg = 1 méme si b, = 0.

On reconnait vite une analogie entre les deux formules du lemme, une fois écrit le sinus sous la forme :
exp(ix) — exp(—ix)

, d’ott la premiere égalité du lemme. Cette

sin(z) = 57 . Alors, pour tout x € R :
i
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H sin ( ) = 57 (exp(iz) — exp(—ix) H (exp < > exp (— >> .
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et, comme tout a I’heure, ceci égale :

1 . " . 1 us

Qi Z e - (exp (ibyx) — (=1)" exp (—ibyx)) = on Z € - cos | byx — §(n +1)),
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en vertu des formules (—1)"*! = exp(im(n+1)) et i" ™' = exp (i%(n + 1)), qui permettent de faire apparaitre
une sympathique somme d’exponentielles qui donne le cosinus.
On peut ainsi prouver le résultat désiré (apres réarrangement mineur), qui reste valable si on remplace
n

les par des réels a; quelconques, et 'hypothese d’inégalité par ag > Z lak|. O

2k + 1 Pt

Proposition 2. On a l’égalité :
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Démonstration. Posons : Vo € Ry, Cy(z) = Z € - COS (bya: - g(n + 1)) D’apres le lemme, on a :
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Comme C), est évidemment une fonction continue, bornée sur R, (c’est une somme finie de cosinus), avec
un zéro d’ordre n+ 1 en x = 0 (grace au lemme, puisque cette fonction égale un produit de n + 1 sinus), on



peut intégrer par parties le membre de droite de 1’égalité ci-dessus n fois sans se soucier de la convergence
des crochets et des intégrales en 0 et 400, et obtenir :
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Jutilise ici le fait que la dérivée n® de x — cos(z) soit x — cos (x + %), ce qu’on vérifie sans peine a l'aide
des formules de trigonométrie basiques; l'intégration par parties nous fait intégrer le facteur polynomial

z+— 2 "1 et ce n fois. Ensuite :
1 [too . dr w7 1 too de = 1 .
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ou la derniére égalité provient du calcul de / sin(x)—, intégrale qui vaut 5 et dont le calcul se retrouve
0 x

dans plusieurs ouvrages d’analyse de référence.

L’hypothese sur la somme des permet d’assurer que b, est positif ou nul pour tout vecteur v, et

n
1
alors : signe (b,) = 1. Le lemme permet de calculer la somme 76{_211}” g4y, et fournit le gkl_ll SR
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Ainsi, comme % + % 4+ 4 % < 1, I'égalité subsiste jusqu’a cette étape. Il est naturel de se demander ce
qu’il se passe si la somme excede 1, et c’est 'objet de la proposition suivante. La encore, on peut remplacer
les ﬁ par des ay réels positifs, pourvu qu’on rajoute la condition 2a; > a, > 0 pour tout k entre O et
n — 1, et cette fois la somme doit excéder ayg :

Proposition 3. Soit n le premier entier tel que la somme des ﬁ, pour k allant de 1 a n, dépasse 1.
Alors :

: 1 1 "
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Démonstration. Soit yo = (—1,—1,...,—1) € {—=1,1}". Alors, by, = 1 — é ————— ﬁ < 0, tandis que

by = 0 pour tout autre v € {—1,1}". De plus, ¢, = (—1)". La proposition précédente s’écrit donc :
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grace a la proposition précédente. Le résultat annoncé est prouvé. O




