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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un
idéal maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et B|p. On

appelle automorphisme de Frobenius, noté ( LjK ) I"élément de G

T
Or/B - OL/PB

qui reléve S )
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

Soit L/K une extension galoisienne de corps de nombres, p un
idéal maximal de Ok qui ne se ramifie pas dans L, et B|p. On

appelle automorphisme de Frobenius, noté ( LjK ) I"élément de G

T
Or/B - OL/PB

r = Nk -

On note (L{JK) {(%—f) ;‘B|p} et si C est une classe de

COﬂ_]UgaISOI’], on pose

qui releve

mo(x) = {p € Spec(Ok ) N {0}; Ng/g(p) < et (L/TK) = C’}.
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Théoreme (Théoréme de Chebotarev explicite, W.)

Notons Li(z) = [, -4 ln(t) Pour z > exp (109981n7 (In(9d% ))?),

el s nel 1 [ln(z)’
L —1L +3,37-10 —_—
G M) < gt G P\ "2V T,

avec 3 I'éventuel zéro positif de (1, « proche » de 1.

() -
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Fil de la démonstration

Théoreme (Théoréme de Chebotarev explicite, W.)

Notons Li(z) = [, -4 ln(t) Pour z > exp (109981n7 (In(9d% ))?),

() - Kﬂ

el s 13]C]
—Li(«"”)+3,37-10 rexp|-—
N [€

—_
[\]
S

~

avec 3 I'éventuel zéro positif de (1, « proche » de 1.

Théoreme (Théoreme de Chebotarev explicite avec GRH, W.)

Supposons que GRH est vraie pour (y,. Alors, pour tout x > 2,

[Cl; .
Gl

i

|G|\/_[1 ,2In(dr) +0,6In(x)ny, + reste].

mo(z) -
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Applications

Soit P € Og[X] un polyndme irréductible sur K, de sorte que
L=K[X]/(P). La décomposition en cycles a support disjoints de
(L/TK) € G — Bij({racines de P}) dépend de la factorisation de P
mod p pour presque tout p, et réciproquement.
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Applications

Soit P € Og[X] un polyndme irréductible sur K, de sorte que
L=K[X]/(P). La décomposition en cycles a support disjoints de
(L/TK) € G — Bij({racines de P}) dépend de la factorisation de P
mod p pour presque tout p, et réciproquement.

@ Si G est connu, le théoréme de Chebotarev informe de la
fréquence des différentes factorisations de P quand p varie.
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Applications

Soit P € Og[X] un polyndme irréductible sur K, de sorte que
L=K[X]/(P). La décomposition en cycles a support disjoints de
(L/TK) € G — Bij({racines de P}) dépend de la factorisation de P
mod p pour presque tout p, et réciproquement.

@ Si G est connu, le théoréme de Chebotarev informe de la
fréquence des différentes factorisations de P quand p varie.

@ Sinon, factoriser P modulo les différents p, et calculer la
fréquence d'apparition des degrés de ses facteurs, permet de
retrouver la structure compléte des cycles de G.
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

On va s'inspirer des preuves du théoréme des nombres premiers et
du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet.

Exemple du théoréme des nombres premiers

Soient ((s) = ¥, L =TI (1- #)_1 et P(z) = ¥ In(p). Alors,
p prsz

n=1
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

On va s'inspirer des preuves du théoréme des nombres premiers et
du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet.

Exemple du théoréme des nombres premiers

Soient ((s) = ¥, L =TI (1- #)_1 et h(z) = X In(p). Alors,
Pz

n=1 D

@ on a —C—’(s) = of: Aé?) = sfomip(x)x‘si—x;
n=1
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

On va s'inspirer des preuves du théoréme des nombres premiers et
du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet.

Exemple du théoréme des nombres premiers

Soient ((s) = =TI (1 - #)_1 et ()= Y In(p). Alors,
n= prsx

1 D

@ ona —%(s) = =5 [ P(z)z9L;
n= 1

@ on en déduit 1 (z) = -5 fcctizo C( s)a®ds
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

On va s'inspirer des preuves du théoréme des nombres premiers et
du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet.

Exemple du théoréme des nombres premiers

Soient ((s) = =TI (1 - #)_1 et ()= Y In(p). Alors,
n= prsx

1 D

' °° —sda .
@ ona —%(s) = —sfo Y(x)z™°

n=1
@ on en déduit ¥ (r) = —5— fcc_zzo CC,( );L-Sds :
o le théoréme des résidus implique ¥ (z) =2 -} ‘”—pp - CCI(((?)) ;
p
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

On va s'inspirer des preuves du théoréme des nombres premiers et
du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet.

Exemple du théoréme des nombres premiers

Soient ((s) = =TI (1 - #)_1 et ()= Y In(p). Alors,
n= 1 D pr<x

=5 fy" ()

fcfioo C'( )xsds .

c—100 (

@ ona ——(s)

@ on en déduit 1/1(:1;) =

T om

o le théoréme des résidus implique ¥ (z) =2 -} ‘”—pp - CQI((((J)
P

@ on montre que ((s) # 0 pour Re(s) =1, donc % % =o(x), et
)

() ~a;
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

On va s'inspirer des preuves du théoréme des nombres premiers et
du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet.

Exemple du théoréme des nombres premiers

Soient ((s) = =TI (1 - #)_1 et ()= Y In(p). Alors,
n= 1 D pr<x

OO

L= sfo 1[)(55)55_8% ;

fcfioo C'( )msds .

c—100 (

@ ona ——(s)
n= 1

@ on en déduit ¢(x) =

T om

o le théoréme des résidus implique ¥ (z) =2 -} x—pp - Cg,(()))) ;
P

@ on montre que ((s) # 0 pour Re(s) =1, donc % % =o(x), et
)

() ~a;

@ on en déduit m(x) ~ Li(x) ~

o (x) par une transformée d’'Abel.
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

Si G est un groupe fini, on i, on pose G = Hom(G,C*). On a
Gal(Q(e27/)/Q) = (Z]qZ)* = (Z/qZ)".

Exemple du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet

o0 -1 _
Soit L(s,x) = & Xq(l?) =11 (1 - %) , X € (Z]qZ)*. Alors,
n=1 D
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Si G est un groupe fini, on i, on pose G = Hom(G,C*). On a
Gal(Q(e27/)/Q) = (Z]qZ)* = (Z/qZ)".

Exemple du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet
00 -1 —

Soit L(s,x) = ¥ Xn?) =11 (1 - %) , X € (Z]qZ)*. Alors,
n=1 D

° ona Fy(s) = ~515 Zx(afl)%(s,x) =5 fo" ba(x)z "% ;

x !
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

Si G est un groupe fini, on i, on pose G = Hom(G,C*). On a
Gal(Q(e27/)/Q) = (Z]qZ)* = (Z/qZ)".

Exemple du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet
) -1 _

Soit L(s,x) = ¥ XSJ) =11 (1 - %) , X € (Z]qZ)*. Alors,
n=1 D

° ona Fy(s) = ~515 Zx(afl)%(s,x) =5 fo" ba(x)z "% ;

x !

e on en déduit Y, (z) = —5= [ F, (s)a"9;

271 Jc—io00
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

Si G est un groupe fini, on i, on pose G = Hom(G,C*). On a
Gal(Q(e27/)/Q) = (Z]qZ)* = (Z/qZ)".

Exemple du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet

o0 -1 _
Soit L(s,x) = & Xq(l?) =11 (1 - %) , X € (Z]qZ)*. Alors,
n=1 D

° ona Fy(s) = ~515 Z X(@ ¥ (s,x) = 5[5 vala)2~* %2,

T

@ on en déduit ¢, (z) = ——fﬁ.mF (s)a"9;

271 Jc—ioo
@ le théoréme des résidus implique

wola) = gy Ex@™) (-2 2 - HoR )« oto):

L(0,x)
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

Si G est un groupe fini, on i, on pose G = Hom(G,C*). On a
Gal(Q(e27/)/Q) = (Z]qZ)* = (Z/qZ)".

Exemple du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet
) -1 _

Soit L(s,x) = ¥ XSJ) =11 (1 - %) , X € (Z]qZ)*. Alors,
n=1 D

° ona Fy(s) = ~515 Zx(afl)%(s,x) =5 fo" ba(x)z "% ;

x !

e on en déduit Y, (z) = —5= [ F, (s)a"9;

271 Jc—ioo
@ le théoréme des résidus implique

wola) = gy Ex@™) (-2 2 - HoR )« oto):

L(0,x)

@ le caractere principal contribue avec un z, et ¥, (z) ~ ﬁ;
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Introduction Enoncé du théoréme de Chebotarev

Fil de la démonstration

Si G est un groupe fini, on i, on pose G = Hom(G,C*). On a
Gal(Q(e27/)/Q) = (Z]qZ)* = (Z/qZ)".

Exemple du théoréme de la progression arithmétique de Dirichlet

o0 -1 _
Soit L(s,x) = & Xq(l?) =11 (1 - %) , X € (Z]qZ)*. Alors,
n=1 D

° ona Fy(s) = ~515 Z X(@ ¥ (s,x) = 5[5 vala)2~* %2,

T

@ on en déduit ¢, (z) = ——fﬁ.mF (s)a"9;

271 Jc—io00

@ le théoréme des résidus implique
)= oy Tx(a) (-2 -9 o),

@ le caractere principal contribue avec un z, et ¥, (z) ~ ﬁ;

@ on en déduit m,(z) ~ Li() , _1__=z
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Introduction Enoncé du théoréeme de Chebotarev
Fil de la démonstration

Généralisation de la stratégie a G = Gal(L/K)

Pour tout caractere irréductible ® de GG, on pose

Qi (p™) = %EI@ ((Ijﬁ{—[;)m a), avec Plp.
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Introduction Enoncé du théoréeme de Chebotarev
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Généralisation de la stratégie a G = Gal(L/K)

Pour tout caractere irréductible ® de GG, on pose
D) =L £ @ ((H5)" a), avec Plp. Si L(s, @, L/K) est la
€ ael Hop

fonction L d'Artin associée a @, alors on a

——(s O, L/IK)=Y" 2 P (p™) In(Ng(p)) (Nxjop)) ™.

p m=1
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Introduction Enoncé du théoréeme de Chebotarev
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Généralisation de la stratégie a G = Gal(L/K)

Pour tout caractere irréductible ® de GG, on pose
D (p™) =1 ¥ & ((Hx)" @), avec Plp. Si L(s, ®, L/K) est Ia
ael ’
fonction L d'Artin associée a ®, alors on a
LI (o3}
7 (@ LK) =30 ) @k (p™) In(Niyq(p)) (N jg(p)) ™"
p m=1

Pour démontrer le théoreme de Chebotarev en suivant |'esprit des
preuves précédentes, on pose
€l

Fo(s) =~ Z|G\

q)(J)*(é ®, L/K),
ou g € C, et en avant Guingamp.
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Facteurs v et répartition des zéros
Conclusion

Démonstration

© Démonstration
@ Transformée de Mellin tronquée
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Transformée de Mellin tronquée
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Démonstration 7
Conclusion
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Démonstration

Fos)= 33 In(Niso(p)) (Niejo(p) ™.

non ram. m=1

p
[}
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Transformée de Mellin tronquée

Facteurs v et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

Fos)= 33 In(Niso(p)) (Niejo(p) ™.

non ram. m=1

p
[}

Lemme (Transformée de Mellin tronquée)

Siy>0,0>0etT >0, alors

1 a+iTy5 o . 1 1 .
‘%/a—z’T ;ds—l‘ < ¢ min(1, 7 | 1In(y)|™") siy>1,

1 o'+iTy5 o . 0 i )
2—7”.[0_” ?dS < ¥ min(1, 7 |In(y)|™") si 0<y < 1.
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Transformée de Mellin tronquée
Facteurs v et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

On a alors
1 oo+iT x5
bo@)= % W(Ng®) =5 [ Fo(s) = dstreste,
NK/Q(P)MSJ? ™ Joo— S
p non ramifié
L/K]™_
[5F]"=c

avec I est une combinaison linéaire de fonctions L d'Artin, et

2 1 In(d 73 145
reste < n(2) n(x)l(;|1( L) t K In(x) + ?nKT_lx(ln(x))%
Bref, on a ’
Yo(z) ~ / somme de fonctions Lf d’Artin) %ds.

segment vertical
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Facteurs ~y et répartition des zéros
Conclusion

Démonstration

© Démonstration

o Facteurs ~y et répartition des zéros
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Transformée de n tronquée

Facteurs ~y et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

_ 1 oo+iT s N
Poson.s Ic(x,T) = %fao_iT_Fo(s)?ds,. ol F¢ est une .
combinaison linéaire de fonctions L. d’Artin. Probleme : on ne sait

pas dire grand chose sur ces fonctions L.
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Transformée de Mellin tronquée
Facteurs ~y et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

Posons I¢(z,T) = ﬁf;ﬁtg Fo(s)Z-ds, ol Fe est une
combinaison linéaire de fonctions L d'Artin. Probléme : on ne sait
pas dire grand chose sur ces fonctions L.

Soit g € C, et soit H le sous-groupe de GG engendré par g, E le
corps fixé par H, et notons avec la lettre y les caractéres

irréductibles de H (qui sont de dimension 1).
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Transformée de Mellin tronquée
Facteurs ~y et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

Posons Ic(z,T) = 5 fa?_tZTT Fo(s)"”—:ds, ou F¢ est une
combinaison linéaire de fonctions L d'Artin. Probléme : on ne sait
pas dire grand chose sur ces fonctions L.

Soit g € C, et soit H le sous-groupe de GG engendré par g, E le
corps fixé par H, et notons avec la lettre y les caractéres

irréductibles de H (qui sont de dimension 1).

C T x5 1.
Onalc(z,T)= _? X(9)5ms [ 2 (s,x, L/E)ds
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Transformée de Mellin tronquée
Facteurs ~y et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

Posons Ic(z,T) = 5 fa?_tZTT Fo(s)"”—:ds, ou F¢ est une
combinaison linéaire de fonctions L d'Artin. Probléme : on ne sait
pas dire grand chose sur ces fonctions L.

Soit g € C, et soit H le sous-groupe de GG engendré par g, E le
corps fixé par H, et notons avec la lettre y les caractéres

irréductibles de H (qui sont de dimension 1).

C T x5 1.
Onalc(z,T)= _? X(9)5ms [ 2 (s,x, L/E)ds

On a ramené I'étude de fonctions L d'Artin a celle de fonctions L
abéliennes.
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Transformée de e tronquée
Facteurs ~y et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

Propriétés classiques des fonctions L abéliennes

Soit F'(x) le conducteur de ¥, et soit A(x) = deNg/g(F(x))- On

définit 6,1 (x) = {

sorte que si

b(x) a(x)
_ (o~ (s+D/2p (“1)) ( ~s/2p (E))
() (7r 2 i 2

£(s,%) = (s(s = 1)) 0 A(x) "2, (s)L(s,X)
alors £ est une fonction entiere, et on a I'équation fonctionnelle
E(1-3,x) = W(x)E(s, x)-

1six=1

0 sinon - Ecrivons ng = a(x) + b(x), de

et
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Démonstration 7
Conclusion

Propriétés classiques des fonctions L abéliennes

Soit F'(x) le conducteur de ¥, et soit A(x) = deNg/g(F(x))- On

définit 6,1 (x) = {

sorte que si

b(x) a(x)
_ (o~ (s+D/2p (“1)) ( ~s/2p (E))
() (7r 2 i 2

£(s,%) = (s(s = 1)) 0 A(x) "2, (s)L(s,X)
alors £ est une fonction entiere, et on a I'équation fonctionnelle

E(1=s,x) =W(x)&(s, x).On peut écrire

£(s,x) = eB100+BOOs (1 _ §) eslP.
p P

1six=1

0 sinon - Ecrivons ng = a(x) + b(x), de

et
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Démonstration 7
Conclusion

Approximation par une intégrale sur un contour

Re(s) = U | Y Re(s) =1
[ ve()
I i e z
-2 -1 0 1 1
2 I
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Conclusion

Approximation par une intégrale sur un contour

Re(s) = ~U Y Re(s) =1
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Transformée de Mellin tronquée
Facteurs ~y et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

Approximation par une intégrale sur un contour

Re(s) = ~U | Y Re(s) = 1
| ve@)
p ‘
I i e z
-2 -1 0 1 1
2 ‘
équation !
fonction| |
/ nelle i



Démonstration

Transformée de Mellin tronquée
Facteurs ~y et répartition des zéros
Conclusion

Approximation par une intégrale sur un contour

‘Re(s) =1

S
S

44

équation

fonction{
/ nelle

1
2

(N

Y
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Transformée de Mellin tronquée
Facteurs ~y et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

Densité des zéros des fonctions L. abéliennes

Lemme

L’ L', _ 1 1
LE0rTEn = D) e
- 25x:1(X)(§+$)—27/>;(3)-
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Transformée de Mellin tronquée
Facteurs ~y et répartition des zéros

Démonstration 7
Conclusion

Densité des zéros des fonctions L. abéliennes

Lemme

L’ L', _ 1
LE0rTEn = D) e
2, 1(X)( +$)—2::i(s).

Lemme (Densité des zéros)

Soit n,(t) le nombre de zéros p = 3 +ivy de L(-,x) avec0< <1
et |y —t| < 1. Pour tout t, on a

5 |+
T (T) + 15 (- 2) € [ln(A(X)) +ng ( (| ‘27r ) + 2) + ﬁoritures] .
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Conclusion

Lemme (Densité des zéros)

Soit n,(t) le nombre de zéros p = 3 +ivy de L(-,x) avec0< <1
et |y —t| < 1. Pour tout t, on a

5 t|+3
| ‘2 + 2| + fioritures

Ty (2) + 15 (1) < > In(A(x)) +ng|In

Ce lemme permet de contrdler les sommes sur les zéros.
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Lemme (Densité des zéros)

Soit n,(t) le nombre de zéros p = 3 +ivy de L(-,x) avec0< <1
et |y —t| < 1. Pour tout t, on a

Toy () + 105 (=) < g [ln(A(X)) +ng (ln ( |t‘2—;3) + 2) + ﬁoritures:| .

Ce lemme permet de contréler les sommes sur les zéros.

Exemple

Z( 1 +1)
pp1V\2=p P

o0

N

2
oo |1 1A
t impair t<y<t+2

2 ny (25 +2) +ny (—(25 +2))
DD e CYFULE

+2n,.(0)
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Théoreme des résidus

;. LI 8 .
Résidus de (s, x)% :
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Conclusion

Théoreme des résidus

= L’ s
Résidus de (s, x)% :
xP

@ en chaque zéro p de L(s, x), de résidu R
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Conclusion

Théoreme des résidus

Résidus de %(s,x)%s ;
@ en chaque zéro p de L(s, x), de résidu %;
@ en chaque péle de v,, i.e. de I, i.e. en les entiers négatifs
-m, de résidu a(X)% ou b(x)%;
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Démonstration 7
Conclusion

Théoreme des résidus

Résidus de %(s,x)%s ;
@ en chaque zéro p de L(s, x), de résidu %;
@ en chaque péle de v,, i.e. de I, i.e. en les entiers négatifs
-m, de résidu a(X)% ou b(x)%;

@ un résidu éventuellement en 0, plus compliqué, mais en o(x);
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Démonstration 7
Conclusion

Théoreme des résidus

Résidus de %(s,x)%s ;
@ en chaque zéro p de L(s, x), de résidu %;
@ en chaque péle de v,, i.e. de I, i.e. en les entiers négatifs
—-m, de résidu a(X)% ou b(x)%;
@ un résidu éventuellement en 0, plus compliqué, mais en o(x);

@ en s=1si L(s,x)=C(r(s), de résidu —z.
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Conclusion

Théoreme des résidus

Résidus de ¥ (s, y)Z
@ en chaque zéro p de L(s, x), de résidu %;
@ en chaque péle de v,, i.e. de I, i.e. en les entiers négatifs
—-m, de résidu a(X)% ou b(x)%;
@ un résidu éventuellement en 0, plus compliqué, mais en o(x);
@ en s=1si L(s,x) =C(r(s), de résidu —z

Donc o (w) = [glz + Ig] RS
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Conclusion

Théoreme (Formule explicite pour 9¢)

Siz>2etT >2, alors

z(In(z))?
T

C] 1€l
vo(z) - =z +S(x, T)‘ |G|

24,2n;,
G| (
+ o7, 1$1n($)[ln(dL)+O,9

+ ng (In(T +5) +2)]

+ dela littémtur@),

ol

P 1

S(x,T — = —
(5.7) = 'G'Z()H;T” >
l< pl<
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Conclusion

Le probléme est dorénavant d'estimer

S@T=[GZX| T 5- % ]
h<T lol<3
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onclusion

Le probléme est dorénavant d'estimer

1
p

S@T) =[G ZX0| = 5= %

I<T lpl<3

Lemme (Régions sans zéro pour ()

La fonction (1, n'a pas de zéros p = 3 + i~y dans la région délimitée

par les conditions
1

2 -
M> @)
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onclusion

Le probléme est dorénavant d'estimer

S T)=1gZx9)| ¥ ¥~ %
! AT ol

|
N
I

Lemme (Régions sans zéro pour ()

La fonction (1, n'a pas de zéros p = 3 + i~y dans la région délimitée

par les conditions
1

1+ 4ln(dL)

et

(2]

2719ln(d )+nL(4691n( . )+%)+%‘

Il >

B21-
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onclusion

Lemme (Zéro « proche » de 1 pour ()

Sing > 1, alors (;, a au plus un zéro p = 8 + iy dans la région
délimitée par les conditions

1

tp21-——.
P 41n(dy)

1
f=———2¢€
< Tan
Ce zéro, s'il existe, est réel et simple, et correspond a un unique
caractére (réel) xo qui annule L(-, xo). Par ailleurs, si ny, =1, alors
(1 n'admet pas de zéro tel que || < 14.
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Estimations finales

Pour rappel, on a
C] x(ln(w))z

€]
be (az)—|G|x+S( T)‘ |G|(242 T

v, 1mTln($)[1 (d) +0,9

+ np(In(T+5)+2) + etc].
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Estimations finales

Pour rappel, on a
C] x(ln(w))z

€]
be (az)—|G|x+S(a: T)‘ |G|(242 T

v, 1mTln(x)[1 (d) +0,9
+ nL(ln(T+5)+2)+etC].

Théoreme

Si (1, vérifie GRH, alors Vx > 2,

1€l €]

Yo(x) - |G| ‘ < |G|\/_ln(x)[1 2In(dg) +0,61In(x)ng

+ etc].

Bruno Winckler Théoreme de Chebotarev effectif




Transfo ellin tronquée
A . Facteurs rtition des zéros
Démonstration A
Conclusion

Estimations finales

Pour rappel, on a
C] x(ln(w))z

€]
be (az)—|G|x+S( T)‘ |G|(242 T

v, 1mTln($)[1 (d) +0,9

+ np(In(T+5)+2) + etc].
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Estimations finales

Pour rappel, on a
C] x(ln(w))z

€]
be (az)—|G|x+S(a: T)‘ |G|(242 T

v, 1mTln(x)[1 (d) +0,9
+ nL(ln(T+5)+2)+etC].

Théoreme

Si By est I'éventuel zéro « proche » de 1 de (y,, alors pour tout
z > exp (54990, 251 (In(9d% ))?),

nr

1 IC| In(x)
Yo(x) - |G| |G| Xo(g )— <4- 1012|G|:1:e p( = )
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Démonstration e ition des zéros
Conclusion

Passage de v¢ a ¢

Posons ¢ () = > ,hl(NK/Q(p))-

p non ramifié
Ngp(p)<z

[0
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Démonstration C A
onclusion

Passage de v¢ a ¢

Posons O¢c(z) = Y In(Ngsg(p)). Ona:

p non ramifié
Ngp(p)<z
L/K
e
> In(Ngjg(p)) = bc(a'/?)+0c (@) 4+ (/@)

pam>2
p non ramifié

Ng/o(p™)<z
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onclusion

Passage de v¢ a ¢

Posons O¢c(z) = Y In(Ngsg(p)). Ona:

p non ramifié
Ngp(p)<z

[0

> In(Ngjg(p)) = bc(a'/?)+0c (@) 4+ (/@)

pam>2
p non ramifié
Ng/o(p™)<z
Alors, Yo (x) —0c(x) = Z> In(Ng/g(p)) < %nK\/Eln(:n).
,mz
P n(gn ramifié
Ngo(p™)<z
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Démonstration C A
onclusion

Passage de v¢ a ¢

Posons O¢c(z) = Y In(Ngsg(p)). Ona:

p non ramifié
Ngp(p)<z

[0

> In(Ngjg(p)) = bc(a'/?)+0c (@) 4+ (/@)

pam>2
p non ramifié
Ng/o(p™)<z
Alors, Yo (x) —0c(x) = Z> In(Ng/g(p)) < %nK\/Eln(:n).
,mz
P n(gn ramifié
Ngo(p™)<z

Donc Yo (x) ~ 0c(z).
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Démonstration
Concl

Passage de v¢ a ¢

Posons O¢c(z) = > In(Ng/g(p)). Ona:

p non ramifié
Ngp(p)<z

[0

> In(Ngjg(p)) = bc(a'/?)+0c (@) 4+ (/@)

p’m>2

p non ramifié

Ng/o(p™)<z

Nors, yo(r) (@)= 5 n(Njg(p)) < Zncy/FIne).
P n(gfl r;miﬁe
Ngo(p™)<z

Donc ¢¢(z) ~ 0c(x). On conclut avec

_Oc(x) = fo(t)
(@) = @) +, ()2 "
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