Méthodes Séries entieres — produits de Cauchy

METHODES — Séries enticres

A quoi servent les produits de Cauchy ?

1 v A justifier qu’une application est développable en série entiére

En effet, le produit de Cauchy nous assure que le produit de deux sommes de séries entieres reste une
somme de série entiere. C’est donc un moyen théorique de montrer qu'une application est développable en
série entiere, si elle est produit de fonctions développables en série entiere en 0. De la sorte, les fonctions
arctan(z)

1 _

Néanmoins, ce n’est pas un outil pratique pour développer en série entiére. En effet, la somme ¢, =
n

Z arb,_ est rarement calculable directement (c’est d’ailleurs souvent le contraire : on wutilise les séries
k=0
entieres pour calculer de telles sommes). Si l'on a besoin d’expliciter le développement en série entiére d’une

fonction obtenue a 'aide d’un produit, on essaiera plutot de la linéariser pour faire disparaitre le produit
(ce serait possible pour z + sin(x)e” ou x + (cos(z))? par exemple), ou d’utiliser I'une des méthodes du
document Développer en série entiere.

s eIn(l+ ), x — (arctan(z))? et = sont toutes développables en série entiere en 0.

2 A expliciter des suites ou calculer des sommes
La stratégie est développée a la fin du document Etudes de suites.

n n
3 Cas des relations de la forme w, = > (Z)ukvn_k ou Uy = X (Z)ukvn_k
k=0 k=0

Pour déterminer I’expression explicite d'une suite (wy,),~, vérifiant une relation de récurrence de la
=

n
n , . w N
forme : Vn € N, w,, = E URVp—_k, il est plus pertinent d’étudier E 2" plutdét que E wpx". Pour
i k n!
=0 n>0 n=0
comprendre ce qui rend cette derniere série préférable, notons que l'identité (Z) = (nfnik')'k' implique, apres

division par n! dans la relation de récurrence ci-dessus :

n
Wy Z % Un—k
- ?
nl =k (n—k)!

wn . un Un . . N 7
donc E —x" est le produit de Cauchy de E — " par E — 2", et si on parvient & démontrer que ces
n! n! n!
n=0 n=0 n=0
deux séries entieres ont un rayon de convergence supérieur ou égal & R > 0, alors :

+oo 4o +00
Vx €] — R, R|, (Z ?ﬁxn> i (Z ::xn> _ Z %x”
n=0 " n=0 " n=0 """

Si I'on connait u, et v, pour tout n € N, alors cette identité permet a priori de calculer la somme du

membre de droite puis, via les principes de la section 77, d’en déduire w,, pour tout n € N.
n
Dans le cas d’une relation de la forme : upy1 = Y, (Z)ukvn,k, on peut reprendre le raisonnement ci-

—+00
. , . N Un, Un+1 .
dessus. Si ’on note S la somme de la série entiére E jw", alors x — E T 2™ n’est rien d’autre que la
! n!
n=>0 n=0

+o0
u
dérivée de z — Z gt — g (x) —ug : c’est donc S’. Le produit de Cauchy ci-dessus donne alors :

—= (n+1)!
Vz €] — R, R| S(a:)-iov—na:"— ZunH " =8(x)
Y = n — nl
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Nous nous retrouvons avec une équation différentielle vérifiée par S : si (v,),~ est explicite et la somme
+oo v
n . . . 3 . N . .
T E —'x” calculable, alors on est en mesure d’expliciter S. Une fois S écrite a ’aide de fonctions usuelles,

n=0 """
on développe en série entiere I'expression obtenue et, par identification, on trouve une expression explicite

de u,, pour tout n € N.
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