
Méthodes Fonctions vectorielles

Méthodes – Fonctions vectorielles

1 Utiliser la dérivée des applications linéaires et bilinéaires
Dans toute cette section I est un intervalle de R.
La dérivation des fonctions vectorielles f : I → E n’est pas spécialement déroutante, notamment

du fait qu’une telle fonction se dérive composante par composante (ce qui nous ramène à dériver des
fonctions classiques fi : I → R). La subtilité apparaît lorsqu’on n’a pas explicité ses composantes. Il faut
alors ajouter ces deux règles de dérivation :

— on peut « rentrer la dérivée dans les applications linéaires » (c’est-à-dire, si L est linéaire : (L (f))′ =
L (f ′)) ;

— on peut dériver toute « généralisation du produit » (produit matriciel, produit scalaire, produit
vectoriel) de la même manière que le produit (c’est-à-dire, si B est bilinéaire : (B(f, g))′ = B(f ′, g)+
B(f, g′)).

De cela, on tire la dérivation d’une norme, puisque c’est la composition de la racine carrée
et du produit scalaire : exemple classique qu’il est très important de savoir traiter.

Nous rencontrons en général ces deux situations lorsque nous manipulons des fonctions à valeurs
matricielles A : I → Mn(K) ou X : I → Mn,1(K), et dérivables. C’est une situation assez banale,
puisqu’on étudie beaucoup de telles applications dans le cadre des équations différentielles linéaires. Dans
ce cas, avec les applications linéaires les plus courantes, cela donne :

∀t ∈ I,

(
A⊤
)′

(t) = (A′(t))⊤ , (tr(A))′ (t) = tr(A′(t)),
(
PAP −1)′ (t) = PA′(t)P −1 (si P matrice constante)

(AX)′ (t) = AX ′(t) (si A matrice constante), etc.

Citons aussi le cas des fonctions à valeurs complexes f : I → C :

∀t ∈ I, (Re(f))′ (t) = Re(f ′(t)), (Im(f))′ (t) = Im(f ′(t)), f
′(t) = f ′(t).

« C’est tout ? C’est si simple ? » Mais oui, c’est si simple ! Avec les applications bilinéaires, on obtient la
formule :

∀t ∈ I, (A · B)′(t) = A′(t)B(t) + A(t)B′(t),

où A et B sont deux applications de I dans Mn(K) et dérivables. On dérive comme on l’imagine.

Exercice 1.
1. On suppose que A ∈ Mp(K) est une matrice nilpotente (c’est-à-dire : il existe k ∈ N \ {0} tel que :

Ak = 0Mp(K)). Montrer que si Y : I → Mp,1(K) est une solution du système différentiel Y ′ = AY ,
alors ses composantes sont des applications polynomiales.

2. Trouver l’unique solution Y au système :

Y ′ =

−5 16 7
−2 10 10
1 −5 −5

Y, Y (0) =

1
0
0

 ,

par cette approche.
3. Retrouver ce résultat par triangulation de la matrice ci-dessus.

Utilisation de la dérivée. Comme pour les fonctions de la variable réelle, la dérivation intervient :
— dans l’étude des équations différentielles ;
— dans le tracé de courbes ; → page 3
— dans la démonstration de nouvelles identités.
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Nous illustrerons surtout ce dernier aspect ici, qui se base sur la caractérisation des fonctions dérivables
constantes :

∀t ∈ I, f ′(t) = 0⃗ ⇐⇒ f est constante sur I.

Dans certaines configurations il est aussi possible d’utiliser le théorème fondamental de l’analyse pour
ces identités : si l’on cherche à calculer f(t), on dérive f pour se ramener à une quantité f ′(t) plus facile
à calculer, et on intègre le résultat obtenu sans oublier la constante d’intégration.

À l’inverse, les données du problème peuvent parfois s’interpréter implicitement comme la
constance d’une certaine application, dont la dérivée est nulle en conséquence. Par exemple, si l’on nous
dit que pour tout x ∈ R, on a : M(x)⊤M(x) = In, alors l’application x 7→ M(x)⊤M(x) est constante. Dire
que sa dérivée est nulle permet d’en déduire des propriétés de la matrice M(x) (ou M ′(x)) pour tout x ∈ R.

Exercice 2. Soit M : I → M3(R) une application dérivable telle que : ∀x ∈ I, M(x)⊤M(x) = I3.
1. Montrer : ∀x ∈ I, M ′(x)⊤M(x) = −M(x)⊤M ′(x).
2. En déduire que pour tout x ∈ I, M ′(x) n’est pas inversible (prendre le déterminant dans l’égalité

ci-dessus).

Exercice 3. Soit M : R → Mn(R) une application dérivable telle que : ∀x ∈ R, M(x)2 = In, et :
M(0) = In.

1. Montrer : ∀x ∈ R, M ′(x) = −M(x)M ′(x)M(x)−1.
2. En déduire que x 7→ tr(M(x)) est une application constante, égale à n.
3. Rappeler les valeurs propres possibles d’une matrice de symétrie, et en déduire comment s’exprime

sa trace en fonction des dimensions des sous-espaces propres associés.
4. Conclure : montrer qu’on a : ∀x ∈ R, M(x) = In.

Un usage courant de la dérivation, dans ce contexte, est dans la dérivation de déterminants dépendant
de variables (ou, s’ils n’en dépendent pas, on peut en ajouter intelligemment), en vertu de la formule (1)
ci-dessous. Cette manœuvre permet de se ramener à des déterminants plus simples à calculer, ou bien
d’établir une relation de récurrence entre le déterminant d’ordre n et le « même » d’ordre n − 1 (mais un
développement par rapport à une ligne ou colonne est alors nécessaire dans le processus). On dérive le
déterminant en tant qu’application multilinéaire (par rapport aux colonnes ou aux lignes), et on a :∣∣∣∣∣a b

c d

∣∣∣∣∣
′

=
∣∣∣∣∣a′ b
c′ d

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a b′

c d′

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣a′ b′

c d

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣a b
c′ d′

∣∣∣∣∣ (1)

Lignes ou colonnes ? Le choix vous revient. Cette technique est intéressante lorsque la dérivation fait
apparaître de nombreux déterminants nuls (pour un déterminant d’ordre n, idéalement au moins n − 1
d’entre eux).

Mise en garde 1. Attention à ne pas penser que la technique de dérivation « composante par compo- �
sante » s’applique au déterminant. On n’a pas du tout

∣∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣∣
′

=
∣∣∣∣∣a′ b′

c′ d′

∣∣∣∣∣. En effet, a, b, c et d ne sont pas

des « composantes » du déterminant (pour qui une telle notion serait curieuse, vu qu’il ne s’agit pas d’un
vecteur mais d’un scalaire).

Dériver par rapport aux lignes, ou aux colonnes ? Comment choisir ? Regardez si la dérivée
de certaines colonnes donne une colonne nulle, ou une colonne clairement proportionnelle à
une autre : dans les deux cas, cela donnera un déterminant nul. Faites le même examen avec les
lignes ; on privilégie alors le choix qui donnera le plus de déterminants nuls dans le calcul de dérivées.

Exemple 1. Soit (a, b) ∈ R2. Imaginons qu’on veuille calculer ce déterminant par dérivation, sans
avoir remarqué qu’il s’agit d’un bête déterminant de Vandermonde (et très facile à calculer par d’autres
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moyens : c’est pour l’illustration) :

∀x ∈ R, ∆(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x x + a x + b
x2 (x + a)2 (x + b)2

∣∣∣∣∣∣∣ .
Pour savoir s’il est préférable de dériver par rapport aux lignes ou aux colonnes, notons qu’en dérivant
par rapport aux lignes, nous allons avoir trois simplifications :

— la ligne
(
1 1 1

)
a pour dérivée une ligne de zéros ;

— la ligne
(
x x + a x + b

)
a pour dérivée

(
1 1 1

)
, qui est colinéaire à la 1re ligne ;

— la ligne
(
x2 (x + a)2 (x + b)2

)
a pour dérivée

(
2x 2(x + a) 2(x + b)

)
, qui est colinéaire à la

2e ligne.
Nous aurons trois déterminants nuls, donc ∆′(x) = 0 : je maintiens ce choix. On vérifie :

∀x ∈ R, ∆′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0
x x + a x + b
x2 (x + a)2 (x + b)2

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
1 1 1
x2 (x + a)2 (x + b)2

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x x + a x + b
2x 2(x + a) 2(x + b)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0+0+0 = 0.

On en déduit que ∆ est une application constante. On l’évalue en x = 0, x = −a ou x = −b (au choix),
pour en déduire sa valeur, puis après calculs :

∀x ∈ R,

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
x x + a x + b
x2 (x + a)2 (x + b)2

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1
0 a b
0 a2 b2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ a b
a2 b2

∣∣∣∣∣ = ab

∣∣∣∣∣1 1
a b

∣∣∣∣∣ = ab(b − a).

Exercice 4. (déterminant de Vandermonde « lacunaire ») Soit (a, b, c) ∈ R3. S’inspirer de cet
exemple pour calculer :

∀x ∈ R, ∆(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

x + a x + b x + c
(x + a)3 (x + b)3 (x + c)3

∣∣∣∣∣∣∣ ,
et en déduire : ∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a b c
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = (c − b)(c − a)(b − a)(a + b + c).

Vous aurez besoin du « vrai » déterminant de Vandermonde, ou d’imiter l’exemple ci-dessus.

2 Tracé d’un arc paramétré
Les arcs paramétrés ne sont plus au programme des classes préparatoires. Cette section n’est là que

pour la postérité.

2.1 Plan d’étude

Ci-dessous nous donnons les étapes détaillées de l’étude d’un arc paramétré, en vue de tracer son
support (c’est-à-dire la courbe).

Soit (I, f) un arc paramétré, de coordonnées x, y, dont on veut représenter le support Γ. Alors :
1. On précise le domaine de définition Df de f : c’est Dx ∩ Dy.
2. On recherche un domaine utile, c’est-à-dire un domaine à partir duquel on obtient toute la courbe.

On regarde notamment la périodicité et la parité de x et y. Par exemple :
— si x et y sont deux fonctions T -périodiques, on restreint l’étude à Df ∩

[
−T

2 , T
2

]
;

— si x et y sont deux fonctions impaires, on restreint l’étude à Df ∩ R+, puis on obtient toute la
courbe en complétant l’arc par une symétrie par rapport à l’origine O ;
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— si x est paire et y impaire, on restreint l’étude à Df ∩ R+, puis on obtient toute la courbe en
complétant l’arc par une symétrie par rapport à l’axe des abscisses ;

— etc.
Un dessin vaut mieux qu’un long discours pour comprendre les symétries. Voir la figure à la page
30 des notes polycopiées de cours. Détails dans la section 2.2.

3. On représente dans un seul tableau de variation les variations de x et y en étudiant les signes de
x′ et y′ : on met en évidence les points stationnaires, et les points à tangente parallèle aux axes
(obtenus par annulation de x′ ou y′). Détails ci-dessous.

4. On étudie le comportement au voisinage des points stationnaires, en faisant un développement
limité de f en ces points (via les développements limités de x et y) jusqu’à obtenir le premier
vecteur dérivé non nul. Détails dans la section 2.3.

5. Si I est un intervalle ouvert à son extrémité droite (par exemple), qu’on note t0 ∈ R ∪ {+∞},
alors on étudie les branches infinies, c’est-à-dire : on recherche les asymptotes, ainsi que la position
relative de la courbe par rapport à elles. Pour cela, supposons que x et y aient une limite en t0.
Alors :
(a) si les deux limites sont finies, disons lim

t→t0
(x(t), y(t)) = (x0, y0), alors le point A de coordonnées

(x0, y0) est un « point limite » de Γ ;
(b) si une limite est finie et l’autre infinie, alors Γ présente une asymptote d’équation x = x0 si

lim
t→t0

x(t) = x0 et lim
t→t0

y(t) = ±∞, ou d’équation y = y0 si lim
t→t0

x(t) = ±∞ et lim
t→t0

y(t) = y0 ;

(c) si les deux limites sont infinies, on affine l’étude en calculant lim
t→t0

y(t)
x(t), si elle existe :

— si lim
t→t0

y(t)
x(t) = 0, alors Γ admet une branche parabolique dite horizontale, ou de direction

(Ox) ;

— si lim
t→t0

y(t)
x(t) = +∞, alors Γ admet une branche parabolique dite verticale, ou de direction

(Oy) ;

— si lim
t→t0

y(t)
x(t) = a ∈ R∗, alors :

— soit lim
t→t0

y(t) − ax(t) = b ∈ R, dans ce cas la droite D : y = ax + b est asymptote à la
courbe Γ, et la position de Γ par rapport à D dépend du signe de y − ax − b (qu’un
développement limité ou asymptotique permet de déterminer) ;

— soit lim
t→t0

y(t) − ax(t) = ±∞ : on a une branche parabolique de direction y = ax ;
— soit lim

t→t0
y(t) − ax(t) n’existe pas : il n’y a rien à dire.

Un dessin est essentiel pour se souvenir des différents cas de figure. Détails
ci-dessous. → page 5

6. Si l’on veut affiner l’étude, on recherche les points multiples en cherchant des solutions t, t′ ∈ Df

à l’équation f(t) = f(t′), ou des points d’intersection avec les axes. Détails ci-dessous. → page 6

7. On trace approximativement la courbe à partir des informations obtenues.

2.1.1 Pourquoi rechercher les tangentes remarquables (horizontales, verticales, en des
points stationnaires)

N’avoir que la monotonie de x et y permet déjà d’avoir une idée vague de l’allure d’une courbe. Les
tangentes permettent d’affiner le tracé, dans la mesure où l’on sait qu’une courbe doit « arriver » en un
point en « longeant » la tangente en ce point. Par exemple, imaginons qu’on ait la configuration suivante :
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t

x′(t)

x

y′(t)

y

−∞ t0 +∞

+ +

− 0 +

y(t0)y(t0)

La connaissance de la tangente en M(t0) permet de s’assurer que le bon tracé ressemble au premier, et
non au second :

M(t0)
f ′(t0) = (x′(t0),0)

M(t0)
f ′(t0) = (x′(t0),0)

Pour se souvenir si x′(t0) = 0 (par exemple) correspond à une tangente horizontale ou verticale, le plus
sage reste de représenter le vecteur f ′(t0) correspondant. Si x′(t0) = 0, alors f ′(t0) = (0, y′(t0)) ressemble
à ceci :

M(t0)

f ′(t0) = (x′(t0), y′(t0)) = (0, y′(t0))

et la tangente est verticale.

2.1.2 Branches paraboliques : comment se souvenir des conclusions

Il faut interpréter les limites comme des relations de prépondérance :
— si lim

t→t0

y(t)
x(t) = 0, alors : y(t) = o

t→t0
(x(t)) ; cela signifie que l’abscisse x(t) croît beaucoup plus vite

que l’ordonnée y(t), et si l’on veut représenter une courbe où x et y tendent vers l’infini, mais
avec l’abscisse qui est bien plus grande que l’ordonnée, nous sommes nécessairement amenés à un
dessin de cette forme :

x

y

d’où la branche parabolique horizontale ou de direction (Ox), puisqu’elle fuit « le long de l’axe
(Ox) » ;
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— si lim
t→t0

y(t)
x(t) = +∞, alors lim

t→t0

x(t)
y(t) = 0, et donc : x(t) = o

t→t0
(y(t)) ; cela signifie que l’ordonnée

y(t) croît beaucoup plus vite que l’abscisse x(t), et si l’on veut représenter une courbe où x et y
tendent vers l’infini, mais avec l’ordonnée qui est bien plus grande que l’abscisse, nous sommes
nécessairement amenés à un dessin de cette forme :

x

y

d’où la branche parabolique verticale (ou de direction (Oy)), étant donné qu’elle fuit « le long de
l’axe (Oy) ».

2.1.3 Recherche des points multiples ou des points d’intersection avec les axes

Cette étape est toujours facultative, et ne se traite éventuellement qu’après un premier tracé au
brouillon. Si, en faisant votre premier jet, vous découvrez que la courbe semble se « recouper elle-même »,
ou couper les axes des abscisses ou des ordonnées en des points que vous n’avez pas encore explicités
(points avec des tangentes remarquables), c’est là que vous songerez à résoudre f(t) = f(t′) (pour
trouver des points multiples), ou x(t) = 0 (pour trouver où la courbe coupe l’axe des ordonnées), ou
y(t) = 0 (pour trouver où la courbe coupe l’axe des abscisses).

À noter que l’équation f(t) = f(t′) a toujours une solution évidente, qui est... t = t′. Ainsi, il y
a fort à parier que dans vos calculs, vous puissiez (après avoir remanié l’équation convenablement, en
l’écrivant f(t)−f(t′) = 0⃗ et en regroupant des termes, etc.), factoriser par (t− t′), ou toute autre quantité
s’annulant pour t = t′ (par exemple sin(t − t′)). Dans le cas où t ̸= t′, ces quantités sont non nulles et
vous pouvez donc les simplifier. Songez à cela pour faciliter la résolution !

2.2 Compléments sur la réduction du domaine d’étude

Sur la périodicité. Chose assez évidente à vérifier. Notons néanmoins que vous pouvez trouver une
période plus petite que 2π dans les cas suivants :

— présence de la fonction tangente ;
— présence de puissances paires de cosinus et sinus, ou produits « chanceux » avec ces fonctions ;
— présence de cosinus et sinus en d’autres arguments que t (cos(2t), sin(3t), etc.).

En effet, la fonction tangente est π-périodique. De plus, t 7→ (cos(t))2 et t 7→ (sin(t))2 sont π-périodiques,
du fait que (cos(t + π))2 = (− cos(t))2 = (cos(t))2 pour tout t ∈ R et de même pour le sinus. Vous aurez
des simplifications analogues des signes moins pour d’autres produits, t 7→ cos(t)(sin(t))3 par exemple :
soyez à l’affût.

Enfin, notez que si une fonction f est T -périodique, alors pour tout a ̸= 0 l’application t 7→ f(at) est
T
a -périodique (le vérifier). Par exemple t 7→ cos(2t) est π-périodique et t 7→ sin(3t) est 2π

3 -périodique.
Si vous avez une fonction f définie à l’aide de plusieurs fonctions ayant des périodes différentes, alors

vous trouvez une période de f avec le plus petit multiple commun de leurs périodes (au sens le plus
intuitif que vous puissiez donner à cette notion, même si nous avons des multiples de π). Par exemple,
t 7→ cos(2t) + sin(3t) est 2π-périodique (2π est un multiple entier commun de π et 2π

3 ).

Sur les autres réductions. En plus de la périodicité et de la parité des fonctions, d’autres opérations
permettent de réduire l’intervalle d’étude.

1. Si x et y sont définies à l’aide de fonctions trigonométriques circulaires (cosinus, sinus, tangente :
je ne parle pas des fonctions réciproques), et si la parité vous permit de vous restreindre à un
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intervalle de la forme [0, T ], calculez x(T − t) et y(T − t) pour voir si vous pouvez les exprimer
simplement à l’aide de x(t) et y(t). En général vous aurez donc à calculer :

x(π − t), y(π − t), x

(
π

2 − t

)
, y

(
π

2 − t

)
, x

(
π

4 − t

)
, y

(
π

4 − t

)
,

et vous les simplifierez grâce à ces formules de trigonométrie connues sur le bout de vos doigts :

cos(π − t) = − cos(t), sin(π − t) = sin(t), cos
(

π
2 − t

)
= sin(t), sin

(
π
2 − t

)
= cos(t).

Si une expression de x(T − t) et y(T − t) à l’aide de x(t) et y(t) est possible, alors vous
restreignez l’intervalle d’étude à

[
0, T

2

]
, pour en déduire le reste du graphe par symétrie. Nous

expliquerons comment plus bas. Regardez si vous pouvez encore réduire l’intervalle en reprenant
ce raisonnement avec x

(
T
2 − t

)
et y

(
T
2 − t

)
, et ainsi de suite.

2. Si le domaine de définition est inclus dans I = R∗, et si x et y sont définies à l’aide du logarithme
ou de fractions rationnelles, par exemple :

(x(t), y(t)) =
( ln(t)

t2 , −t2 ln(t)
)

, ou : (x(t), y(t)) =
(

t

t3 + 1 ,
t2

t3 + 1

)
,

alors calculez x
(
±1

t

)
et y

(
±1

t

)
pour voir si vous pouvez les exprimer simplement à l’aide de x(t)

et y(t) (attention tout de même au fait que le logarithme ne soit pas défini en des réels négatifs).
Vous aurez besoin éventuellement de multiplier par une bonne puissance de t au numérateur et
au dénominateur (pour une fraction rationnelle), ou d’utiliser l’identité ln

(
1
t

)
= − ln(t) (pour le

logarithme).
Si une expression de x

(
±1

t

)
et y

(
±1

t

)
à l’aide de x(t) et y(t) est possible, alors vous

restreignez l’intervalle d’étude à ]−1,1[ ∩ I, pour en déduire le reste du graphe par symétrie. Nous
expliquerons comment plus bas.

Dans ce qui suit, je noterai t 7→ τ(t) l’application telle que x(τ(t)) et y(τ(t)) s’expriment en fonction
de x(t) et y(t). D’après ce qui précède, il s’agira d’une des fonctions suivantes dans 99% des cas :

t 7→ π − t, t 7→ π

2 − t, t 7→ π

4 − t, t 7→ 1
t
, t 7→ −1

t
.

 Pour comprendre pourquoi les réductions proposées du domaine d’étude sont vraies, notons que dans tous ces cas-là, τ est
ce qu’on appelle une involution, c’est-à-dire : ∀t ∈ I, τ ◦ τ(t) = t (ou : τ2 = Id). Alors :

— τ est une bijection ;
— si τ réalise une bijection d’un intervalle J dans K = τ(J), alors c’est aussi une bijection de K dans J (autrement

dit, τ « échange » J et K) ;
— il est possible de choisir J ci-dessus de sorte que J ∪K = I soit le domaine entier où τ est bijective, et où J ∩K

ne contient que les points fixes de τ (c’est surtout la première propriété qui compte, la deuxième sert simplement à
éviter le choix évident J = I ou K = I).

Contentez-vous de me croire sur parole, ce n’est pas important de connaître et savoir démontrer ces résultats généraux puisque
vous serez toujours dans les cas particuliers ci-dessus, où la vérification est immédiate :

— l’application t 7→ π − t réalise une bijection de
[
0, π

2

]
dans

[
π
2 , π
]
, et inversement (et seul π

2 est point fixe) ;
— l’application t 7→ 1

t
réalise une bijection de ]0,1] dans [1, +∞[, et inversement (et seul 1 est point fixe) ;

— etc.
Quel rapport avec notre étude, me direz-vous ? C’est que si x(τ(t)) et y(τ(t)) s’expriment en fonction de x(t) et y(t) pour
tout t, et si τ envoie J sur K, et inversement (afin d’avoir les implications réciproques ci-dessous), alors :

On connaît M(t) pour tout t ∈ J ⇔ On connaît M(τ(t)) pour tout t ∈ J (car M(τ(t)) s’exprime en fonction de M(t))
⇔ On connaît M(t′) pour tout t′ ∈ K (car t′ = τ(t) parcourt K quand t parcourt J).

En résumé : si on a étudié l’arc paramétré sur J , alors on peut tracer tous les points correspondants sur J ; on le complète
(par un moyen qu’il reste à voir ci-dessous) sur K par une symétrie ; et comme J ∪K = I, on a tout le graphe.

Notons que tout le discours ci-dessus est une explication théorique, pour vous expliquer que la méthode ne sort pas de
nulle part. En pratique, vous n’aurez jamais besoin d’autant de conceptualisation : retenez surtout les réductions du
domaine d’étude.
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Comment trouver la symétrie permettant de compléter le graphe ? Le mieux est de faire
un dessin où l’on représente à la fois M(τ(t)) et M(t). C’est possible vu que les coordonnées de M(τ(t))
s’écrivent à l’aide de celles de M(t). En général, c’est une isométrie du plan qui envoie M(t) sur M(τ(t)),
donc soit une rotation, soit une réflexion. Et, à vrai dire, la seule rotation possible est la symétrie centrale
(parce que τ est une involution : je n’en dis pas plus). Ainsi vous devez vous demander :

— est-ce une symétrie centrale, ou une réflexion ?
— si c’est une réflexion, quel est son axe ?

Vous n’aurez une symétrie centrale que si vous tombez sur la transformation :

(x(τ(t)), y(τ(t))) = (−x(t), −y(t)).

Dans tous les autres cas, c’est une réflexion. Si vous n’avez pas de flair géométrique, vous trouverez son
axe soit :

— par la géométrie, en prenant la médiatrice de M(τ(t)) et de M(t) ;
— soit par le calcul, en écrivant son expression (par exemple, si (x(τ(t)), y(τ(t))) = (x(t), −y(t)),

alors la réflexion est l’application s : (x, y) 7→ (x, −y)), et vous cherchez un point fixe non nul
(x0, y0) en résolvant s(x, y) = (x, −y). L’axe de symétrie est alors dirigé par le vecteur (x0, y0).

 La technique de la médiatrice, pour trouver l’axe de symétrie D d’une réflexion s, est liée au fait que pour tout x⃗ ∈ R2 on
a x⃗ + s(x⃗) ∈ D et x⃗− s(x⃗) ∈ D⊥ : nous l’avons revu abstraitement mais ces propriétés ont déjà été vues au collège. Prendre
la médiatrice de M(t) et M(τ(t)) = s(M(t)), dont une des nombreuses propriétés est l’orthogonalité au segment qui lie les
deux points, assure que ces deux propriétés sont vérifiées.

Exemple 2. Supposons qu’on ait un arc paramétré t 7→ (x(t), y(t)) défini sur I =
[
0, π

2
]
, et vérifiant :

∀t ∈ I,
(
x
(

π
2 − t

)
, y
(

π
2 − t

))
= (y(t), x(t)). Alors M

(
π
2 − t

)
se déduit de M(t) (et inversement) en échan-

geant l’abscisse et l’ordonnée. Faisons le dessin représentatif, puis dessinons la médiatrice de ces deux
points :

0
x

y

+

+
M(t)

M
(

π
2 − t

)
la médiatrice

On en déduit que si le support de l’arc paramétré t 7→ (x(t), y(t)) est tracé sur
[
0, π

4
]
, le support sur

[
π
4 , π

2
]

(et donc sur
[
0, π

2
]
) s’obtient via une réflexion par rapport à la droite d’équation y = x.

Exercice 5. Pour chaque transformation, indiquer si c’est une réflexion (en précisant l’axe) ou une
symétrie centrale qui permet de compléter le graphe par symétrie, dessin à l’appui :

Identité Transformation pour compléter le graphe
(x(τ(t)), y(τ(t))) = (−y(t), −x(t))
(x(τ(t)), y(τ(t))) = (y(t), −x(t))

2.3 Tracé autour d’un point stationnaire

Les points stationnaires (c’est-à-dire les points M(t0) tels que x′(t0) = y′(t0) = 0) font l’objet d’une
étude à part, parce que ce sont des points autour desquels la monotonie de x et y change en général, mais
on ne peut pas savoir comment la courbe « arrive » en ces points sans un examen approfondi. On a en
effet besoin de la tangente en un point pour tracer l’allure de la courbe autour de ce point (voir page 4), ← page 4
mais le tableau de variations ne suffit pas à en donner un vecteur directeur.
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Si x′(t0) = y′(t0) = 0, ne dessinez pas une tangente horizontale et une tangente verticale en
le point de paramètre t0. Cela n’aurait absolument pas le moindre sens. Pas plus que de dire que
(x′(t0), y′(t0)) = (0,0) est un vecteur directeur de la tangente (c’est le vecteur nul, il ne dirige aucune
droite !). En revanche, on se souvient que le premier vecteur dérivée non nul (en général f ′′(t0))
donne un vecteur directeur de la tangente en un point stationnaire.

C’est la clé. Si jamais on a le tableau de variations suivant :

t

x′(t)

x

y′(t)

y

−∞ t0 +∞

+ 0 −

x(t0)x(t0)

+ 0 −

y(t0)y(t0)

Alors M(t0) est un point stationnaire. Mais sans information supplémentaire, comment savoir lequel des
tracés ci-dessous est le plus proche de la réalité ?

M(t0) M(t0) M(t0)

Pour le savoir, on trace le vecteur directeur de la tangente (en général f ′′(t0), sinon f (3)(t0), etc.) et on
dessine la courbe de sorte à ce qu’elle « longe » ce vecteur directeur autour du point M(t0). Par exemple :

M(t0)f ′′(t0) =
(
−1

2 ,0
)

Pour minimiser les calculs. Si x et y sont définis à l’aide de produits, quotients, puissances, etc.,
il y a fort à parier que le calcul de la dérivée seconde soit très sujet aux erreurs. Pour vous simplifier la
vie, et avoir directement la valeur de x′′(t0) et y′′(t0) sans calculer x′′ ni y′′ :
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1. Cas où t0 = 0. Vous utilisez les développements limités (ou équivalents) usuels en 0, au moins à
l’ordre 2, pour écrire x et y sous la forme :

x(t) = α + βt2 + o
t→0

(
t2
)

, y(t) = γ + δt2 + o
t→0

(
t2
)

(il n’y aura pas de terme en t s’il s’agit d’un point stationnaire).
2. D’après le théorème de Taylor-Young, vous savez a priori qu’on a aussi :

x(t) = x(0) + x′′(0)
2 t2 + o

t→0

(
t2
)

, y(t) = y(0) + y′′(0)
2 t2 + o

t→0

(
t2
)

Par conséquent, par unicité de la partie régulière d’un développement limité :

x′′(0) = 2β, y′′(0) = 2δ. (ne pas oublier le 2 !)

3. Cas où t0 ̸= 0. Vous reprenez ce raisonnement, mais en posant u = t − t0 (ou u = t0 − t selon
ce qui arrange), et en faisant le développement limité de x(u) et y(u) pour u au voisinage de 0.
Au terme du calcul, vous remplacez u par t − t0, et de la même manière les termes en facteur de
(t − t0)2 donneront x′′(t0) et y′′(t0).

Comme les développements limités vous effraient, surtout hors du voisinage de 0, vous dépriserez cette
méthode. Mais essayer, c’est l’adopter. Notez qu’elle n’a d’intérêt que si la valeur en un seul réel nous
intéresse. C’est pourquoi on ne l’utilise pas trop hors de ce contexte : souvent, on veut la dérivée en tout
point.

2.4 Culture scientifique : nature des points stationnaires

Rien de ce qui suit n’est réellement nécessaire pour tracer un arc paramétré, mais il permet d’apporter
un peu plus d’éclairage sur l’allure d’une courbe au voisinage des points non réguliers.

On considère ici un arc paramétré (I, f) de classe C∞ (pour simplifier), où f est à valeurs dans R2

ou C (de sorte que le support de l’arc soit une courbe planaire), et M(t0) un point stationnaire. On sait
que dans ce cas, la tangente en M(t0) est dirigée par le premier vecteur dérivé non nul f (p)(t0).

En inspectant de plus près le développement limité de f en t0, on peut avoir une idée plus précise de
l’allure de la courbe au voisinage d’un point, et en particulier de sa position par rapport à la tangente.
En effet, soit p le plus petit entier non nul tel que f (p)(t0) ̸= 0⃗, et soit q > p le premier entier supérieur à
p tel que f (p)(t0) et f (q)(t0) soient indépendants. Dans ce cas la famille

(
f (p)(t0), f (q)(t0)

)
est libre, et

donc est une base puisque nous avons supposé f à valeurs dans R2 ou C. Nous allons, ci-dessous, exprimer
les coordonnées de f(t) dans cette base, pour tout t au voisinage de t0. C’est ce qui nous permettra de
localement tracer la courbe.

La façon naturelle d’exprimer f(t) en fonction de ses dérivées partielles successives en t0 est un
développement limité (à l’ordre q ici) en t0 : il existe une fonction ε de limite nulle en 0 telle que, au
voisinage de t0, on ait :

f(t) = f(t0) + (t − t0)p

p! f (p)(t0) +
q−1∑

k=p+1

(t − t0)k

k! f (k)(t0)︸ ︷︷ ︸
=λkf (p)(t0)

+(t − t0)q

q! f (q)(t0) + (t − t0)qε(t − t0)

= f(t0) + (t − t0)p

 1
p! + (t − t0)

q−1∑
k=p+1

λk
(t − t0)k−p−1

k!

 f (p)(t0) + (t − t0)q

q! f (q)(t0) + (t − t0)qε(t − t0).

N’oubliez pas que f (p)(t0) est le premier vecteur dérivé non nul en t0 : d’où l’absence de termes entre
f(t0) et f (p)(t0).
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Si on note (x1(t), y1(t)) les coordonnées de
−−−−−−−→
M(t0)M(t) = f(t) − f(t0) dans la base (f (p)(t0), f (q)(t0)),

alors le développement limité ci-dessus nous rassure que pour tout t au voisinage de t0 :
x1(t) =

(t − t0)p

p! + (t − t0)
q−1∑

k=p+1
λk

(t − t0)k−p−1

k! + o
t→t0

((t − t0)q) ,

y1(t) =
(t − t0)q

q! + o
t→t0

((t − t0)q) ,

et donc, quand t → t0, on a les équivalents :

x1(t) ∼
t→t0

(t − t0)p

p! , et : y1(t) ∼
t→t0

(t − t0)q

q! .

On en déduit que x1(t) et y1(t) sont respectivement de même signe que
(t − t0)p

p! et
(t − t0)q

q! au voisinage
de t0 : cela ne dépend que de la parité de p et q. Il y a quatre possibilités, récapitulées dans le tableau de
la figure 1.

Figure 1 – Les quatre natures de points possibles.

M(t0)
f (p)(t0)

f (q)(t0)

M(t0)
f (p)(t0)

f (q)(t0)

p impair, q pair p pair, q impair
point ordinaire point de rebroussement de 1re espèce

M(t0)
f (p)(t0)

f (q)(t0)

M(t0)
f (p)(t0)

f (q)(t0)

p impair, q impair p pair, q pair
point d’inflexion point de rebroussement de 2e espèce

Notons que si le point M(t0) n’est pas stationnaire (cas où p = 1), alors ce qui précède reste valable
mais n’est plus aussi utile pour déterminer l’allure de la courbe autour du point.
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