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Dans tout ce problème l’entier n est supérieur ou égal à 1 et E est un C-espace vectoriel de dimension n.
Le but de ce problème est d’étudier les applications semi-linéaires de l’espace vectoriel E dans lui-même :
une application u de E dans lui-même est semi-linéaire si elle possède la propriété suivante :

∀λ ∈ C, ∀(x⃗, y⃗) ∈ E2, u(λx⃗ + y⃗) = λu(x⃗) + u(y⃗).

Un nombre complexe µ est une valeur co-propre de l’application semi-linéaire u s’il existe un vecteur
x⃗ ∈ E différent de 0⃗ tel que : u(x⃗) = µx⃗. Le vecteur x⃗ est un vecteur co-propre associé à la valeur
co-propre µ.

Première partie
Pour une application semi-linéaire u donnée, nous voulons étudier les valeurs et vecteurs co-propres.

Premières propriétés.
Soit u une application semi-linéaire de l’espace vectoriel E.

1. Montrer qu’étant donné x⃗ ∈ E \ {⃗0}, il existe au plus un nombre complexe µ tel que : u(x⃗) = µx⃗.
2. Démontrer que, si µ ∈ C est une valeur co-propre de u, alors pour tout réel θ le nombre complexe

µeiθ est encore valeur co-propre de u. Exprimer un vecteur co-propre associé à la valeur co-propre
µeiθ en fonction d’un vecteur co-propre x⃗ associé à la valeur co-propre µ et du réel θ.

3. Étant donnée une valeur co-propre µ de u, on pose :

Eµ = {x⃗ ∈ E | u(x⃗) = µx⃗}.

Est-ce que l’ensemble Eµ est un espace vectoriel complexe ? réel ?
4. Étant données deux applications semi-linéaires u et v, étudier la linéarité de l’application composée

u ◦ v.

Matrice associée à une application semi-linéaire.
Soit u une application semi-linéaire de l’espace vectoriel E ; soit B une C-base de E. À un vecteur x⃗

de coordonnées x1, x2, . . . , xn dans B est associée une matrice colonne X = [x⃗]B =


x1
...

xn

. Pour une telle

matrice colonne, la notation X désigne la matrice complexe conjuguée X =


x1
...

xn

.

5. Démontrer qu’à une application semi-linéaire u est associée dans la base B de E une matrice
A ∈ Mn(C) telle que la relation y⃗ = u(x⃗) s’écrive : Y = AX.

6. Soient A et B les matrices associées à une même application semi-linéaire u dans les bases (e⃗i)1⩽i⩽n

et (f⃗i)1⩽i⩽n respectivement. Soit S la matrice de passage de la base (e⃗i)1⩽i⩽n à la base (f⃗i)1⩽i⩽n.
Exprimer la matrice B en fonction des matrices A et S.

Étant donnée A ∈ Mn(C), le vecteur colonne X, différent de 0Mn,1(C), est un vecteur co-propre de A
associé à la valeur co-propre µ, si l’on a :

AX = µX.

Dans la suite toutes les matrices considérées sont des matrices carrées complexes.
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Exemples.

7. Soit A =
(

0 −1
1 0

)
. Rechercher les valeurs co-propres µ ∈ C et les vecteurs co-propres X associés.

8. Démontrer que si A ∈ Mn(R) admet une valeur propre réelle λ, alors A a au moins une valeur
co-propre.

Correspondance entre les valeurs co-propres de la matrice A et les valeurs propres de la
matrice AA.

Soit A = ((ai,j))1⩽i,j⩽n une matrice carrée complexe d’ordre n. On pose : A = ((ai,j))1⩽i,j⩽n.

9. Montrer que si µ ∈ C est une valeur co-propre de A, alors |µ|2 est une valeur propre réelle de AA.
10. Soient λ une valeur propre positive ou nulle de AA et X un vecteur propre associé : AAX = λX.

Démontrer que
√

λ est une valeur co-propre de la matrice A, en effectuant une distinction de cas
selon que les vecteurs colonnes AX et X soient liés ou non.

11. Soit µ ∈ R+. Montrer que, pour que µ soit valeur co-propre de la matrice A, il faut et il suffit que
µ2 soit valeur propre de la matrice AA.

Cas d’une matrice triangulaire supérieure.
Dans les questions 12 et 13 la matrice A ∈ Mn(C) est triangulaire supérieure.

12. Démontrer que si λ ∈ C est une valeur propre de A, alors pour tout réel θ le nombre complexe λeiθ

est une valeur co-propre de la matrice A.
13. Démontrer que si µ ∈ C est une valeur co-propre de la matrice A, il existe un réel θ tel que le

nombre complexe µeiθ soit valeur propre de la matrice A.

14. Soit A =
(

i 1
0 i

)
. Démontrer que 1 est valeur co-propre de A et déterminer un vecteur co-propre

X ∈ M2(C) associé.

Une caractérisation des valeurs co-propres.
Soient A ∈ Mn(C) et B, C les matrices réelles définies par la relation : A = B + iC.

15. Démonter que µ ∈ C est valeur co-propre de la matrice A si et seulement si le nombre réel |µ| est

une valeur propre de la matrice définie par blocs ainsi : D =
(

B C
C −B

)
∈ M2n(R).

Deuxième partie
Étant données deux matrices carrées complexes A et B d’ordre n, s’il existe une matrice carrée

complexe S ∈ GLn(C) telle que : B = SAS̄−1 soit vérifiée, alors les deux matrices A et B sont
dites co-semblables. Si une matrice A est co-semblable à une matrice diagonale, la matrice A est
dite co-diagonalisable. Le but de cette partie est de rechercher à quelles conditions une matrice est
co-diagonalisable.

Une relation d’équivalence.
Étant données deux matrices carrées complexes A et B d’ordre n, ces matrices sont dites satisfaire la

relation ≈ si et seulement si ces deux matrices sont co-semblables :

A ≈ B ⇐⇒ ∃S ∈ GLn(C), B = SAS̄−1.

16. Démontrer que la relation ≈ est une relation d’équivalence sur Mn(C).
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Indépendance des vecteurs co-propres.
17. Soit A ∈ Mn(C). Soient k ∈ J0, nK et (X1, X2, . . . , Xk) une famille de vecteurs co-propres de A

associés à des valeurs co-propres µ1, µ2, . . . , µk. Démontrer que si :

∀(p, q) ∈ J1, kK2, p ̸= q =⇒ |µp| ≠ |µq|,

alors la famille (X1, X2, . . . , Xk) est libre. En déduire que si AA admet n valeurs propres distinctes,
positives ou nulles, alors la matrice A est co-diagonalisable.

Quelques propriétés.
18. Soit S ∈ GLn(C). Soit A = SS̄−1. Calculer la matrice produit AA.
19. Soit A ∈ Mn(C) telle que : AA = In. Démontrer qu’il existe θ ∈ R tel que la matrice :

S(θ) = eiθA + e−iθIn,

soit inversible. Pour un tel choix de θ, calculer la matrice AS(θ) ; en déduire la matrice S(θ)S(θ)−1.
Une condition nécessaire.

20. Soit A ∈ Mn(C) une matrice co-diagonalisable. Il existe par suite S ∈ GLn(C) telle que S−1AS soit
diagonale. Démontrer que la matrice AA est diagonalisable et que :

SpC(AA) ⊆ R+, rg(A) = rg(AA).

Une condition suffisante.
Soit A une matrice carrée complexe d’ordre n qui vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) la matrice AA est diagonalisable ;
(ii) les valeurs propres de la matrice AA sont positives ou nulles ;
(iii) le rang de la matrice A est égal au rang de la matrice AA.

Soient λ1, λ2, . . . , λk, les valeurs propres deux à deux distinctes de la matrice AA ; elles sont positives
et ordonnées ainsi : λ1 > λ2 > · · · > λk ⩾ 0.

Les valeurs propres λ1, λ2, . . . , λk ont respectivement pour ordres de multiplicité n1, n2, . . . , nk. Une
matrice diagonale Λ, semblable à la matrice AA, s’écrit par blocs sous la forme suivante :

Λ =


λ1In1 0

. . .
0 λkInk

 .

Par hypothèse il existe une matrice S inversible telle que : AA = SΛS−1. Soit B la matrice définie par la
relation suivante : B = S−1AS.

21. Démontrer les relations : BB = BB, et : BΛ = ΛB.
22. Démontrer que la matrice B s’écrit comme une matrice diagonale par blocs dont les blocs diagonaux

Bp sont carrés d’ordre np :

B =


B1 0

. . .
0 Bk

 .

23. Démontrer qu’il existe P ∈ GLn(C) et une matrice diagonale ∆ ∈ Mn(C) telles que : B = P∆P
−1.

En déduire que toute matrice vérifiant les hypothèses (i), (ii) et (iii) est co-diagonalisable.
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Exemples.
24. Soient A, B, C, D les matrices d’ordre 2 suivantes :

A =
(

i 1
0 i

)
, B =

(
1 −1
1 1

)
, C =

(
0 1
0 0

)
, D =

(
1 i
i 1

)
.

Est-ce que ces matrices sont diagonalisables ? co-diagonalisables ?

Troisième partie
Soit A ∈ Mn(C). Cette partie, essentiellement indépendante des précédentes, étudie une application

semi-linéaire particulière en vue de démontrer le résultat suivant :

det(In + AA) ∈ R+.

25. Démontrer :
det(In + AA) = det

(
In −A
A In

)
.

On notera désormais : A0 =
(

In −A
A In

)
. Soit f l’endomorphisme de M2n,1(C) canoniquement associé à A0.

26. Soit (R, S, T, U) ∈ (Mn(C))4. Montrer que la matrice
(

R S
T U

)
est semblable dans M2n(C) à la

matrice
(

U T
S R

)
. Montrer de même que

(
R S
T U

)
est semblable à la matrice

(
R −S

−T U

)
.

27. En déduire que le polynôme caractéristique de la matrice A0 est à coefficients réels.
On considère l’application Ω : M2n,1(C) → M2n,1(C) définie par :

∀
(

X
Y

)
∈ M2n,1(C), Ω

((
X
Y

))
=
(

−Y
X

)
.

28. Démontrer que Ω est une application semi-linéaire telle que : Ω2 = −IdM2n,1(C). En déduire que Ω
n’admet pas de vecteur co-propre.

29. Soit Z ∈ M2n,1(C) \
{
0M2n,1(C)

}
. Montrer que la famille (Z, Ω (Z)) est libre et que le plan engendré

par Z et Ω(Z) est stable par Ω.
30. Soit E un sous-espace vectoriel de M2n,1(C) stable par Ω, et soit Z ∈ M2n,1(C) \ E. Montrer :

E ∩ Vect (Z, Ω (Z)) =
{
0M2n,1(C)

}
.

Pour tout λ ∈ SpC(A0), on note αλ ∈ N \ {0} son ordre de multiplicité comme racine du polynôme
caractéristique. On peut donc écrire : χA0 =

∏
λ∈SpC(A0)

(X − λ)αλ . On note alors, pour tout λ ∈ SpC(A0) :

Fλ = ker ((A0 − λI2n)αλ) .

31. Montrer que pour tout λ ∈ SpC(A0), on a : Ω(Fλ) = Fλ. Commencer par comparer f ◦ Ω et Ω ◦ f .
32. Montrer que si λ ∈ SpC(A0) ∩ R, alors Fλ est de dimension paire.
33. Conclure : det(A0) ∈ R+.
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