MP* 2023/2024 DST n° 10 — type inclassable

DEVOIR SUR TABLE N° 10
21/02/2024, 13h45-17h45, type inclassable

Soit n € N'\ {0}. Nous allons étudier ce qu’'on appelle un réseau, ou flot de Toda. Posons :
Op = {M eM,[R) | M'M=MM"=1,}.
On admet que c’est un sous-groupe de GL,(R).

PREMIERE PARTIE — PAIRES DE LAX

Soient (ay,...,an_1,b1,...,b0,) € R*" L et :
b1 aq 0 N 0
aq bg a9
To={0 a . . 0 | (%)
o . o oa,
0 ... 0 Ap—1 bn
On pose : ap = a, = 0 et on suppose que a; # 0 pour tout ¢ € [1,n]. On admet que Ty est

diagonalisable dans M,,(R) (théoréme spectral).
Zy
1. Soient A € Spp(Tp) et X = | ¢ | € M,,1(R) un vecteur propre associé. En raisonnant par

xn
I’absurde, montrer : z,, # 0.

2. Montrer que les sous-espaces propres de T sont de dimension 1. Quel est le cardinal de Spg(7p) ?

On remplace désormais les a; et les b; par des fonctions dérivables a; : R — R et 5, : R — R. On
pose :

61 a0 ... 0 0 a0 .. 0

ar By ap : —q 0 &%) :
T=10 a 0 V=10 - 0

: S 1 : Qp—1

0 ... 0 a1 DB 0 . 0 —ap-1 O

et on étudie le systeme différentiel non linéaire suivant :

{VteR, T'(t) = UMT(t)—TH)U(t),
T(0) = Ty, (donné par (x))

dont on admettra qu’il posséde une solution et une seule t — T'(t) définie sur R. Le couple (T, U)
constitue une paire de Laz.

3. Etant donnée une solution 7' de (1) (donc U est aussi donné), démontrer que le systeme diffé-
rentiel :

VieR, V'(t) = U@)V(¢), 1)
V() = I,
admet une solution et une seule V' : R — M, (R).
4. Montrer que pour tout ¢t € R, la matrice V' (¢) vérifiant (I) appartient a O,,.

5. Montrer que t — V (t)"T(t)V (t) est une application constante que I'on déterminera. Les valeurs
propres de T'(t) dépendent-elles de ¢ ?
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On montre facilement, et on 'admettra, que le systéme différentiel (1) peut s’écrire sous la forme :

{Vie[[l,n—l]], VteR, a(t) = at)(Bii(t) — Bit)),
Vie[ln], VteR, B(t) = 2(a2(t) — a2 (1)),

7

(flot de Toda)
avec : Vi € [1,n — 1], a;(0) = a;, Vi € [1,n], B;(0) = b;, et : Vt € R, a(t) = 0 = a, (¥).

DEUXIEME PARTIE — ETUDE ASYMPTOTIQUE

Pour tout réel ¢, on pose :
n—1 1
L(t) = Y a2(t) + 5 3 5200,
i=1

i=1

6. Montrer que la fonction L est constante. En déduire que les fonctions [3; sont bornées sur R.

t 7
7. Soit i € [1,n — 1]. Montrer : Vt € R, 2/ of(u)du =Y (B;(t) — b;), et en déduire que o est
0 =
intégrable sur R.

8. En déduire que pour tout i € [[1,n], la fonction j3; posséde une limite en +00 et —co.

9. Soit ¢ € [[1,n — 1]. Déduire des résultats des questions précédentes que la fonction o;a/ est
intégrable sur R. En déduire la limite de «;(t) lorsque ¢t — +o00.

Pour tout ¢ € R, on note :
Xt = det(X1, —T(t))

le polynome caractéristique de la matrice T'(t) et Ai,..., A, les valeurs propres de T'(t) rangées dans
I'ordre décroissant.

Pour tout i € [1, n], les limites de 3;(t) pour ¢ — +00 ou t — —oo sont respectivement notées 3;°
et ;. On note enfin :

Bt ={ptliein]}, B™={6 lieLnl}.

10. Montrer :

Jim =TT a0), st = [T
L’ensemble d’arrivée est R, [X].
11. En déduire : Vt € R, Spg(T'(t)) = BT = B~. On dit que la solution T est isospectrale.

On rappelle que, par hypothese, on a : Vi € [1,n — 1], «;(0) = a; # 0.
On fixe ¢ € [1,n — 1] et on note :

AT ={t>0]a;(t) =0}, A ={t<0]|a(t)=0}.

12. On suppose que A™ n’est pas vide et on pose : 7 = inf(A") € R,. Déterminer la valeur de «;(7)
et montrer que pour ¢ €]0, 7[, le réel a;(t) est du méme signe que a;.

13. En supposant toujours que A" n’est pas vide, montrer qu’il existe M € R, tel que :
vVt e [0,7], |In(Ja;(t)]) — In(|ey(0)])| < 2M.

En déduire que nécessairement : AT = (), puis que a; ne s’annule en aucun point de R.

14. En raisonnant par I'absurde, montrer : Vi € [1,n — 1], 8}, < ;"
En déduire : Vi € [1,n], 57 = \.
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15. Montrer que si d € R est choisi tel que : Vi € [1,n — 1], 0 < d < 8 — 7, alors il existe des
réels S et C' strictement positifs tels que :

Vie[l,n—1], Vs> S, |oy(s)] < Ce™®.
En déduire qu’il existe C’ > 0 tel que pour t > S et tout i € [1,n], on ait : |\, — B;(t)] < C'e=2".
TROISIEME PARTIE — GENERALISATION

Nous étudions & présent une généralisation du systeme différentiel (T). Soit I un intervalle de R
non réduit a un point.

On admet que le résultat de la question 11 reste valable pour les solutions du systeme
différentiel (1) ci-dessous, et que (1) et (2) admettent chacun une et une seule solution.

16. Soit A : I — M,(R) une application de classe C' et a valeurs dans GL,(R). Montrer que

t — A(t)~! est de classe C! sur I et donner une expression simple de sa dérivée en fonction de
la dérivée de A.

17. Soit X € M,,(R). Dériver I'application B : t — A(t) ' X A(t) et en déduire qu’elle vérifie :
B'=B-A1'A - AA . B.

On suppose a présent que X € M, (R) admet n valeurs propres réelles distinctes. On considére une
solution Y de :
Y' = YMY)—- MY)Y, (1)
Y(0) = X.
ou M : M,(R) — M, (R) est une application continue.

18. Montrer que pour tout ¢ € I, il existe une matrice inversible A(t) telle que : Y (t) = A(t) ' X A(¢).
Est-elle unique ?

19. Supposons que A soit solution de :

A = AM(Y),
{A(O) _ 1, 2)

Montrer : Vt € I, det(A(t)) = exp </Ot tr (M (Y (u))) du).

20. En déduire une fagon de construire la solution de (1). Que peut-on dire si X n’a pas toutes ses
valeurs propres distinctes ?

21. Donner 'unique solution de (1) lorsque M est une application constante.

QUATRIEME PARTIE — SOLUTIONS EXPLICITES

On note A, le sous-espace vectoriel de M,,(R) des matrices antisymétriques, Z,, celui des matrices
triangulaires INFERIEURES, et enfin : P,, = {M = ((my;)) €L, |Yie[l,n], my;> 0}.
22. Montrer : M,(R) = A,, & Z,.

On notera par la suite p; le projecteur de M,,(R) sur A, parallelement a Z,.

1<i,j<n

23. Montrer que P, est un sous-groupe de GL,(R).

24. Montrer :
VM € A,, exp(M) € O,, et: VMeTI, exp(M) € P,.

25. Soient R : I — M,(R) et T : I — M,(R) deux applications de classe C', respectivement a
valeurs dans O,, et P,. Montrer que les applications R™'R’ et T"T~! sont respectivement &
valeurs dans A, et Z,.
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26. Soit B € GL,(R). On applique Ialgorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base
(Ch,...,C,) constituée des colonnes de B, et on note (Vj,...,V,) la famille orthonormée ainsi
obtenue.

On note R la matrice de passage de la base canonique de M,, 1(R) dans (V,,,..., V7). Montrer :
R € O,, puis qu'il existe T" € P, tel que : B = RT, et enfin que cette décomposition de B
comme produit d’une matrice de O,, et d’'une matrice de P,, est unique.
Autrement dit, l'application O,, x P,, — GL,(R) définie par (R,T) — RT est bijective. On note
M — (II;(M), Iy (M)) sa bijection réciproque. Cela définit des applications II; : GL,(R) — O, et
I, : GL,(R) — P,.
27. Soit B : I — M,(R) une application de classe C' et a valeurs dans GL,(R). Montrer que
R:t—TI(B(t)) et T : t s TIy(B(t)) sont des applications de classe C! sur I.
On veut résoudre :
{ Y' = Ypl(y) —p1(Y)Y, (3)
Y(0) = X.

28. On cherche la solution sous la forme ¢ — A(t) ' X A(t) avec A : I — M, (R) de classe C! et &
valeurs dans GL,(R). Donner une équation différentielle pour A et une condition en ¢t = 0 qui
garantissent que Y : ¢ — A(t) ' X A(t) satisfait (3).

29. Montrer que A : ¢t — II;(exp(tX)) convient.



