
Colle du 19 octobre 2011 (MPSI3)

Exercice Redémontrer que l’ensemble des périodes d’une fonction forme un
sous-groupe de (R, +). Est-ce que cet ensemble peut être Q ? Reprendre la ques-
tion avec f continue. Même question avec Z +

√
2Z à la place de Q.

Exercice Montrer que (un)n≥0 = (exp(2iπθ))n≥0 converge si, et seulement si
θ ∈ Z.

Exercice Soit a > 0. Sans utiliser l’application exponentielle, montrer l’exis-
tence et l’unicité d’une fonction f : R → R monotone qui vérifie f(x + y) =
f(x)f(y) et f(1) = a pour tout (x, y) ∈ R.

Exercice On définit, pour F fermé, L(F, R) l’ensemble des fonctions 1-lipschitziennes
de F dans R. Montrer que pour x0 et y0 fixés, il existe (f−, f+) dans L(R, R)2 tel
que f−(x0) = f+(x0) = y0, et tel que pour tout f ∈ L(R, R) vérifiant f(x0) = y0,
on a f− ≤ f ≤ f+. Puis : soit f0 ∈ L(F, R). Montrer qu’il existe f−, f+ dans
L(F, R) qui prolongent f0 tels que pour tout f ∈ L(R, R) qui prolonge f0, on a
f− ≤ f ≤ f+ sur R.

Exercice Montrer que
(
∑

n

k=1

1

k2

)

est une suite convergente.
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