
Colle du 8 mai 2012 (MPSI1)

Polynômes, généralités

Exercice Soit P un polynôme non constant n’ayant que des racines réelles.
Montrer que si a est une racine multiple de P ′, alors a est aussi racine de P . Et
si a n’est pas une racine multiple ?

Exercice Montrer que si P est un polynôme réel scindé sur R, alors P ′ est
également scindé.

Exercice Soit Φn le polynôme unitaire dont les racines simples sont les géné-
rateurs du groupe {ζ ∈ C; ζn = 1}. Calculer Φ1, Φ2, Φ3, Φ4. Quel est le degré
de Φn ? Montrer que Xn − 1 =

∏

d|n Φd, et en déduire que les Φn sont dans

Q[X ]. Montrer que si p est un nombre premier, alors Φp =
∑p−1

k=0 Xk. Calculer
Φpn pour n ≥ 1.

Montrer que si n > 1 est impair, alors Φ2n(X) = Φn(−X), et si n est pair,
alors Φ2n(X) = Φn(X). Montrer que Φn est un polynôme réciproque, c’est-à-
dire Φn(X) = Xdeg(Φn)Φn

(

1
X

)

(les coefficients se lisent de la même manière
dans les deux sens).

Exercice Écrire sin(nt)
sin(t)n comme polynôme de l’indéterminée cotan(t)2, déter-

miner les racines de ce polynôme. En déduire que
∑∞

n=1
1

n2 = π2

6 .

Exercice Soit P ∈ C[X ]. Décomposer P ′

P
en éléments simples sur C (c’est-à-

dire comme combinaison linéaire de fractions rationnelles de la forme 1
x−a

), et
en déduire un résultat géométrique sur les racines de P ′.

Supposons à présent que P est un polynôme réel. Montrer que P ′(x)2 ≥
P (x)P ′′(x) pour tout x réel.

Exercice Déterminer l’ensemble des polynômes réels P vérifiant l’égalité P (X2+
X + 1) = P (X)P (X + 1).

Exercice Montrer que les seuls polynômes complexes réalisant une surjection
de Q sur Q sont les polynômes à coefficients rationnels de degré 1. (On peut
se ramener à des coefficients entiers et examiner les antécédents de 1

p
avec p

premier).

Exercice Soit P = Xn − b1Xn−1 − · · · − bn, où les bi sont des réels positifs
non tous nuls. Montrer que P a une unique racine positive α, et que α est la
plus grande racine de P en valeur absolue. Montrer que α est une racine simple.
Montrer que si le pgcd des indices des bi égale 1, alors α est la plus grande
racine de P en valeur absolue strictement. Fournir un contre-exemple si cette
condition n’est pas remplie.
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Exercice Soit P un polynôme complexe de degré 3 dont les trois racines sont
distinctes. Notons A, B et C les points d’affixe les racines de P . Montrer que les
racines de P ′ sont les affixes des points focaux de l’ellipse telle que les milieux
des côtés du triangle ABC sont sur l’ellipse, et qu’en plus les côtés du triangle
ABC sont tangentes à l’ellipse en ces points.

Exercice Soit x un nombre réel, et soit N(x) le nombre de changement de
signes dans la suite P (x), P ′(x), . . . , P (n)(x), où P est un polynôme réel de degré
n. Montrer que le nombre de racines (comptées avec multiplicité) entre a et b,
où P (a), P (b) 6= 0 et a < b, est inférieur à N(a) − N(b). Plus précisément, le
nombre de racines ne diffère de N(a) − N(b) que d’un nombre entier pair. En
déduire que le nombre de racines positives de P = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a0

est inférieur au nombre de changements de signes dans la suite an, . . . , a0.

Arithmétique et polynômes

Exercice Montrer que si P est irréductible dans Q[X ], alors les zéros de P
dans C sont tous simples.

Exercice Soit α une racine d’un polynôme P irréductible sur Q. Montrer qu’il
existe une constante strictement positive c, ne dépendant que de α, telle que
pour tout (p, q) ∈ Z×N∗,

∣

∣

∣
α − p

q

∣

∣

∣
> c

qn . En déduire que le nombre α =
∑∞

k=0
1

2k!

(existence ?) est annulé par aucun polynôme non nul à coefficients dans Q.

Exercice Montrer que P n + Qn = Rn n’a pas de solutions non triviales pour
P, Q, R ∈ R[X ] premiers entre eux et n ≥ 3.

Exercice Soit a un nombre rationnel annulé par un polynôme unitaire à co-
efficients entiers. Montrer que a est un nombre entier.

On veut à présent montrer que si a ∈ Q(i) = {x+iy; x, y ∈ Q} est annulé par
un polynôme unitaire à coefficients entiers, alors a ∈ Z[i] = {x + iy; x, y ∈ Z}
est un entier de Gauss. Si a ∈ Q, alors il n’y a rien à prouver, et on suppose
donc a 6∈ Q.

Montrer que les automorphismes de corps de Q(i) sont l’identité et la conju-
gaison, puis que Q(i) est un espace vectoriel sur Q de dimension 2. En étu-
diant l’application « multiplication par a » définie de Q(i) dans Q(i) (pourquoi
l’application est bien à valeurs dans Q(i) ?), montrer que a est annulé par un
polynôme unitaire de degré 2 à coefficients entiers. En déduire, en examinant
les coefficients de ce polynôme, que a ∈ Z[i].

Exercice Soit P = anXn + an−1Xn−1 + · · · + a0 un polynôme à coefficients
entiers, et supposons l’existence d’un nombre premier p tel que p divise tous les
coefficients ai sauf an, et tel que a0 ne soit pas divisible par p2. Montrer que
P est irréductible sur Z (i.e. ne s’écrit pas comme produit de deux polynômes
à coefficients entiers). En déduire l’irréductibilité de Xn − 2 pour tout entier
n ≥ 2, puis de Xp−1 + Xp−2 + · · ·+ X + 1 pour tout nombre premier p. Montrer
que les « exponentielles tronquées » Pn =

∑n

k=0
Xk

k! sont irréductibles sur Q, en
admettant le postulat de Bertrand : il existe toujours un nombre premier entre
un entier non nul et son double.
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Exercice Soient A, B et C trois polynômes premiers entre eux deux à deux,
tels que A+B +C = 0. Alors, le degré de chacun de ces polynômes est inférieur
ou égal à n0(ABC) − 1, où n0(P ) désigne le nombre de racines distinctes d’un
polynôme P . En déduire que l’équation P n + Qn = Rn n’a pas de solution non
triviale (une solution est triviale si un des polynômes est constant) pour n ≥ 3.

Polynômes et théorie des groupes/corps

Exercice Si K ⊆ L, on dit que x ∈ L est algébrique sur K s’il est annulé par
un polynôme de K[X ], et qu’il est transcendant sinon. On note K[x] le plus
petit anneau contenant à la fois K et x, puis K(x) le plus petit corps contenant
à la fois K et x (au sens de l’inclusion). Montrer que x est algébrique sur K si,
et seulement si K[x] = K(x), si, et seulement si dimK K[x] < +∞. En déduire
que l’ensemble des nombres complexes algébriques sur Q est un corps. Trouver,
par exemple, un polynôme qui annule

√
2 +

√
3.

Montrer que X ∈ K(X) est transcendant sur K.
Bonus : Montrer l’existence de nombres réels transcendants.

Exercice Soit K ⊆ L, et a ∈ L. Montrer que l’ensemble des polynômes qui
annulent x est un idéal engendré soit par le polynôme nul, soit par un polynôme
irréductible. On note πa ce polynôme quand il existe, et soit K[a] le plus petit
anneau contenant a et K. Montrer qu’il est égal à l’image par P 7→ P (a) de
K[X ]. On suppose toujours que πa existe. Montrer que K[a] est en fait un
corps, et que K[a] est un K-espace vectoriel de dimension deg(πa). Dans le cas
contraire, montrer que K[a] ≃ K[X ].

Déterminer πa pour a ∈ {
√

2, n
√

2,
√

3,
√

2+
√

3,
√

5+1
2 , 1

4 , exp
(

2iπ
3

)

, exp
(

iπ
2

)

, exp
(

2iπ
7

)

}.

Exercice Soit P = X2 − a avec a un rationnel. Montrer que si σ est un
automorphisme du corps Q(a) = {x +

√
ay; x, y ∈ Q}, alors σ(a) est une racine

de P . En déduire que Aut(Q(a)) s’injecte dans S2, et en déduire Aut(Q(a))
selon les valeurs de a.

Plus généralement, soit P un polynôme à coefficients rationnels, et α une ra-
cine (éventuellement complexe) de P . On note Q(α) le plus petit corps contenant
Q et α. Montrer que Aut(Q(α)) s’injecte dans Sdeg(P ). On suppose de plus que
P est irréductible. Montrer qu’en fait, on a Aut(Q(α)) ≤ deg(P ) = dimQ(Q(a)).
Déterminer ce groupe d’automorphismes si P = X3 − 1, puis si P = X3 − 2,
P = X4 − 2 et P = (X2 − 2)2.

Exercice Soit K un corps fini commutatif. Montrer qu’il existe des polynômes
de K[X ] sans racine sur K.

Exercice Soit K un corps fini commutatif à q éléments, avec q ≥ 2. Montrer

que l’application ϕ :
{

K[X ] → KK

P 7→ P̃
n’est pas injective. Elle est clairement

linéaire ; quel est son noyau ?

Exercice Soit K un corps commutatif, et P ∈ K[X ] un polynôme irréductible.
Montrer qu’il n’a pas de racine. Que dire de la réciproque ? Donner une condition
sur le degré de P pour que la réciproque soit valide.
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On définit une relation d’équivalence sur K[X ] comme suit : Q ∼ R ⇔
P | (Q − R). Vérifier que c’est bien une relation d’équivalence sur K[X ].
Montrer que si P est de degré n, alors il existe une bijection entre les classes
d’équivalence de ∼ et les polynômes de degré n − 1. Montrer que la classe du
polynôme nul est constituée des multiples de P .

Soient cl∼(Q) et cl∼(R) deux classes. On pose cl∼(Q)+cl∼(R) = cl∼(Q+R),
et cl∼(P )·cl∼(Q) = cl∼(P ·Q). Vérifier que ces opérations sont bien définies (c’est-
à-dire ne dépendent pas des représentants P et Q de chaque classe), et montrer
que (K[X ]/ ∼, +, ·) est un anneau. En utilisant le fait que P est irréductible,
montrer qu’il s’agit en fait d’un corps.

On note L = K[X ]/ ∼, c’est un corps d’après ce qu’on a établi précédem-
ment. Montrer qu’il existe un morphisme de corps (donc nécessairement injectif)
i : K → L. Ainsi, quitte à remplacer K par i(K) qui lui est isomorphe, on peut
supposer K ⊆ L. On pose a = cl∼(X). Montrer que P (a) = 0. On a donc
construit une racine de P dans un surcorps de K. C’est la façon la plus « natu-
relle » de définir C à partir de R, en posant C = R[X ]/ ∼, où P = X2 + 1, et
on note alors i la classe de X .

Montrer que L est un espace vectoriel sur K de dimension deg(P ).
Difficile : Prouver ce résultat qui généralise la relation entre irré-

ductibilité et racines : soit K un corps et P un polynôme de K[X ].
Alors, P est irréductible sur K si, et seulement s’il n’a pas de ra-
cine dans tout surcorps L de K de dimension au plus deg(P )/2 sur K
(quand n ∈ {2, 3}, on retrouve ce qui a été dit).

Difficile : Montrer qu’il existe un corps fini de cardinal pn pour tout
nombre premier p et entier naturel non nul n. Et réciproquement ?

Polynômes et algèbre linéaire

Exercice Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Si f ∈ L(E) et
P =

∑n

k=0 akXk est un polynôme réel, on note P (f) =
∑n

k=0 akfk ∈ L(E),
et R[f ] l’ensemble des endomorphismes de cette forme. Montrer que pour tout
f ∈ L(E), il existe un polynôme P non nul tel que P (f) = 0. On note πf le
polynôme minimal (au sens du degré) unitaire qui annule f . Montrer que si P
est un polynôme non nul annulant f , alors πf divise P . Trouver πf quand f
est l’identité, une homothétie, un endomorphisme nilpotent, un projecteur, une
symétrie.

Montrer que si f est inversible, alors f−1 est un polynôme en f .
Supposons que f ∈ L(E) admet un sous-espace stable noté F ; on note

f|F ∈ L(F ) la restriction à ce sous-espace stable. Montrer que πf|F
divise πf .

En déduire ce que vaut πf dans le cas d’un endomorphisme dont la matrice dans
une certaine base est diagonale. En particulier, s’il existe un vecteur non nul ~x
et un scalaire λ tel que f(~x) = λ~x (un tel λ est appelé une valeur propre de f),
alors λ est une racine de πf .

À présent, on suppose que E est de dimension finie égale à 2. Montrer que πf

divise X2 − tr(f)X + det(f). En déduire une condition nécessaire et suffisante
pour que f ait une matrice diagonale dans une certaine base. Généraliser à toute
dimension finie.

Difficile : montrer que πf divise det(f − XidE). Ceci prouve que les
racines de πf sont exactement les valeurs propres de f .
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Difficile : montrer que pour tout endomorphisme f , il existe une
droite ou un plan stable.

Exercice Montrer que ϕ :
{

Rn[X ] → Rn+1

P 7→ (P (0), P (1), . . . , P (n))
est un iso-

morphisme. Quelle est son application réciproque ?

Exercice Montrer qu’il existe une unique application polynomiale P de degré
n vérifiant P (0) = 0 et P (t + 1) − P (t) = Ctn−1 (C est une constante fixée).
Ou encore : il existe une unique suite de polynômes (Bn)n≥0 telle que B0 = 1,
B′

n+1 = Bn et
∫ 1

0 Bn = 0 pour n > 0.

Exercice Soit E un corps commutatif qui est un espace vectoriel réel de di-
mension finie. Montrer que E égale R ou C.

Exercice Déterminer la matrice de f :
{

Rn[X ] → Rn[X ]
P 7→ P (X + 1)

dans la

base canonique de Rn[X ], et déterminer son inverse. En déduire, si on a une

relation du type ad =
∑d

q=0

(

d
q

)

bq pour tout d entre 0 et n, une relation qui

exprime bd en fonction de ad pour tout d entre 0 et n. En déduire le nombre
de permutations sans point fixe dans Sn, et le nombre de surjections de J1, nK
dans J1, kK, si n ≥ k (montrer d’abord que nk égale la somme, pour j = 1 à n,

du nombre de surjections de J1, kK dans J1, qK fois
(

n
q

)

).

Exercice Soit P un polynôme réel de degré n qui prend des valeurs entières
en les entiers entre 0 et n. Montrer qu’en fait, P prend des valeurs entières en
tous les entiers.

Exercice Soit E un espace vectoriel réel, et f ∈ L(E) un endomorphisme.
Pour tout polynôme P =

∑n

k=1 akXk, on pose P (f) =
∑n

k=1 akfk ∈ L(E).
Soient P1 et P2 deux polynômes réels premiers entre eux. Montrer que

ker(P1P2(f)) = ker(P1(f)) ⊕ ker(P2(f)). En déduire les solutions réelles de
l’équation différentielle y′′′ − y′′ − 2y′ + 2y = 0.

Polynômes orthogonaux

Exercice Montrer qu’il existe une unique suite de polynômes (Tn)n≥0 tels que
cos(nθ) = Tn(cos(θ)) pour tout θ ∈ R, n ∈ N. Trouver une relation de récurrence
entre Tn, Tn+1 et Tn+2 pour tout n, et calculer T0, T1, T2.

Montrer qu’ils sont orthogonaux pour le produit scalaire sur R[X ] défini par
(P |Q) =

∫ 1

−1 P (t)Q(t) 1√
1−t2

dt. En déduire que T ⊥
n = Rn−1[X ].

Montrer que tout polynôme P réel de degré n ≥ 1 et de coefficient dominant
1 vérifie max−1≤x≤1 |P (x)| ≥ 1

2n−1 (on passe par P (cos(θ))).
Montrer que si P vérifie |P (x)| ≤ 1

2n−1 pour tout |x| ≤ 1, alors P = Tn

2n−1 .
Difficile : montrer que l’ensemble {x ∈ R; |P (x)| ≤ 2} est recouvert

par des intervalles dont la somme des longueurs est au plus égale à
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4. En déduire que si P est un polynôme complexe, alors la projection
orthogonale de {x ∈ C; |P (x)| ≤ 2} sur l’axe des réels est recouvert par
des intervalles dont la somme des longueurs n’excède pas 4.

Exercice Soit (Pn)n≥0 une suite de polynômes orthogonaux pour un produit
scalaire de la forme (P |Q) =

∫ b

a
P (t)Q(t)w(t)dt où a < b et w est une fonction

continue strictement positive. On a de plus deg(Pn) = n. Montrer que les Pn

sont scindés à racines simples, avec leurs racines dans l’intervalle [a, b].

Exercice Montrer que (P, Q) 7→
∑n

i=0 P (i)Q(i) est un produit scalaire sur
Rn[X ], et que les polynômes d’interpolation de Lagrange en 0, 1, etc., n sont
orthonormaux pour ce produit scalaire.
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