
Colle du 11 avril 2012 (MPSI1)Exerie Soit f une appliation non nulle de Mn(R) dans R, qui véri�e
f(AB) = f(A) · f(B) pour toutes matries A et B de Mn(R). Montrer que
f(A) 6= 0 si, et seulement si A est inversible.Exerie Soit (un)n≥0 une suite qui véri�e une relation de réurrene d'ordre
d (on peut prendre d = 2 ou 3, peu importe). On pose Xn =















un−d

un−d+1...
un−1

un















unveteur olonne à d entrées. Montrer qu'il existe une matrie A ∈ Md(C), nedépendant pas de n, telle que Xn+1 = AXn pour tout n ≥ 0.Soit (un)n≥0 une suite dé�nie par la relation de réurrene un + un−1 +
un−2 + un−3 = 0. Déterminer A dans e as, puis An pour tout n. En déduireune expression de un pour tout n.Exerie Soit M =





6 −124 −15
78 12 153
−16 60 −18



. Montrer que M3 = 0. Détermi-ner les solutions du système di�érentiel






x′ = 6x− 124y − 15z
y′ = 78x+ 12y + 153z
z′ = −16x+ 60y − 18zExerie Soit U =







1 · · · 1... . . . ...
1 · · · 1






. Caluler U2. Montrer que U est sem-blable à une matrie diagonale.Exerie Soit A =





−5 16 7
−2 10 10
1 −5 −5



. Montrer que A3 = 0. En déduire lesrésolutions du système d'équations di�érentielles






x′ = −5x+ 16y + 7z;
y′ = −2x+ 10y + 10z;
z′ = x− 5y − 5z.Caluler I3 + tA+ t
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A. Que remarque-t-on ?Exerie Soit B =





0 0 −1
1 0 −1
0 1 −1



. Montrer que B4 = I3.Soit (un)n≥0 une suite véri�ant, pour tout n ≥ 0, la relation de réurrene
un+3 + un+2 + un+1 + un = 0. On pose Xn =





un

un+1

un+2



. Montrer que pour tout1



n ≥ 0, on a Xn+1 = tBXn. En déduire l'expression de (un)n≥0 pour tout n ≥ 0,en fontion de u0, u1 et u2.Exerie On veut résoudre l'équation di�érentielle y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y = 0.On pose X =





y

y′

y′′



. Montrer qu'il existe une matrie C ∈ M3(R) telle que
X ′ = CX (le sens de X ′ est évident, je rois). Montrer, à présent, qu'il existeune matrie D diagonale, ave 2, 1 et −1 sur la diagonale, et P inversible tellesque C = PDP−1. En déduire une expression de P−1X , puis de X , puis de y.Exerie
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