Colle du 21 avril 2010

- Equations différentielles :

- Equations différentielles linéaires du premier ordre : Reprise du programme
précédent.

— Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants
et a second membre du type exponentielle-polynéme : Définition, résolution
de I’équation sans second membre, résolution de 1’équation avec second
membre, recherche d’une solution particuliere.

— Existence et unicité de la solution satisfaisant a une condition initiale
donnée.

— Espaces vectoriels euclidiens :

— Rappels et compléments sur les formes bilinéaires :

— Forme bilinéaire, forme bilinéaire symétrique, noyau d’une forme bilinéaire
symétrique, forme bilinéaire symétrique dégénérée, non dégénérée, forme
bilinéaire symétrique positive, définie positive.

— Matrice d’une forme bilinéaire dans une base, théoréme du noyau.

— Propriétés particulieres des formes bilinéaires symétriques positives : Cauchy-
Schwarz, Minkowski.

— Espaces vectoriels euclidiens : Définition, produit scalaire, carré scalaire,
norme.

— Orthogonalité : vecteurs orthogonaux, s.e.v. orthogonaux, orthogonal d’'un
s.e.v., théoreme de Pythagore.

Exercice Si f est un endomorphisme de E, et P =Y aX k¥ un polynome
de C[X], on note P(f) 'endomorphisme Y, _, aj f*, ot par convention f9 = id.
Montrer que ker(P Pa(f)) = ker(Pi(f)) @ ker(Pao(f)) si Py et Py sont pre-
miers entre eux, et en déduire les solutions de I’équation différentielle 3" + ay’ +
by = 0 selon les valeurs du discriminant de X2 + aX + b.
Généralisation : quelles sont les solutions de ’équation différentielle 3™ +
ary" Y + -+ any = 0.

Exercice (Avec l'exercice précédent)
Résoudre I'équation différentielle 34 + ¢ +1 = 0.

Exercice Montrer qu’il existe une unique suite de polynoémes (7},),>0 tels que
cos(nf) = T, (cos(d)) pour tout 8 € R, n € N. Trouver une relation de récurrence
entre T,,, Tp,4+1 et Ty 4+2 pour tout n, et calculer Ty, 17, T5.
Montrer qu’ils sont orthogonaux pour le produit scalaire sur R[X] défini par
1 1
(PIQ)= [, P(t)Q(t)\/%dt. En déduire que T = R,,_;[X].

Exercice Soit (P,),>0 une suite de polynémes orthogonaux pour un produit
scalaire de la forme (P|Q) = f; P(t)Q(t)w(t)dt ol @ < b et w est une fonction
continue strictement positive. On a de plus deg(P,) = n. Montrer que les P,
sont scindés a racines simples, avec leurs racines dans 'intervalle [a, b].



Exercice Résoudre le systeme différentiel suivant :

¥ = Tx+19y+ 33z
y = x+42y+4z
7 = —2x—5y—9z

Exercice Montrer que (P,Q) — Y., P(i)Q(i) est un produit scalaire sur
R, [X], et que les polynémes d’interpolation de Lagrange en 0, 1, etc., n sont
orthonormaux pour ce produit scalaire.

Exercice Montrer que pour tout (z1,...,z,) € R?, (30, 2;)° <n >0 a2,
Cas d’égalité?

Exercice Montrer que dans une base convenable d'un R-espace vectoriel F,
une forme quadratique non dégénérée a pour matrice diag(1,...,1,—1,...,—1).
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