LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Suites récurrentes d’ordre 3 et polynémes d’endomorphismes

©Q On montre comment linterprétation d’une relation de récurrence en termes de noyau de polynémes
d’endomorphismes permet d’expliciter des suites récurrentes linéaires d’ordre 3, en se ramenant a I’expli-
citation de suites récurrentes linéaires d’ordre 1 ou 2 (ou la structure est bien connue).

Exercice 1. Soient E' un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
f2=7f=10f = —70Idg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 7Idg) @ ker(f — +/10Idg) @ ker(f + v/101dg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), 5, de RN vérifiant :

Vn €N, Uyiz— Tupio — 10U, = —70u,. (1)

Exercice 2. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
fP=3f = f=-3ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),,, de RY vérifiant :

Vn €N, Upyz — 3Unio — Upp1 = —3Uy. (1)

Exercice 3. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
P =12+ 8f —8ldg = Oyp). (*)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + 8Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~ = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

VneN, Upiz— Upio+ Supir — 8u, = 0. (1)

Exercice 4. Soient E un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
P+ fP=3f=—ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f —Idg) & ker(f — <\/§ — 1) Idg) @ ker(f — (—\/§ - 1) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~ = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

Vn € Na Un+3 + Upt2 — 3un+1 = —Un. (T)

Exercice 5. Soient EF un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f% — f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>0 de RY vérifiant :

VneN, upi3+u,=0. (1)

Exercice 6. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
P fP42f=—2dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)@O de RY vérifiant :

Vn €N, Upiz+ Upio + 2Upi1 = —2uUpy,. (1)

Exercice 7. Soient E' un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
fP+2f°—8f=161dg. (%)
1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — 2+/2Idg) @ ker(f + 2+/21dg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

Vn €N, upi3+ 2uyi0 — Uy = 16u,. (1)

Exercice 8. Soient E' un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
fP4+5f+5f+1dg = Oup). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) ® ker(f — (\/g — 2) Idg) @ ker(f — (—\/3 — 2) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

Vn €N, U, 3+ Do+ dupi1 + u, =0. (1)

Exercice 9. Soient E un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de F qui vérifie:
fP4+2f—-9f=101dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f+1Idg) @ ker(f — (% V4T — %) Idg) @ker(f — (—% V4l — %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

Vn €N, i3+ 2Upio — Yy = 10u,. (1)

Exercice 10. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

[ =817 f* — f + 817Idp = Opp). (%)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 817ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

Vn €N, upi3—81TuUpio — Upy1 + 817w, = 0. (1)

Exercice 11. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP+17f2 417 f = —161dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 161dg) & ker(f? + f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),~o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

VneN, upi3+ 1Tu,o + 17Uy = —16u,. (1)

Exercice 12. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP—4f—f=—Aldg. (%)
1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 4ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn €N, tpyz — Apio — Upp1 = —4uy,. (1)

Exercice 13. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP+6249f+21dg = Oyp). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (\/§ — 2) Idg) @ ker(f — (—\/3 - 2) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

VneN, upi3z+ 6uyio+ Uy + 2u, = 0. (1)

Exercice 14. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP+2243f+21dg = Op). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~ = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn € N, Unp43 + 2un+2 + 3Un+1 + 2un =0. (T)

Exercice 15. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

f3—5f2—12f+36IdE:OL(E) (*)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 6ldg) @ ker(f — 2Idg) & ker(f + 3ldg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),-, de RY vérifiant :

VneN,  uyi3— duyio — 12U, + 36u, = 0. (1)

Exercice 16. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P+ P+ f=—ldg (*)
1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn € N7 Up+3 + Upy2 + Uptp1 = —Up. (T)

Exercice 17. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fs—f2+5f—5IdE:OL(E). (*)
1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + 5Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn €N,  Upys — Ungo + dUpyr — Su, = 0. (1)

Exercice 18. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=4f*—8f—3ldp = Onp). (%)

1. Montrer qu'on a: E' = ker(f+Idg) @ ker(f — (% V3T + g) Idg) @ ker(f — (—% V3T + g) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

VneN, U, 3 — 4u,0 — 88Uy — 3u, = 0. (1)

Exercice 19. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
2461 —43 f —2581dp = Op(p). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 6Idg) @ ker(f — v/431dg) @ ker(f + v/431dg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

Vn €N, upi3+ 6u,0 — 43U, — 258u, = 0. (1)

Exercice 20. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P42 —6f=38ldg. (%)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

1. Montrer qu'on a: F = ker(f+2ldg)®ker(f— (% VIT + %) Idg)@ker(f— (—% V1T + %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5q (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>0 de RY vérifiant :

Vn €N, Upiz+ Upro — 66Uy = Suy,. (1)

Exercice 21. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fs_f2+f_IdE:0L(E)- (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f* + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),,, de RN vérifiant :

Vn € N, Up+3 — Upt2 + Upt1 — Up = 0. (T)

Exercice 22. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 41dg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5q (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

VneN, upiz— 4uyio+ upry — 4u, = 0. (1)

Exercice 23. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f2=5f=9f+13ldg = Oyp). (*)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f —Idg) & ker(f — <\/1_7—|— 2) Idg) & ker(f — (—\/1_7—|— 2) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

VYn €N, Uyi3 — Do — Yupiq + 13u, = 0. (1)

Exercice 24. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P45 +2f=_8ldg. (%)
1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 4Idg) ® ker(f — Idg) @ ker(f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),,~o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn €N, upiz+ Supio + 2Uyy1 = 8uy,. (1)

Exercice 25. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

fP =14 f* =13 f = 301dg. (%)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 15Idg) @ ker(f% + f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un), > = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),-, de RY vérifiant :

VneN, wu,i3— 14u, 19 — 13U, 11 = 30u,. (1)

Exercice 26. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 2Idg) & ker(f — <\/2114—46) Idg) & ker(f —
(— /2114 — 46) Id).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

Vn €N,  upiz+ 94U, 0 + 186w, 1 + 4u, = 0. (1)

Exercice 27. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=3f*+ f=3ldp. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 3Idg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn €N, Upiz— 3Upio + Uprr = Uy, (1)

Exercice 28. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f3—15f2+15 f = 141dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 14Idg) & ker(f? — f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

VYn €N,  upi3 — 15Uy 9 + 15u, 1 = 14u,. (1)

Exercice 29. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
[P =10 f = 9ldp = Orp). (%)

1. Montrer qu'on a: E' = ker(f+1dg) @ ker(f — (% V37 + %) Idg) @ ker(f — (—% V3T + %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

VneN, up,i3— 10u, 1 — 9u, =0. (1)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 30. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),-, de RY vérifiant :

Vn € N, Up+3 + Up+-2 + 2un+1 + 2U/n =0. (T)

Exercice 31. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
[P = 2427 f =271dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f* + 271dg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn €N, Upiz — Upio + 27Uy 1 = 27TUy,. (1)

Exercice 32. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP+5f2—9f—451dp = O m). (%)

1. Montrer qu’on a: E = ker(f + 5ldg) @ ker(f — 3ldg) @ ker(f + 31dg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)@O de RY vérifiant :

Vn €N, upiz~+ dupio — YUy — 45u, = 0. (1)

Exercice 33. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fPH6f=8f=—Idg. (%)

1. Montrer qu'on a: F = ker(f —Idg) @ ker(f — (% V53 — %) Idg) @ker(f — (—% V53 — %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),,, de RY vérifiant :

Vn € N, Up+3 + 6un+2 - 8un+1 = —Up. (T)

Exercice 34. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P+T749f+18ldg = Op). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 6Idg) & ker(f? + f + 3Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)@O de RY vérifiant :

Vn €N, Upiz+ Tupio + YUy + 18u, = 0. (1)
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LA BANQUE DES CENT

Exercice 35. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie: — page 93
fP46f*—14f =4ldg. (%)
1. Montrer qu’on a: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — (\/ 14 — 4) Idg) @ ker(f — (—\/14 — 4) Idg).
2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :
VYn €N,  uyi3+ 6Upio — 14u, 1 = 4u,. (1)
— page 94

Exercice 36. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
2=+ f—1Idp = Oup). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + Idg).
2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

()

VneN, Upig— Upio+ Ups1 — Uy = 0.

Exercice 37. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie: — page 97
P+ fP+2f=-2dg. (%)
1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 2Idg).
2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),,, de RY vérifiant :
Vn € N, Un+3 + Un+2 + 2Un+1 = —2un ("')
— page 101

Exercice 38. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=2f*=21f+22ldg = Orp). (%)

1. Montrer qu'on a: E' = ker(f —Idg) @ ker(f — (% V89 + %) Idg) ®ker(f — (—% V89 + %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn €N, uyi3— 2Uyi0 — 21Uy + 22u, = 0. (1)
— page 102

Exercice 39. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

f2=8f*—19f = —2ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (2 V6 + 5) Idg) ® ker(f — (—2 V6 + 5) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5q (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

()

VneN, upig— 8upio — 19Up1 = —2u,,.
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Exercice 40. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f — v/2Idg) ® ker(f + v/2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),,, de RY vérifiant :

VYneN, Upiz— Upio — 2Upy1 + 2u, = 0. (1)

Exercice 41. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f — v/3ldg) @ ker(f + v/3ldg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

VYn €N, Uiz + tUpio — Uy — 3u, = 0. (1)

Exercice 42. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 7ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

VneN, upi3— Tupio — Uprq + Tu, = 0. (1)

Exercice 43. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
2= f2+30 f = 301dp. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f* + 30Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

VYn €N, Uiz — Upio + 30U, = 30u,. (1)

Exercice 44. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P46 +7f+10ldg = O m). (%)

1. Montrer qu'on a: F = ker(f + 5Idg) @ ker(f? + f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

Vn €N, upiz+ 6upio+ Tuyyr + 10u, = 0. (1)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 45. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P+ P+ f+1dp = Oyp). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),~o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn € N7 Up+3 + Upy2 + Upp1 + Uy = 0. (T)

Exercice 46. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP+ 246 f=—6ldp. ()

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 61dg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn €N, Upyz + Unyo + 6y = —6uy,. (1)

Exercice 47. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fPrafP+5f=—6ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 3Idg) @ ker(f? + f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

VneN, upi3z+ dupio + duyy = —6uy,. (1)

Exercice 48. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
242 f=-3ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? — f + 3Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

Vn €N, tpis+ 2upiy = —3uy,. (1)

Exercice 49. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=3f—4f=—121dpg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — 2Idg) & ker(f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

VYn €N, Uiz — 3upio — 4ty = —12u,. (1)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 50. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP-2f-2f=—4ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — v/2Idg) @ ker(f + v/2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

VneN, Uiz — 2Upio — 2Upy = —4u,. (1)

Exercice 51. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
[P = f* =59 f +591dp = Op,(p). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f — v/591dg) @ ker(f + v/591dg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),,, de RY vérifiant :

Vn €N, Upiz — Upio — D9upi1 + H9u, = 0. (1)

Exercice 52. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f* — f + 31dg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~ = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

Vn € N, Un+3 + 2U/n+1 + 3un = 0. (T)

Exercice 53. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=3f*+27f=281ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 3Idg) & ker(f? + 27Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>0 de RY vérifiant :

VneN, upi3— 3upie + 27U, = 8luy,. (1)

Exercice 54. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P44 —8f=32dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 4Idg) @ ker(f — 2+/2Idg) @ ker(f + 2+/21dg).

2. En appliquant la question précédente a '’endomorphisme f : (un)@o — (un+1)n>0 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

VYn €N, upiz+ 4upio — Sy = 32u,. (1)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 55. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f2+30f2 — f—30ldg = Op(p). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 30ldg) @ ker(f — Idg) & ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

VneN, wu,i3+ 30U, 0 — Uy — 30u, =0. (1)

Exercice 56. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P43+ f—2ldp = Oyp). (%)

1. Montrer qu’on a: E = ker(f +2Idg) @ ker(f — (% V5 — %) Idg) @ ker(f — (—% V5 — %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

VneN, upiz~+ 3upio+ Upi1 — 2u, = 0. (1)

Exercice 57. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
24212+ f=—271dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 27Idg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5q (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

VneN, upiz~+ 2Tupio + Uprr = —27Tu,. (1)

Exercice 58. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f2=3f—2f+4ldp = Op). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) & ker(f — <\/3+ 1) Idg) @ ker(f — (—\/5 + 1) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),-, de RY vérifiant :

Vn €N, U, 3— 3uypo — 2Upyq + 4u, = 0. (1)

Exercice 59. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f2—3f=2dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 2Idg) ® ker(f? + 2 f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn €N,  Upyg — 3Upgr = 2uy,. (1)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 60. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=f+ f=1dg (%)
1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f* + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),,~o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn € N, Up+3 — Upt2 T Upy1 = Up. (T)

Exercice 61. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f2=3f-30f=-90ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 3Idg) @ ker(f — v/301dg) @ ker(f + +/30Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un), - = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RN vérifiant :

VneN, Uiz — 3uyio — 30U, = —90u,. (1)

Exercice 62. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
= +5f=>5ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + 5Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn €N, Upi3— Upio + DUy = duy,. (1)

Exercice 63. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
3496 f2—95 f = —1941d. (%)

1. Montrer qu'on a: F = ker(f + 971dg) @ ker(f* — f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

VneN, U,z + 96u,0 — 95U, = —194u,,. (1)

Exercice 64. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP= 1+ f—1dg = Oym). (*)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) ® ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5q (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>o de RY vérifiant :

Vn € Na Up43 — Upt2 + Upt1 — Up = 0. (T)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 65. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P+ 2 =14 f —14ldp = O p). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f — v/14Idg) @ ker(f + v/141dg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),~o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn €N, Upiz+ Upio — 14u, 1 — 14u, = 0. (1)

Exercice 66. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=1f+8f=2ldp. ()

1. Montrer qu'on a: E = ker(f —Idg) & ker(f — (ﬁ—l— 3) Idg) @ ker(f — (—\/7—1— 3) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

Vn €N,  upiz — Tupio + 8upyr = 2uy,. (1)

Exercice 67. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E =ker(f —Idg) @ ker(f — 2ldg) & ker(f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)@O de RY vérifiant :

VYn €N, Uy z— Upio — dUpi1 + 4u, = 0. (1)

Exercice 68. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
2= f2=7f—2ldg = O (m). (%)

1. Montrer qu'on a: £ = ker(f+2Idg)®ker(f — (% V13 + %) Idg)@ker(f— (—% V13 + %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

VneN, Upiz— Upio — TUpyi — 2u, = 0. (1)

Exercice 69. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f2=3f— f+3ldg = Onp). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

VneN, upi3— 3Upio — Uppq + 3u, = 0. (1)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 70. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=3f*+ [ =3ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 3Idg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn €N, Upiz— 3Upio + Uprr = Uy, (1)

Exercice 71. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=5f+ f=>5ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 5Idg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

Vn € N, Un+3 - 5un+2 + un+1 = 5un (T)

Exercice 72. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=2f*=2f=-3ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: F = ker(f —Idg) @ ker(f — (% V13 + %) Idg) @ker(f — (—% V13 + %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

VYn €N, Uiz — 2Upio — 2Upp1 = —3Uy. (1)

Exercice 73. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P43+ f—2ldp = Oyp). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f +2Idg) @ ker(f — (% V5 — %) Idg) @ ker(f — (—% V5 — %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)n>0 de RY vérifiant :

VneN, U3+ 3upio+ Upyr — 2u, = 0. (1)

Exercice 74. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

fP=f=f=-ldg. (%)
1. Montrer qu'on a: F = ker(f + Idg) @ ker(f* — 2 f + Idp).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn € Na Up+3 — Up42 — Up41 = —Up. (T)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 75. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
FP= 4 f—1dg = Oy (*)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) ® ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),-, de RY vérifiant :

Vn € N7 Up43 — Upt2 + Uptp1 — Up = 0. (T)

Exercice 76. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=2f+3f—2ldg = O(p). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) ® ker(f? — f + 2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un), - = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

VneN, upi3— 2Upio+ Uy — 2u, = 0. (1)

Exercice 77. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
[P =8 f* =53 f+60ldg = Orp). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 12Idg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + 5ldg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)@O de RY vérifiant :

VYn €N,  u,i3— 8uyio — 53Uy + 60u, = 0. (1)

Exercice 78. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f3 — f2 -+ 13f — 131dE = OL(E) (*)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + 131dg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

VneN, upiz— Upio+ 13U,y — 13u, = 0. (1)

Exercice 79. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
f?=5f=4ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f+1Idg) @ ker(f — (% V1T + %) Idg) @ker(f — (—% V1T + %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)@O de RY vérifiant :

Vn € N, Upyg — dupgr = 4uy,. (1)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 80. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 3Idg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un),,-, de RN vérifiant :

VneN, upi3— 3Upio — Uy + 3u, = 0. (1)

Exercice 81. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=2f = f+2ldg = Oyp). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

Vn €N, upiz3— 2Upo — Upy1 + 2u, = 0. (1)

Exercice 82. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
FP+10f2+8f =Tdp. ()

1. Montrer qu'on a: E = ker(f+1Idg) @ ker(f — (% V85 — %) Idg) @ker(f — (—% V85 — g) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

Vn €N, upiz+ 10U, 0 + 8Upi1 = Uy. (1)

Exercice 83. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=34f*— f=—34ldp. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 34ldg) & ker(f — Idg) & ker(f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),-, de RY vérifiant :

VYn €N, Upiz— 3upio — Uy = —34Uy,. (1)

Exercice 84. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu’on a: F = ker(f —Idg) @ ker(f — (% V5 — %) Idg) @ ker(f — (—% V5 — %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~ = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn € N, Up+3 — 2un+1 +u, = 0. (T)
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Exercice 85. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP+8f+14 f =5ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f+5ldg)®ker(f— (% V13 — %) Idg)@ker(f— (—% V13 — %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>0 de RY vérifiant :

Vn € N upi3+ 8upio + 14uy1 = duy,. (1)

Exercice 86. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P+72411f +5ldp = Op). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 5Idg) @ ker(f? + 2 f + Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

VneN, upiz+ Tupio + 1luy, g + du, = 0. (1)

Exercice 87. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
2=+ f—1dg = Oyp). (%)

1. Montrer qu’on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~ = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RY vérifiant :

Vn € N7 Up43 — Upt2 + Uptp1 — Up = 0. (T)

Exercice 88. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=2f*—2f=—4ldg. (%)
1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — v/2Idg) @ ker(f + v/2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

Yn €N, Upig — 2Upio — 2Upyy = —4Uy,. (1)

Exercice 89. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
2 —2f?=—Idg. (%)

1. Montrer qu’on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f — (% V5 + %) Idg) @ ker(f — (—% V5 + %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f : (un),5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), -, de RN vérifiant :

Vn € N, Up+3 — 2un+2 = —Un. (T)
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Exercice 90. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — Idg) @ ker(f — v/2Idg) ® ker(f + v/2Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),,, de RY vérifiant :

VYneN, Upiz— Upio — 2Upy1 + 2u, = 0. (1)

Exercice 91. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP+4f-3f=12Idg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 4ldg) @ ker(f — /3ldg) @ ker(f + v/31dg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~ = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy,), 5, de RN vérifiant :

Vn eN, upis+dupio — Uy = 12u,. (1)

Exercice 92. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
P42, +3f+6ldg = Op). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f? + 3Idg).

2. En appliquant la question précédente a I’endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),50 (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy),,, de RY vérifiant :

VYn €N,  Upiz+ 2Upio + 3tyyq + 6u, = 0. (1)

Exercice 93. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
[P+ f2+21 f+211dg = Oyp). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 211dg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~ = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

Vn € N, Un+3 + Un+2 + 21'LL7H_1 -+ 21un =0. (T)

Exercice 94. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=2f*—54f+108ldg = O(p). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — 3/61dg) @ ker(f + 3/61dg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

Vn €N, upi3— 2Uyio — Hdu, 1 + 108u, = 0. (1)
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Exercice 95. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=2f*=11f—8ldg = Opp). (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f+1dg) @ ker(f ( VAl + )IdE)@ker( —(—f\/_—k )IdE)

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), 5, de RN vérifiant :

VneN, upi3— 2,0 — 11u, 1 — 8u, = 0. (1)

Exercice 96. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
PPt P+ f=-ldg. ()

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (un)n>o de RY vérifiant :

Vn € N7 Up+3 + Upy2 + Upp1 = —Up. (T)

Exercice 97. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
2 +2 2 —1dp = Oypy. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + Idg) @ ker(f — (% V5 — %) Idg) @ ker(f — (—% V5 — %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f @ (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn € N, Upy3 + 2Un+2 —u, = 0. (T)

Exercice 98. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP4+9f°+5f=—451dg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f 4 91dg) & ker(f? 4 5Idg).

2. En appliquant la question précédente a I'endomorphisme f : (un),~q = (Unt1),5, (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (Un)@() de RY vérifiant :

Vn €N, Upiz+ pio + Dy = —45u,. (1)

Exercice 99. Soient F un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
fP=2f—4f=-3ldg. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f —3Idg) @ ker(f — (% V5 — %) Idg) @ ker(f — (—% V5 — %) Idg).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,5o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

Vn €N, Uiz — 2Upio — 4y = —3Uy,. (1)
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Exercice 100. Soient £ un R-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E qui vérifie:
3 —166 f2 — 497 f = —301dp. (%)

1. Montrer qu'on a: E = ker(f + 3ldg) & ker(f — (% \/3169—1—%) Idg) @ ker(f —
(—3 /3169 + 159) Idp).

2. En appliquant la question précédente a 'endomorphisme f @ (un),,~o = (Unt1),5o (défini sur
un espace que vous préciserez), donner la forme explicite des suites (uy), -, de RN vérifiant :

Vn € N, Up4+3 — 166un+2 — 497Un+1 = —30Un ("')
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Corrigé 1. + page 1

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/TO,—\/E, 7}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/1_O> (X — \/1_0) (X —7), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f = 7dg) o (f = V10Idg) o (f + VI0ldg) = (f — 7Idg) o (f* — 101dg)
=fP—7f*-10f+70ldg

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/1_0, —/10, 7}, et on
a comme attendu: E = ker(f — 7ldg) @ ker(f — v/10Idg) @ ker(f + +/101dg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((“n)@o) =

f ((un+1>n>0) = (U(n+1)+1)n>0 = (Un+2)n>0, et:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

7 ((un)n>0) —7f? ((Un>n>0) —10f ((un)@O) = (Unt3 — Ttz — 10Up11),50
= (=T0un),>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=7f*=10f = —70Idg (cette identité prouve en passant que £ = ker(f3 —7 f> —10 f +
70Idg), or f3 —7 f%> —10 f + 70Idg commute avec f en tant que polyndome en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit: E = ker(f —7ldg) @ker(f —/101dz) @ ker(f ++/10Idg). Autrement dit : toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f — 7Idg), dans ker(f —+/10Idg) et dans ker(f 4+ +/10Idg). Or il s’avere
qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (u,),-, € E,
on a:

(tn)psg € ker(f = Tldg) <= f (un),z0) = 7 (Un),z0 = (0)20 <= V0 €N, tpy1 = Tu,.

Autrement dit : ker(f — 7Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 7, c’est-
a-dire de la forme (u,),-, = (a-7"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
)

de ker(f — +/10Idg) et ker(f + +/101d).

Concluons. On a (uy),-o € E = ker(f — 7ldg) @ ker(f — v/10Idg) @ ker(f + v/10Idg) si et
seulement si (uy),5, est somme d’un élément de ker(f — 71dg), de ker(f — v/10Idg) et de
ker(f 4+ v/10Idg), si et seulement si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

J(a,b,c) € R, ¥n €N, u, :a-7"+10%"b+c(—\/1_0>n
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Corrigé 2. + page 1

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,3, —1}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 1)(X — 1)(X — 3),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéome annulateur de f. Or:

(f = 31dg) o (f —1dg) o (f +1dg) = (f - 3ldg) o (> — Idp)
=fP—3f— f+3ldg

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,3, —1}, et on a comme
attendu: E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((un)n>0) =

F((m)0) = (0s10) 1y = 02

f? ((un)ngo) =f <f2 ((un)n>0>) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

P2 () m0) = 372 ((n)nso) = F () nso) = (Unss = Bttns = i) g

= (=3un),50

car (uy),-, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2=3 f2— f = —3Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f?—3 f?— f+3Idg), or
3 =3 f?— f +31dg commute avec f en tant que polynome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg). Autrement dit: toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 31dg), dans ker(f —Idg) et dans ker(f + Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces
trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(Un),so € ker(f —3ldg) <= f ((un)n>0) =3 (Un)pso = (0),50 <= Vn €N, upy1 = 3u,.

Autrement dit : ker(f —3Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3, c’est-
a-dire de la forme (u,),-, = (a-3"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),-, € £ = ker(f —3ldg) @ ker(f —Idg) @ ker(f + Idg) si et seulement
si (Un),>o est somme d'un élément de ker(f — 3ldg), de ker(f —Idg) et de ker(f + Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-3"+(=1)"c+b.

Corrigé 3. + page 1
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1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X? + 8 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 1 donne: 9 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Idg) @ ker(f? + 81d) = ker ((f —1dg) o (> + 8dg))
=ker(f* — f2+8f —8ldg).
Or d’apres Pégalité (x) ona: f3— f?+8 f—8Idg = Orp), donc: ker(f*— f?+8 f—8Idp) = E.
D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 8Idg), puis en montrant que

ker(f — Idg) et ker(f? 4+ 8Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 8 par X — 1. On a en effet:

X248=(X-1)Q+9,

avec () € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

f2(@) + 8% = (f = 1dg) 0 Q(f)(T) + 97. (1)

Remarquons également que 'on a: X? — X? +8X — 8 = (X — 1) (X?+ 8). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme F = ker(f — Idg) + ker(f? + 8Idg):

2= 28 —8ldg = (f —1dg) o (f2+8ldg) = (f*+8ldg) o (f —Idg).  (})
Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (7, 2) € ker(f —
Idg) x ker(f? + 8Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela :
1

=g+ T et 7= (f —1de) 0 Q)

Isoler 7 dans I'égalité (1) implique immédiatement que 'on a: & = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f* + 8Idg). On a:

1 8

(f = 1e) (7) = ( = 1) (7 (@) + 57)

1 8
= (f —1Idg)o (9 A+ QIdE) (Z)
w1/ 2 .
=5 (P =P8y —slp) (@)
@
donc: i € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+ 81dg) (%) = ; (2 +81dg) ((f = Idg) 0 Q(f)(#))
D 2(f° - 1+ 8f - 81d) (QUN@)

*

= 0.

—
~
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donc: Z € ker(f? + 8Idg). On a donc bien démontré que pour tout # € F, il existe (¢, 2) €
ker(f —Idg) X ker(f%+ 8Idg) tel que: ¥ = g+ Z. Donc: E = ker(f —Idg) + ker(f? + 8Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — Idg) N ker(f? + 8Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f —Idg) Nker(f?+8Idg). On a donc: (f —Idg) (Z) = 0, et: (f? + 8Idg) (&) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur 7, on a donc: 9% = 0 + 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si & € ker(f — Idg) Nker(f? + 8Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) N ker(f? + 8Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? + 8Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (¢, ) € ker(f — Idg) X ker(f* + 8Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (Iexistence du couple montre que F = ker(f — Idg) + ker(f? + 8Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f — Idg) x ker(f* + 8Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f — Idg), on a: f(¥) = ¥, et la condition Z' € ker(f* + 8Idg)
implique: f2 (%) + 87 = 0, puis: f2(Z) = —8%. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I’égalité ¥ = iy + 2z suffit, puisque cela nous donne:

r = 7 +Z r = ¥y + Z
f@) = f) +f(2) —=1{ f@ = ¥ + f(@
@) = 2+ @ =y - 8

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + 8Lq, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si i et Z conviennent, alors :

1 8 1 1
Synthése. Soit T € E. Posons: i = § f2(Z) + 5, et: 7= —§f2(¥) + §&. Vérifions qu'on a

bien 7 = ¢+ Z d’une part, et i € ker(f —Idg), Z € ker(f? + 8Idg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f —Idg) et Z € ker(f? + 8Idg): cela revient & démontrer que (f — Idg) () =0
et (f*+8Idg) (2) = 0. Or:

1 8

(f = 1g) (7) = (f ~ Wo) (51 (@) + 57)

puisque par hypothese de I'énoncé: f* — f2 + 8 f — 8Idg = Orp); donc § € ker(f — Idg).
Par un argument analogue :

(72 4 81d5) (2) = — 5 £ (@) -

25



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

et comme: 2 = f2—8 f+8Idg, on a aussi: f* = f2—8 f2+8 f, ce qui permet de simplifier
I'égalité précédente pour en déduire: —§ f4 (&) — L f2(2) + 57 = 0, donc 7 € ker(f? + 8Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout Z € F, il existe i € ker(f —Idg) et 2 € ker(f*+8Idg)
uniques tels que: ¥ = i+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f* + 8Idg).

Remarque. Pour simplifier —3 f* (Z) — § /2 (Z) + 57, une démarche plus méthodique aurait

été d’effectuer la division euclidienne de —éX 4 gX 2 4+ % par le polynéme annulateur
X3 — X2 4+ 8X — 8, pour remarquer que:

1 7 8 1 1

— Xt X% = (X?-X?+8X -8 -(—X—)

9 9 * 9 ( * ) 9 9

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

—;f4—;f2+SIdE:(f3—f2+8f—8IdE)0<—;f—;IdE>

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>0) =

7 () = (103, = (2

f3 ((un)n>0> =/ (f2 ((un)n>0)) =/ ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f3 ((un>n>o> - f2 ((un>n>o> +8f ((un)n>o> -8 (un)n>o = (Up43 — Upgo + BUpy1 — 8“ﬂ)n>0
= (0)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
3= f?+8 f—8Idg = Or(p) (cette identité prouve en passant que E = ker(f*— f2+8 f—8Idg),
or f3— f2+8 f —8ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f —Idg)@ker(f?+8Idg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f%+ 8Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (Un)@() € F,ona:

(tn)pso € ker(f = Tdg) <= f ((Un)20) = (tn)psg = (0),2 <= V1 €N, tpi1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite:

n=0 =

(un)n>0 < ker(f2 + 8ldg) < f2 ((Un)n>0) + 8 (un)n>0 = (O)n>0
< Vn €N, uyio+ 8u, = 0.
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Autrement dit: ker(f? + 8Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? 4+ 8 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = 2i V2 et ry = —2i1/2
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ; est: 7| = 2 V2277, La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1 n
VneN, u, = <bcos (2 7m> + csin (2 7m>> <2 \/5) , avec (b,c) € R?.

Concluons. On a (uy,),,-, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* + 8Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d'un élément de ker(f — Idg) et d'un élément de ker(f? + 8Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

1 1 n
(a,b,c) € R VneN, u, =a+ (bcos (27m> + csin (27m>> (2\/5) .

Corrigé 4. + page 1

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—\/5 —1,v2-1, 1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X +v2+ 1) (X —V2+ 1) (X — 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un poly-
noéme annulateur de f. Or:

(f =1dg)o (f = (V2= 1)1dg) o (f = (V2 - 1)1dg) = (f — Idg) o (f*+2f ~ Idg)
=[P4 [ =3f+ 1y

(;) 0L(E)7

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—\/§ —1,v2 -1, 1}, et
on a comme attendu: E = ker(f —Idg) ® ker(f — (\/§ — 1) Idg) ® ker(f — (—\/§ — 1) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de £, on a: 12 ((“n)n>o) =

f ((un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

P2 ((tn)zo) = £ (£ ((Wn)azo)) = f ((Uns2)uz0) = (wimraren) ) = (tnss),ng

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((Un)@())) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f ((un)n>o) + f? ((un)n>o> —3f ((un>n>o> = (Un+3 + Unt2 = BUn41),50

= (—Un),>0

=

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2+ f2 =3 f = —Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+ f2—3 f +1dg), or
2+ 2 =3 f +Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
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Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f —Idg) ® ker(f — (\/§ - 1) Idg) @ ker(f — (—\/§ - 1) Idg). Autrement dit : toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f —Idg), dans ker(f — (\/5 — 1) Idg) et dans ker(f — (—\/§ - 1) Idg).
Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(Un),o € E, on a:

(Un)pso € ker(f —Idp) <= f ((un)n>0> — (Un)ys0 = (0),50 == Vn €N, tpi1 = up.

Autrement dit: ker(f — Idg) est l'espace vectoriel des suites constantes, de la forme
(Un) 0 = (@), avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f — (\/§ — 1) Idg)
et ker(f — (—\/§ - 1) Idg).

Concluons. On a (un),., € E = ker(f — Idg) @ ker(f — (\/5— 1) Idg) @ ker(f —
(—\/5— 1) Idg) si et seulement si (uy),., est somme dun élément de ker(f — Idg), de

ker(f — (\/5 — 1) Idg) et de ker(f — (—\/5 — 1) Idg), si et seulement si, d’apres I'explicita-
tion ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, =a+ b(\@ — 1)n + c(—\/§ — 1>n.

Corrigé 5. + page 1
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 — X +1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 3 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +Tdg) @ ker(f? — f +Idg) = ker ((f +1dg) o (f* = f +1dg))
= ker(f* + Idg).
Or d’apres I'égalité (x) on a: f? + Idg = Opg), donc: ker(f* +Idg) = E. D’ot le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f +Idg) +ker(f? — f +1Idg), puis en montrant que

ker(f + Idg) et ker(f? — f + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? — X + 1 par X + 1. On a en effet:

X2 X+1=(X+1)Q+3,

avec @) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

f2(@) — £ (@) + 2 = (f +1dg) 0 Q(f)(T) + 3. (1)

Remarquons également que l'on a: X2 +1 = (X +1)(X?— X +1). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme E = ker(f + Idg) + ker(f? — f + Idg):

P4 1dp = (f +1dg) o (f* = f+1dp) = (f* = f +1dr) o (f + 1dg). (1)
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Preuve de l'égalité E = F 4+ G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (v, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? — f + Idg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Posons pour cela:

1 1 -

LR @@ aE e F= S (el e QU@

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f? — f + Idg). On a:

. 1 o 1, 1
(f +1de) () = (f +15) (57 (@) = 57 () + 57)
1 1 1
= I Zf2 z )
(f + dE)o< frmg fglde
@1 (f3+IdE)( 7)
d 6
donc: ¥ € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(ﬂ—f+kmﬂa=1(P—f+m@«f+mmqux@>
D2 (£ 4 1dp) (QUN@))

—

*

=2} OJM—t

donc: Z € ker(f? — f+1Idg). On a donc bien démontré que pour tout Z € F, il existe (1, Z) €
ker(f+1Idg) xker(f?— f+Idg) tel que: ¥ = y+2. Donc: E = ker(f+Idg)+ker(f*— f+1dp).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f + Idg) Nker(f? — f +Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f+Idg)Nker(f2— f+Idg). Onadonc: (f +1dg) (#) =0, et: (f2 — f + 1dg) (¥) = 0.
En considérant (}) avec ce vecteur #, on a donc: 3% = 0+0 =0, dou le résultat: on a
montré que si Z € ker(f 4 Idg) Nker(f2 — f + Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: F = ker(f + Idg) Nker(f? — f + Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? — f + Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f +Idg) x ker(f% — f + Idg) tel
que: ¥ = i+ Z (I'existence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? — f + Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit Z € E. On suppose qu’il existe (7, Z) € ker(f + Idg) x ker(f? — f + Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer 3 et 2’ nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i/ et Z'; pour cela, appliquons f a I’égalité & = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i/ et 2. Pour voir ou aboutir, notons
que du fait que i € ker(f + Idg), on a: f(¢) = —y, et la condition Z € ker(f? — f + Idg)
implique: f2(2) — f(2) 4+ Z=0, puis: f2(Z) = f (¥) — 2. Par conséquent, appliquer f deux
fois a 'égalité & = ¢ + 2 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + Z
f@) = [ +f(5) =1 [@) = -7 + f(3)
@) = £+ £raE) = g - 7+ f@)

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, 2, et f(2) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
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(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
lopération Lz < L3 — Lo, alors le systeme équivaut a:

7 - § o+ z
/(@) = - 7 + f(2)
p@-fr@ = 22 -z

A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 < L3 + L, ou L3 < L3 — 2L4, pour en déduire
que si ¢y et Z conviennent, alors:

1fz(f)—lf(f)—l-lf, et: Z:—1f2(5)+1f(f)+§f‘

¥=3 3

w
w
w

Synthése. Soit ¥ € E. Posons: § = 5 f*(Z) — 5 (f) + 17 et: 7= — é 2(@) 4+ 5 f (&) +
Vérifions qu'on a bien ¥ = i + Z d’une part, et i € ker(f + Idg), 7 € ker(f? — f + IdE)
d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
iy + Z = Z. Vérifions donc que y € ker(f + Idg) et Z € ker(f? — f + Idg): cela revient a
démontrer que (f 4+ Idg) (7) =0 et (f2 — f +1dg) () = 0. Or:

(f +1dp) () = (f +1dp) <1f2(f)—;f(f)+1f>

3 3
—Cr@-lres @) - (r@ i@ - 1)
;(f?’ (#) +7)
oy

puisque par hypotheése de I’énoncé: f2+Idp = Or(g); doncy € ker(f+Idg). Par un argument
analogue : . ) . )

(f2 = 7 +1dp) () = =5 /' (@) + (@) = f (@) + 57,
et comme: f3 = —Idg, on a aussi: f* = —f, ce qui permet de simplifier 1'égalité précédente
pour en déduire: —1 f* (%) + 23 (Z) — 3 f (¥) + 32 = 0, donc 7 € ker(f% — f + Idg).
Ceci acheve de démontrer que pour tout & € E, il existe ¢ € ker(f + Idg) et 7 € ker(f? —
f + Idg) uniques tels que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f + Idg) ® ker(f% — f + Idg).

Remarque. Pour simplifier —3% f* (Z)+2 f3 (Z) — 5 (_') + 2, une démarche plus méthodique
aurait été d’effectuer la division euclidienne de —fX 4+ %X 3 — %X + % par le polynome

annulateur X? + 1, pour remarquer que:

1 2 1 2 1 2
—— X'+ IXP - X+ D =(X%41)- (—X >
370 T3 37 T3 ( * ) 3773

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

—;f4+§f3—;f+§1dE=(f3+1dE)o(—f+2IdE)

= Or(p).

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>0) =

7 (1)) = (1) = (s

f3 ((un>n>0) =f <f2 ((Un)n>0)> =f ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n;0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E'

f? ((Un)n>o> + (Un) pzo = (Unts + Un),g
= (0)n>0

car (), vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2 +1dg = Orp) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*+Idg), or f*+Idg commute
avec f en tant que polynome en f, donc son noyau est stable par f: ceci démontre a peu de
frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que f(F) C E). Donc F et f vérifient les hypotheses
de la premicre question de cet exercice, et on en déduit : F = ker(f+1dg)®ker(f?— f+1dg).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + Idg) et d'une suite dans ker(f? — f + Idg).
Or il s’avere qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(Un) o € E, on a:

(Un),so € ker(f +1dp) <= f ((un)n>0) + (Un)psg = (0),50 =V €N, U1 = —Up.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),>, avec a € R. Ensuite:

(Un)pso € ker(f* — f +1dg) < f? ((un)n>o) —f ((Un)ngo) + (Un) =0 = (0),50
<= VneN, upio — Upy1 +u, =0.

Autrement dit: ker(f? — f + Idg) est l'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique

est: 72 —r 4+ 1 = 0. Son discriminant est: A = —3. Il est strictement négatif, et on en

1—1iv3

déduit que les solutions de ’équation caractéristique sont complexes, égales a r; = 2\/_
14+1v3 . ; . .

et ro = 7\/_ Or la forme exponentielle de r; est: r; = 31" La théorie des suites

récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la
relation ci-dessus sont celles de la forme:

1 1
Vn €N, u, = bcos (3 7m> + csin (3 7rn> , avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),,~o € E = ker(f + Idg) @ ker(f? — f +Idg) si et seulement si (1),
est somme d’un élément de ker(f +1Idg) et d'un élément de ker(f? — f+1Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
3(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-(—1)" 4 bcos (3 7T7’L) + csin (3 7T7’L) :

Corrigé 6. < page 2
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1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 + 2 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 3 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +1dg) @ ker(f* + 2Idg) = ker ((f + 1dg) o (f* + 21dg))
=ker(f* + f2+ 2 f + 2Idg).
Or d’apres Dégalité (x) ona: f34 f?+2 f+2Idg = O gy, donc: ker(f?+ f2+2 f+2Idg) = E.
D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg), puis en montrant que

ker(f + Idg) et ker(f? + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 2 par X + 1. On a en effet :

X2 4+2=(X+1)Q+3,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

F2(%) + 27 = (f +1dr) o Q(f)(7) + 3. (1)

Remarquons également que l'on a: X? + X? +2X +2 = (X +1) (X?+2). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme F = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg):

P fP+2f+2dg = (f+1dg)o <f2+21dE) - (f2 +21dE) o(f+1dg). (1)
Preuve de l’égalité E = F + G. Soit £ € E. On doit montrer qu’il existe (¢, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? + 2Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela :
2

F=3 @438 et 7= (+1dp) 0 Q)

Isoler 7 dans I'égalité (1) implique immédiatement que 'on a: & = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f? + 2Idg). On a:

2

(F +14) () = ( + 1) (L 22) + 27)

1 2
= (f+1dg) o (3 2+ 3IdE> ()
1
Lo (F 2+ 2g) (@)
@
donc: y € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+21dg) (%) = ; (7 + 21dg) ((f + 1dg) 0 Q(f)(@)
DL (4 227+ 2d8) (QUN(@)
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donc: Z € ker(f? + 2Idg). On a donc bien démontré que pour tout # € F, il existe (¢, 2) €
ker(f +Idg) X ker(f?+ 2Idg) tel que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f +Idg) + ker(f? + 2Idg).
Preuwve que la somme est directe. Montrons: ker(f + Idg) N ker(f2 + 2Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f +1dg) Nker(f2+2Idg). On a donc: (f +Idg) (£) = 0, et: (f? + 2Idg) (£) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 3% = 0 + 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si & € ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (7, ) € ker(f + Idg) x ker(f? + 2Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (existence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f + Idg) x ker(f* + 2Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer g et z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f +1dg), on a: f(y) = —7, et la condition Z € ker(f? + 2Idg)
implique: f2 (%) + 22 = 0, puis: f2(Z) = —27. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I’égalité ¥ = iy + 2 suffit, puisque cela nous donne:

o= g +Z T o= g+ Z
@) = f@) +f(5) <=4 [@) = -7 + f(2)
P@) = o +r3 rP@E = g -2z

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + 2L4, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si i et Z conviennent, alors :

J=f*(@)+ 7, et: =—ff2<)

OJ\*—‘

Synthése. Soit T € E. Posons: i = 3 f? (Z) + 3&, et: 7= —5f2(¥) + 32 Vérifions qu'on a
bien Z = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f +1dg), z € ker(f?+ 2Idg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f 4+ Idg) et Z € ker(f? 4 2Idg): cela revient & démontrer que (f + Idg) (7) =0
et (f*+2Idg) (2) = 0. Or:

(f +1dg) () =

—~

f+1dg) (zl,)
1

Il
| =

w
~
w
A
\)
v
/-\
OJM—t
03\1\3
81
~_

Ol w

puisque par hypothése de I'énoncé: f3 + f2 +2 f = —2Idg; donc ¢ € ker(f + Idg). Par un
argument analogue :

(72 +21d5) () = 5 1 (@) — 32 (@) +
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et comme: f3 = —f?2—2 f—2Idg, onaaussi: f4 = —f3—2 f2—2 f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: —3% f* (%) — 5 f2 (&) 4+ 22 = 0, donc Z € ker(f? + 2Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout 7 € E, il existe i € ker(f+Idg) et 2 € ker(f2+2Idg)
uniques tels que: ¥ = ¢ + 2. Donc: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 2Idg).

Remarque. Pour simplifier —1 f* (7) — 5 /2 (Z) + 27, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de —%X ‘4 %X 2 4+ % par le polynéme annulateur
X3 4+ X2 +2X + 2, pour remarquer que:

1 1 2 1 1
XX D= (X XP 12X 4 2) - (—X )
. X0+ 3 (X*+ X +2X +2) 3 X+ 3

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1, 1, 2 s (1 1 >
e Ay L N R 1 2f +2Idg) o (—= f+ -Id
g/ g P glde= (£ 4 P2+ 2dg) o (—5 f+5ldp

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja l'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>0) =

7 () = (103, = (2

f3 ((un)n>0> =/ (f2 ((un)n>0)) =/ ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f3 ((un>n>o) + f2 ((un)n>0) +2f ((un>n>0> = (Un43 + Ungo + 2un+1)n>o
= (—2uy)

n=0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2+ f242 f = —2Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+ f2+2 f +2Idg), or
34 f2+2 f + 2Idg commute avec f en tant que polyndome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f+1dg) @ker(f?+2Idg). Autrement dit : toute suite de F (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f +1dg) et d'une
suite dans ker(f%+ 2Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (Un)@() € F,ona:

(t1n) =0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)z0) + (Un)ysg = (0),29 <= Y0 € N, U1 = —u,,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,

c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a- (=1)"),, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 < ker(f2 +2ldg) <= f2 ((Un)n>0) +2 (un)n>0 = (O)n>0
< Vn €N, upio+ 2u, = 0.
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Autrement dit: ker(f? + 2Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? + 2 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = iv/2 et 7y = —i V2
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ry est: r = V227, La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1 1
vneN, u, = (bcos (2 7m> + csin <2 Wn))22”, avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy,),,-, € E = ker(f +1dg) @ ker(f* + 2Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d’un élément de ker(f + Idg) et d'un élément de ker(f? + 2Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

1 1 1
J(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-(—1)" + (bcos (2 7m) + csin (2 7m>>22".

Corrigé 7. + page 2

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—2 \/5,2\/_,—2}. D’apres
le critéere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + 2 \/§> (X -2 \/5) (X +2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f +20dg) o (f —2V2Idg) o (f +2v2ldg) = (f + 21dg) o (f* - 8ldg)
= 4272 -8f—16ldg

o OL(g),

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—2 V2,22, —2}, et
on a comme attendu: £ = ker(f + 2Idg) @ ker(f — 2v2Idg) @ ker(f + 2v/2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((u")n20) =

7 (O)e) = (102, = (2l

P2 ((ndnzo) = £ (7 ((n)zo)) = F ((ns2)nse) = (ws2ys), ) = (Wnss) s

remarquez blen que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
bi b csul 1 diffé i lculez 2

2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f3 ((Un)n>o> + 2f2 ((Un)n;o> —8f ((Un)n>0> = (Uny3 + 2Upny2 — 8un+1)n>0
= (16un)n20

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2+2 f2—8 f = 161dg (cette identité prouve en passant que F = ker(f3+2 f2—8 f—16Idg),
or f342 f2—8 f—16Idx commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C FE).
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Donc FE et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f 4+ 2Idg) @ ker(f —2/2Idg) @ ker(f + 2+/2Idg). Autrement dit : toute suite de E
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f 4 2Idg), dans ker(f —2+/2Idg) et dans ker(f +2+/2Idg). Or il s’avere qu’on sait

expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (u,),., € £, on a:

(Un),so € ker(f +2ldg) <= f ((un)@O) +2 (Un)pso = (0),50 = Vn €N, Uy = —2u,.

Autrement dit: ker(f + 2Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=2)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les
éléments de ker(f — 2+/2Idg) et ker(f + 2+/2Idg).

Concluons. On a (uy,),5, € E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — 2v/2Idg) @ ker(f + 2v/21dg) si et
seulement si (u,),,5, est somme d'un élément de ker(f + 2Idg), de ker(f —2v/2Idg) et de
ker(f 4+ 2+/2Idg), si et seulement si, d’aprés explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

J(a,b,c) € R, ¥n €N, u, = a~(—2)"+b(2 \/§)n+c(—2 \/§>

Corrigé 8. < page 2

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—\/3 —2,V3-2, —1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X +v3+ 2) (X —V3+ 2) (X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un poly-
noéme annulateur de f. Or:

(f+1dg)o (f = (VB=2)Idg)o (f - (V3 —2)1dg) = (f +1dg) o (£ +4f +1d)
=P +5+5f +1dg
v OL(m),
d’ott le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—\/5 —2,V3 -2, —1},
et on a comme attendu: F = ker(f+Idg)®ker(f— (\/§ - 2) Idg)®ker(f— (—\/§ - 2) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de E, on a: f? ((un)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f3 ((un)ngo) =f <f2 ((Un)n>0)> =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)@o)) et (f (<“n)n>o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f° ((un)n>o> +5f? ((un)ngo) +5f ((un)ngo) + (un)n>0 = (Uny3 + DUpyo + Dupig + Un>n>0
= (O)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
345 245 f+1dp = Opp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f?+5 f2+5 f+Idg),
or f24+5 245 f+Idr commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
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par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C F).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f +1dg) ® ker(f — (\/§ — 2) Idg) @ ker(f — (—\/3 — 2) Idg). Autrement dit : toute
suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f + Idg), dans ker(f — <\/§ — 2) Idg) et dans ker(f — (—\/3 — 2) Idg).
Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(Un)pso € E, on a:

(ttn) 50 € ker(f +1dg) <= f ((tn)yz0) + (Un)ysg = (0),59 <= Y0 € N, tpp1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — <\/§ - 2) Idg) et ker(f — (—\/§ - 2) Idg).

Concluons. On a (u,),., € E = ker(f + Idg) @ ker(f — (\/§—Q> Idg) @ ker(f —
(—\/g— 2) Idg) si et seulement si (uy),., est somme dun élément de ker(f + Idg), de
ker(f — (\/§ - 2) Idg) et de ker(f — (_\/§ — 2) Idg), si et seulement si, d’apres I'explicita-

tion ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, =a-(—1)" + b(\/§ - 2)n + c(—\/g - 2)n.

Corrigé 9. + page 2

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le

membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {% 41 — %, —1, —% V4l — %} D’apres

le critéere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
i (2X + V41 + 1) <2X — V4l + 1) (X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f+IdE)o<f— (;\/4_—1)1(1,3)0(]0— (—1\/4_—1>IdE> — (f+1dg) o (f2 + f — 101dy)

2 2 2
=f+2f2-9f—10ldg

(*:) OL(E)>

d’'ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{%\/41—%,—1,—% VA4l — %}, et on a comme attendu: E = ker(f + Idg) & ker(f —

(% VAT — %) Idg) ® ker(f — (—% V4l — %) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 <(“n)n>o) =

/ ((un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

P2 ((n)nzo) = £ (7 ((n)z0)) = £ ((ns2)nse) = (wsnysn), ) = (Wnsa) s

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f? ((un)n>0> +2f? ((Un)ngo) -9/ ((“n>n>0) = (Unt3 + 2Unt2 — Nnt1),,50
= (1Oun)n>0
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2+2f2—=9 f = 10Idg (cette identité prouve en passant que £ = ker(f3+2 f2—9 f—10Idg),
or f24+2f%—9f — 10ldg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et

on en déduit : E = ker(f + Idp) @ ker(f — (VAT — §) 1dg) @ ker(f — (—§ VA1 — §) Idg).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)

s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + Idg), dans ker(f — (% VA4l — %) Idg) et dans

ker(f— (—% VA4l — %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(tn) s0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)ysg) + (Un)ysg = (0),59 <= Y0 €N, tpi1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (% VA4l — %) Idg) et ker(f — (—% Va1 — %) Idg).

Concluons. On a (up),, € F = ker(f + Idg) @ ker(f — (% V4l — %) Idg) @ ker(f —
(—%\/ﬂ— %) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f + Idg),
de ker(f — (% VA4l — %) Idg) et de ker(f — (—% VA4l — %) Idg), si et seulement si, d’apres

I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\" 1 1\"
J(a,b,c) € R®, Vn e N, un:a-(—l)"—l—b<2\/4_—2> +c<—2\/4_—2) .

Corrigé 10. < page 2
1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe demandée
soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable ; de plus, les noyaux dans le membre
de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,—1,817}. D’apres le critéere polynomial de

diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 1)(X — 1)(X — 817),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéome annulateur de f. Or:

(f —817Idg) o (f —Idg) o (f +1dg) = (f — 817Idg) o (f2 —IdE)
= 3 - 817 f* — f 4 817ldg
“o
— VL(E)»

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,—1,817}, et on a
comme attendu: F = ker(f — 817Idg) @ ker(f — Idg) & ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((Un)@()) =

7 () = (102, = (2l

f3 ((un)n>o) =f (f2 ((un)n>0)) =f ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>o = (Un+3)n;0
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f3 ((Un)n>0) - 817f2 ((un)n>0) —f ((Un>n>0) + 817 (un)n>0 = (Uny3 — 81TUp 12 — Upy1 + 817un)n>0
= (0)7120

38



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3 =817 f2— f+817Idg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* —817 f*—
f+817ldg), or f3—817 f? — f + 817Idr commute avec f en tant que polyndme en f, donc
son noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f — 817Idg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg). Autrement dit: toute
suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f —817Idg), dans ker(f —Idg) et dans ker(f +Idg). Or il s’avere qu’on
sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(ttn) 5o € ker(f=817Id) <= f ((un),20) =817 (tn), 20 = (0),29 <= Vn € N, w41 = 817w,

Autrement dit : ker(f — 817Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 817,
c’est-a-dire de la forme (u,),., = (a-817"), ., avec a € R. On trouve de méme pour les
¢léments de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),-, € E = ker(f —817ldg) ©ker(f —Idg) @ker(f +1dg) si et seulement
si (Un),so est somme d'un élément de ker(f — 817Idg), de ker(f — Idg) et de ker(f + Idg),
si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

3(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-817" + (—1)"c+b.

Corrigé 11. + page 3
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 16 et X2 + X + 1 sont
deux polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que
X + 16 admet —16 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —16 donne :
241 # 0. Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + 161dg) @ ker(f? + f + Idg) = ker ((f + 16ldg) o (f* + f + 1dg))
=ker(f> + 17 f> + 17 f + 161dg).
Or d’apres 'égalité (x) ona: f3+17 f24+17 f4+16I1dg = Or(g), donc: ker(f>+17 f2+17 f +
16ldg) = E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 16Idg) + ker(f? + f + Idg), puis en montrant

que ker(f + 16Idg) et ker(f? + f + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X% + X + 1 par X + 16. On a en effet :

X2+ X +1=(X+16)Q + 241,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

@)+ (@) +Z=(f+16ldg) o Q(f)(Z) + 241Z. ()

Remarquons également que l'on a: X3 +17X2+17X +16 = (X +16) (X* + X + 1). En éva-
luant cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration
de la somme E = ker(f + 16Idg) + ker(f? + f + Idg) :

F341T f2417 f4161dg = (f + 161dg)o(f2 + f +1dg) = (2 + f + Idg)o(f + 161dg) . (f)
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Preuve de l'égalité E = F 4+ G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (v, 2) € ker(f +
16Idg) x ker(f? + f + Idg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Posons pour cela:

1 1

. ; ; e Ol
J=ggl @+ g/ @ +5% et Z=g2(f+16ldg) 0 Q(f)().

—

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f + 16Idg), et: 7 € ker(f? + f +Idg). On a:

(f+161dE)(?7):(f+16IdE)(241f (@ )+241f(f)+211x)

1
:(f+16IdE)O<241f +Ef+ﬁ dE> (7)
®

L (T 21T £ 1 161dR) (7)

| =+

241 (

® &

=0,

donc: ¢ € ker(f + 161dg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(24 +1de) () = 52 i o (77 £+ 1) (( + 161d2) 0 Q) (@)

LS (f3 +17 2+ 17 f + 161d ) (Q(f)(@))

*

—~
N

241
0.

—
=

donc: 7 € ker(f? + f + Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe
(¢, 72) € ker(f +16Idg) x ker(f? + f +1dg) tel que: ¥ = ¢+ Z. Donc: E = ker(f + 161dg) +
ker(f2 + f + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f+16Idg)Nker(f24 f+Idg) = {0}. Soit Z €
ker(f+161dz)Nker(f2+f+1dg). Onadonc: (f + 161dg) (Z) = 0, et: (2 + f + Idg) (¥) = 0.
En considérant (}) avec ce vecteur &, on a donc: 2417 = 04+0= 6, d’ou le résultat: on a
montré que si Z € ker(f 4 16Idg) Nker(f2 + f + Idg) alors = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + 16Idg) Nker(f* + f +Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 16Idg) Nker(f* + f + Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout 7 € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f+16Idg) x ker(f?+ f+1dg) tel
que: ¥ =y+7 (1’ex1stence du couple montre que E = ker(f + 16Idg) +ker(f+ f +1Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu'une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit Z € E. On suppose qu'il existe (i, Z) € ker(f + 16Idg) x ker(f? + f + Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer 3 et 2’ nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i/ et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité & = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i/ et 2. Pour voir ou aboutir, notons
que du fait que ¢ € ker(f +16Idg), on a: f(y) = —16y, et la condition Z € ker(f? + f +Idg)
implique: f? (2)+ f ( 7)+ 7 =0, puis: f2(2) = —f (%) — Z. Par conséquent, appliquer f deux
fois a 'égalité & = ¢ + 2" suffit, puisque cela nous donne:

0, et
0

r =y +Z r = y o+ 7
f@) = f) +f(5) =1 [(@) = - 167 + f(?)
@) = £+ @ = 265 — 7 — f(2)
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Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (y, 2, et f(2) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération Lz <— L3 + Lo, alors le systeme équivaut a:

— — —

T = y o+ 2
F(7) = — 16y + f(2)
fFE+f@ = 240y - 2

A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 <— L3+ Ly, ou L3 < L3 —240Lq, pour en déduire
que si ¢y et Z conviennent, alors:

I B T |

LT 1240
T, et: 2= 12 (@) 241]”(95)—1—2411'.

Synthése. Soit & € E. Posons: § = 557 f2 () + 57/ (£)+ 57, et: 2= —55 2 (D) — 55 f (£) +

2102 Vérifions qu’on a bien Z = §/+Z d’une part, et § € ker(f+16Idg), 2 € ker(f*+ f +1dg)
d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
§ + Z = &. Vérifions donc que 4 € ker(f + 16Idg) et 2 € ker(f* + f + Idg): cela revient a

démontrer que (f + 16Idg) () = 0 et (f2 + f +1dg) (2) = 0. Or:

(f +161dg) () = (f + 161d) (1f2 (:E’>+if (Z) + . *>

241 241 2u1”
1 . 1 . 1 . 16 5 16 5 16
— (G @+ g P @ 4 g @) = (51 @ = 5 @ = 507)
_ QL (£ () + 172 (2) + 17f (7) + 167)
_q.

puisque par hypothése de 1'énoncé: f2 + 17 f? + 17 f = —161dg ; donc ¢ € ker(f + 161dg).
Par un argument analogue :

(£ 4 F +1d8) () = === 1 (&) = o f (2) + oo 2 (F) + oo f (&) + o

—

241 241 241 oar! W o™
et comme: f3 = —17 f2—17 f—16Idg, on a aussi: f* = —17 f3—17 f2—16 f, ce qui permet de
simplifier 'égalité précédente pour en déduire: — o f* (Z) — 521 f3 (2) + 22 f2(2) + 22 f (&) +

207 = 0, donc 7 € ker(f% + f + 1dg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout € E, il existe ¢ € ker(f + 161dg) et Z € ker(f? +
f +1Idg) uniques tels que: Z = ¢+ Z. Donc: E = ker(f + 16Idg) @ ker(f? + f + Idg).

Remarque. Pour simplifier — 57 f* (%) — 557 /% (2)+ 22 /2 (2) + 222 f (&) + 227, une démarche

plus méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de —ﬁX 4_ %X 34 %X 24
%X + % par le polynome annulateur X3 + 17X? + 17X + 16, pour remarquer que :
1 2 238 239 240 1 15
Xt T Xt e Oxe 2 2 (X3 17X 4 17X 4 16) (—X )
241 241 * 241 * 241 * 241 ( + + + ) 241 + 241

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1 ., 2 ., 238 ., 239 240 5 ) ( 1 15 )
S =2 T Ty, = 1 1 161 SR
241f 241f+241f+241f+241dE <f+7f+7f+6dE)o 241f+241dE

Plus généralement, la connaissance d’un polynome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de

calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de F, on a: f? ((un)n>0) =

7 (1)) = (1) = (s

f3 ((un>n>0) =f <f2 ((Un)n>0)> =f ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n;0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E'

& ((Un)n>o> +17f? ((Un)n>o> +17f ((un)@O) = (Uny3 + 1TUpgo + 1T 1),
= (—16un)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f24+17 f2+17 f = —161dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f>+17 f>+17 f +
16Idg), or f3 417 f2+ 17 f + 16Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheéses de la premieére question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f + 16Idg) @ ker(f? + f + Idg). Autrement dit : toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f + 16Idg) et d’une suite dans ker(f? + f + Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € EF,ona:

(ttn) = € ker(f+161dg) <= f ((un),20) +16 (n),20 = (0),59 <= Y € N, up iy = —16u,.

Autrement dit : ker(f + 16Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —16,
c’est-a-dire de la forme (u,),., = (a - (=16)"),-, avec a € R. Ensuite:

(t1n) =0 € ker(f2 + f +1dg) <= 12 ((un)20) + £ ((Un)z0) + (Un)z0 = (0),2
<= Vn €N, upio+ Upy1 +u, =0.

Autrement dit: ker(f? + f + Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r2 4+ 71+ 1 = 0. Son discriminant est: A = —3. Il est strictement négatif, et on en déduit
-l Z\/g et

ue les solutions de ’équation caractéristique sont complexes, égales & r; =
’ 2

—1+iV3

récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la
relation ci-dessus sont celles de la forme:

ry = . Or la forme exponentielle de r; est: r| = 3™, La théorie des suites
2 /2 9
Vn €N, u, = bcos (3 7m> + csin (3 7rn> , avec (b, c) € R

Concluons. On a (un),-, € E = ker(f + 16Idg) @ ker(f* + f + Idg) si et seulement si

(Un) o st somme d'un élément de ker(f 4 16Idg) et d'un élément de ker(f* + f +Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

2 2
3(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a-(—16)" + bcos (3 7m> + ¢sin (3 7Tn> :

Corrigé 12. + page 3
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1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,4, —1}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynome (X + 1)(X — 1)(X — 4),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f —41dg) o (f —1dg) o (f +1dg) = (f — 4ldg) o (> — Idp)
=[P =4 = [ +4ldg

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,4, —1}, et on a comme
attendu: F = ker(f — 4ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)@o) =

F(()0) = (101000, = () 0

f3 ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>0)> =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n20 = (un+3)n>o

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

f? ((un)ngo) —4f? ((un)n>o> —f ((un>n>o) = (Unt3 — Un42 — Unt1),,59

= (—4un),~

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2—4 f2— f = —41dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f?—4 f?— f+4ldg), or
f3—4 f? — f +41dg commute avec f en tant que polynome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — 4ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg). Autrement dit: toute suite de £ (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 41dg), dans ker(f —Idg) et dans ker(f + Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces
trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(tn) g € ker(f —41dg) <= f ((un),20) = 4 (tn),20 = (0),2 <= ¥n € N, w41 = 4.

Autrement dit : ker(f —4Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison 4, ¢’est-
a-dire de la forme (u,),., = (a-4"),., avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),5, € B = ker(f —4ldg) @ ker(f —Idg) © ker(f +Idg) si et seulement
si (Un),so est somme d'un élément de ker(f — 4ldg), de ker(f — Idg) et de ker(f + Idg), si
et seulement si, d’apres 1'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €R®, ¥Yn €N, u, =a-4"+ (—1)"c+b.
Corrigé 13. + page 3
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1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {_\/5 —2,V3 -2, —2}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X +3+ 2) (X —V3+ 2) (X + 2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un poly-
néme annulateur de f. Or:

(f+21dg)o (f— (VB—2)Tdg) o (f — (—VB—2)Idg) = (f + 2Idg) o (2 +4 f + 1dg)

= P4+6f2+9f+21dg

(*)
= Or(p),

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—\/§ —2,V3 -2, —2},
et on a comme attendu: E = ker(f+2Idg)®ker(f— <\/§ — 2) Idg)@ker(f— (_\/§ — 2) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((un)n>o) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Un2),50, €:

f? ((un)n>o) =f (f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),20

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt ssultat total t différent si lculez & tort
2 3

(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

f? ((un)n>0) +6f° ((un)n>0> +9f ((un>n>0) + 2 (Un),50 = (Un+s + Otz + Ipg1 + 2un),50
= (0)n20

car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:

fP+6f2+9f+2ldg = Op) (cette identité prouve en passant que E = ker(f? + 6 f* +

9 f+2Idg), or f3+6 f2+9f+2Idg commute avec f en tant que polyndome en f, donc son

noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice,

et on en déduit: B = ker(f + 2Idp) @ ker(f — (V3 = 2) Idp) @ ker(f — (—v/3 - 2) Idp).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’'une suite dans ker(f + 2Idg), dans ker(f — <\/§ — 2) Idg) et dans

ker(f — (—\/§ — 2) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(“n)wo € ker(f +2Idg) < f ((un)@O) +2(Un)pso = (0),50 = VN €N, U1 = —2u,.

Autrement dit: ker(f + 2Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=2)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (\/§ - 2) Idg) et ker(f — (—\/§ — 2) Idg).

Concluons. On a (u,),., € E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — <\/§—2) Idg) @ ker(f —
(—\/§ - 2) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f + 2Idg), de
ker(f — (\/§ - 2) Idg) et de ker(f — (—\/§ — 2) Idg), si et seulement si, d’apres 'explicita-
tion ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-(-2)" + b(\/§ - 2)n + c(—\/§ - Q)n.
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Corrigé 14. + page 3
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X +1 et X?+ X +2 sont deux
polyndmes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 2 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +1dg) @ ker(f* + f + 2Idg) = ker ((f +Idg) o (f*+ f + 2Idg))
=ker(f*+2f*+3f+2ldg).
Or d’aprés 'égalité (x) ona: f342 f2+3 f+2Idg = Oy gy, donc: ker(f342 f2+3 f+2Idg) =
E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + f + 2Idg), puis en montrant

que ker(f + Idg) et ker(f? + f + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X? + X + 2 par X 4+ 1. On a en effet:

X2 X4+2=(X+1)Q+2,

avec (@ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

F2(@) + f(@) + 28 = (f +1dg) 0 Q(f)(T) +27. (1)

Remarquons également que on a: X?+2X?+3X+2 = (X + 1) (X? + X + 2). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + Idg) + ker(f? + f + 2Idg) :

P2 43f+2ldp = (f+1dg)o (f+ f+2ldg) = (f2 + f + 2ldg) o (f +1dg) . (})
Preuve de légalité E = F 4+ G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (7, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? + f + 2Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela :

L 1 . 1. . . L1 ~
Y= §f2(x)+§f($)+% et: Z= §(f+IdE)OQ(f)($)-

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f* + f + 2Idg). On a:

1

( +15) () = (F + 1) (302 (@) + 5/ () + 7)

:(f+IdE)O(;f2+;f+IdE> (7)
@;(f3+2f2+3f+21d13) (@)
) =

g

donc: i € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(2 + f +21dg) (2) = ; (2 + f +21dg) ((f +1dg) 0 Q(f) (&)

45



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

donc: Z € ker(f?+ f+2Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € F, il existe (¢, 2) €
ker(f+Idg)xker(f?+ f+2Idg) tel que: ¥ = §+Zz. Donc: E = ker(f+Idg)+ker(f?+ f+21dg).
Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f +1dg) ﬂker(f2+f+21dE) {0}. Soit 7 €
ker(f +1dg) Nker(f2+ f +2Idg). On a donc: (f +1dg) (£) = 0, et: (f* + f + 2Idp) (7) = 0.
En considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 2% = 0 + 6 — 0, d’out le résultat: on a
montré que si Z € ker(f + Idg) Nker(f? + f 4 2Idg) alors & = 0.

Ayant démontré: F = ker(f + Idg) Nker(f? + f + 2Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + f + 2Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout F € E, il existe un unique couple (7, Z) € ker(f +1dg) x ker(f?+ f +2Idg) tel
que: ¥ = ¢+ 2 (I'existence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f% + f + 2Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit T € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f + Idg) x ker(f? + f + 2Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer i et 2z’ nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par 1 et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et 2. Pour voir ot aboutir, notons
que du fait que 77 € ker(f + Idg), on a: f(¥) = —%, et la condition z’ € ker(f? + f + 2Idg)
implique: f2(2) + f(2) + 27 =0, puis: f2(2) = —f (2) — 27. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y + 2 suffit, puisque cela nous donne:

T =y +Z T = y + Z
[@) = fy) +f(5) = [@) = -7 + f(?)
@) = ) +22) @ = g - 22 = f(3

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
lopération Lz < L3+ Lo, alors le systéme équivaut a:

T = y + Z
(@) = -7 + f(2)
@+ 1@ = - 2z
On a directement :
F= P@ - f @), et G=T-Z= @+ @)+

Synthése. Soit T € E. Posons: § = $f2 (&) + 1 f (Z)+ &, et: = —1f2(Z) — 1 f (&). Vérifions
qu’on a bien T = ¢+ 7 d’une part, et i € ker(f + Idg), Z € ker(f* + f + 2Idg) d’autre part.
La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢y + 2 = 7.
Vérifions donc que i € ker(f +Idg) et 2 € ker(f 2+ f+2Idg) : cela revient & démontrer que

(f+1dg) (7) =0 et (f2+ f +2Idg) (£) = 0. Or:

(F +15) () = (7 +15) (32 (8) + 5 (@) +7)
1 o 1, B 1, . 1. .
= (31 @+ 5P @+ 1@) ~ (5@ - 5F @ - 7)

— (f3 (%) + 22 (2) + 3 (2) + 27)

T2
0

?
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puisque par hypotheése de 'énoncé: f* +2 % + 3 f + 2Idg = Oyg); donc § € ker(f + Idg).
Par un argument analogue :

. Loy, - I Y "
(247 +2Wde) () = —5 ' (@) — (@) = 52 @)~ [ (@),

et comme: f3 = —2f2 -3 f —2Idg, on a aussi: f* = -2 f3 —3 f2 -2 f, ce qui permet de
simplifier I'égalité précédente pour en déduire: —1 f*(Z) — f3 (£) — 2 f*(Z) — f (¥) = 0, donc
Z € ker(f*+ f + 2Idg).
Ceci acheve de démontrer que pour tout 7 € E, il existe i € ker(f + Idg) et Z € ker(f? +
[+ 2Idg) uniques tels que: ¥ = ¢+ Z. Donc: E = ker(f + Idg) ® ker(f% + f + 2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de £, on a: 12 ((un)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f? ((un)ngo) =f (f2 ((un)n>0>) =f ((un+2)n>o) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((“n)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

P2 ((Wn)nso) + 26 ((n)yng) +3F ((Un)nz0) + 2 (n)ng = (nys + 2tngo + 31 + 2un),2
= (O)n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2+2f2+3f+2ldg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f? + 2 f2 +
3f+2ldg), or f3+2f2+3 f+2ldg commute avec f en tant que polynome en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + f + 2Idg). Autrement dit: toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f + Idg) et d'une suite dans ker(f* + f + 2Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (“n)n>0 € E,ona:

(tn) 50 € ker(f +Tdg) <= f ((tn),20) + (n)ysg = ()50 <= ¥n € N, tny1 = —uy.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 € ker(f2 + f+2ldg) <= f2 ((un)n;()) +f ((un)n>0) +2 (un)n>0 = (0)n20
< VneN, u,io+ Ups1 + 2u, = 0.

Autrement dit : ker(f? + f + 2Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r> +r+ 2 = 0. Son discriminant est: A = —7. Il est strictement négatif, et on en déduit
—1- Zﬁ et

ue les solutions de I’équation caractéristique sont complexes, égales a r; =
’ 2

_—1+iVT

2
de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des

T9 . Or la forme exponentielle de 7 est: r; = v/2¢?, oit § € R est un argument
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suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

Vn € N, u, = (bcos(nd) + csin(nh)) 23" avec (b,c) € R%

Concluons. On a (uy),~, € E = ker(f +1dg) @ ker(f* + f +2Idg) si et seulement si (u,),,,
est somme d’un élément de ker(f+Idg) et d'un élément de ker(f*+ f+2Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

[SIE

3(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a- (—1)" 4 (bcos(nf) + csin(nh)) 2

Corrigé 15. + page 3

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {2, —3,6}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynome (X + 3)(X — 2)(X —6),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéome annulateur de f. Or:

(f = 6ldg) o (f — 2Idg) o (f + 3Idg) = (f — 6Idg) o (f*+ f — 61dp)
= f*—5f*—12f+36ldg

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {2, —3,6}, et on a comme
attendu: E = ker(f — 6Idg) @ ker(f — 2Idg) @ ker(f + 3ldg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de £, on a: f ((un)ngo) =

7 (1)) = (1) = (i ot

f? ((un)n>o) =/ <f2 ((un)n>o>) =/ ((un+2)n>0) - (u(n+2)+1)n>0 = (un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)@o)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

& ((un)n>0) —5f2 ((Un)n>o) —12f ((un)@O) + 36 (Un ), >0 = (Untz — Stz — 12Upi1 + 36Uy,
= (O>n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=5f* =12 f + 36Idg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* —5 f? —
12 f +361dg), or f2—5 f? —12 f + 36Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc
son noyau est stable par f : ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f — 6Idg) @ ker(f — 2Idg) @ ker(f + 3ldg). Autrement dit: toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f —6Idg), dans ker(f —2Idg) et dans ker(f +3Idg). Or il s’avere qu’on
sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 € E,ona:

(tn) g € ker(f = 61dg) <= f ((un),20) = 6 (tn),20 = (0),2 <= ¥n € N, w41 = Gy
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Autrement dit : ker(f —6Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 6, c’est-
a-dire de la forme (uy,),-, = (a-6"),., avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
de ker(f — 2Idg) et ker(f + 3ldg).

Concluons. On a (uy),,-, € £ = ker(f —6ldg) ©ker(f —2Idg) Sker(f +3ldg) si et seulement
si (Un),>o est somme d'un élément de ker(f — 6Idg), de ker(f — 2Idg) et de ker(f + 3ldg),
si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-6"+2"b+ (-3)"c.

Corrigé 16. + page 4

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 2 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + Idg) & ker(f2 +1Idg) = ker ((f +1dg) o (f2 i IdE))
=ker(f* + f> + f +1dp).

Or d’apres I'égalité (x) on a: f3+ f2 + f +Idg = Opg), donc: ker(f* + f2 + f+1dg) = E.
D’otu le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f + Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X + 1. On a en effet :

XP+1=(X+1Q+2,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € FE, nous obtenons:

(@) + 7 = (f +1dg) 0 Q(f)(T) + 27. (1)

Remarquons également que on a: X3+ X2+ X +1 = (X + 1) (X? 4+ 1). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme F = ker(f + Idg) + ker(f* + Idg):

P+ f+ldg = (f+1dp)o (£ +1dg) = (f*+1dg) o (f +1dg). (1)

Preuve de ’égalité E = F + G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (¥, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? + Idg) tel que: & = ¢/ + Z. Posons pour cela :

7= 5 @)+

r, et: Z=

(f +1dg) 0o Q(f)(7).

DN | —
DN | —

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
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a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f? + Idg). On a:

(f +1dg) () = (f + 1dg) (;f2 (Z) + ;:5)

= (f+1dg)o (; 2+ ;IdE> (7)
@;(f3+f2+f+IdE) ()

*

=0,

—~
N

donc: i € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:
(f2+1dg) (2) = ; (/2 +1dg) ((f +1dg) 0 Q(f)(%))
DLy i) Q@)

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (7, %) €
ker(f +Idg) x ker(f? + Idg) tel que: © = ¢+ Z. Donc: E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f + Idg) Nker(f? 4 Idg) = {0}. Soit & €
ker(f + Idg) Nker(f? + Idg). On a donc: (f +1dg) (£) = 0, et: (f2 +1dg) (&) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur &, on a donc: 27 = 040 =0, dot le résultat : on a montré
que si € ker(f + Idg) Nker(f? + Idg) alors @ = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) N ker(f* + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout & € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f + Idg) X ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = § + Z ('existence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (¥, 2) € ker(f + Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
T = y + Z. Pour déterminer i et Z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢/ + Z, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que 7 € ker(f + Idg), on a: f() = —%, et la condition Z € ker(f? + Idg)
implique: f? ()42 = 0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I'égalité
Z = iy + Z suffit, puisque cela nous donne:

o= §  +Z T o= g+ Z
f@) = ) +f(3) =4 [(@ = -7 + f(2)
@) = 2 +243) @ = g -z

Nous avons 1a un systeme a trois équations, avec trois inconnues (7, z, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 < L3 + L;, ou
L3 <+ L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si ¥ et Z’ conviennent, alors:

1 1 1 1

Synthése. Soit Z € E. Posons: § = 1 f? (%) + 12, et: 2= —1f%(Z) + 3. Vérifions qu'on a
bien Z = ¢ + Z d’une part, et i € ker(f + Idg), Z € ker(f? + Idg) d’autre part. La premicre
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vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢y + 2= #. Vérifions donc
que ¥ € ker(f + Idg) et Z € ker(f? + Idg): cela revient a démontrer que (f + Idg) (¢) = 0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:

(f +1dg) (7)) =

—~

f+15) (32 @ + 17)
P @+ 5 @)~ (—5 @ - 57)

(F2 @ + 1@+ f (@) +Z)

[ =

[ =1 )

puisque par hypotheése de I'énoncé: f2 + f? + f = —Idg; donc ¢ € ker(f + Idg). Par un
argument analogue : X X
2 > 4 (= -

(£ +1dp) (2) = =5 f* (@) + 5 &,
et comme: f3 = —f? — f —Idg, on a aussi: f* = —f2 — f2 — f, ce qui permet de simplifier
Pégalité précédente pour en déduire: —1 f* (Z) + 37 = 0, donc Z € ker(f? + Idg).
Ceci acheve de démontrer que pour tout Z € F), il existe ¢ € ker(f +1dg) et Z € ker(f*+1dg)
uniques tels que: & = i+ Z. Donc: E = ker(f + Idg) & ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier —% (@) + %f, une démarche plus méthodique aurait été d’ef-
fectuer la division euclidienne de —1X* + L par le polynéme annulateur X3 + X2 + X + 1,

2 2
pour remarquer que:
1 1 1 1
X' o= (X X2 X +1) (—X )
S = (X X 1) (X

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

IRV DA 1. 1
5 f1 4 5lde = (£ 4 f 4 1) o (—5 f + 5lds)
= Oum).-

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)@O) =

f ((Un—s—l)n;()) = (U(n+1)+1)n>0 = (U,H_Q)n?(), et :

f? ((un)ngo) =f <f2 <(un)n>o>) =f ((un+2)n>0> = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3) 00

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

I ((un)z0) 12 ((an)z) + 1 ((Wn)z) = (s + tn + tengn)
= (_un)nZO
car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:

2+ f2+ f = —Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3 + f2+ f + Idg), or
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24 f2+ f + Idg commute avec f en tant que polynome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f +1dg) @ker(f*+1dg). Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f +1dg) et d'une
suite dans ker(f? + Idg). Or il s’aveére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(ttn) s € ker(f +1dg) <= f ((tn)yzg) + (Un)ysg = (0),50 <= Y0 €N, tp1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est Iespace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (un),~o = (a- (=1)"), 5, avec a € R. Ensuite:

(ttn) g € ker(f2 +1dg) <= f2 ((tn),120) + (tn) 20 = (0),15
< VneN, u,o+u, =0.

Autrement dit: ker(f? + Idg) est l'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ro = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de ry est: r; = 2™ La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn €N, u, = bcos (2 7m> + c¢sin (2 7rn> , avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f 4+ Idg) @ ker(f* + Idg) si et seulement si (uy,),,-, est
somme d’un élément de ker(f + Idg) et d'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
3(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, =a-(—1)" + bcos (2 7rn) + csin (2 7rn) :

Corrigé 17. <+ page 4

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X? + 5 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 1 donne: 6 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Idg) @ ker(f2 + 51dg) = ker ((f — Idg) o (* + 5ld) )
=ker(f* — f2+5f—5ldg).
Or d’apres I'égalité (x) ona: f3— f2+5 f—5Idg = Or(E), donc: ker(f?— f?+5 f—5Idg) = E.
D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 5Idg), puis en montrant que
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ker(f — Idg) et ker(f? + 5Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 +5 par X — 1. On a en effet:

X245=(X-1)Q+6,

avec (@ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

f2 (@) + 57 = (f — Idg) 0 Q(f)(Z) + 6. (1)

Remarquons également que 'on a: X? — X2 +5X —5 = (X —1)(X? +5). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f — Idg) + ker(f? + 51dg):

fr= 25 f = 5ldg = (f —1dg) o (f2 +51dg) = (f*+5ldg) o (f —1dg). (1)

Preuve de Uégalité E = F + G Soit # € E. On doit montrer qu’il existe (¥, %) € ker(f —
Idg) x ker(f? + 5Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela :

F, oet: Z= é (f — Idp) 0 Q(f)(3).

| Ot

I P
y—6f2($)+

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f — Idg), et: 7 € ker(f? + 5Idg). On a:

(F = 18) () = (F ~ 1d5) (512 (@) + 37

=(f—IdE)o( 2+ IdE>()

DE(f°~ 245 f ~51ds) (@)

*

g

—
~

donc: y € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(/2 + 51 (2) = = o (/2 +51dz) ((f = 1dp) 0 Q(f)(@))
Y (2 - 25 - 5lde) (QUN)(@)

—

*

= @\»—t

donc: 7 € ker(f? + 5Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe (¢, 2) €
ker(f —Idg) x ker(f? + 5Idg) tel que: @ = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) + ker(f* + 5Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — Idg) N ker(f? + 5Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f —1Idg) Nker(f? +51dg). On a donc: (f —1dg) (F) = 0, et: (f* + 5ldg) (7) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur 7, on a donc: 67 = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si # € ker(f — Idg) Nker(f? + 5Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) N ker(f? + 5Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f* + 51dg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f — Idg) x ker(f* + 5Idg) tel
que: T = ¢ + Z (Pexistence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 5Idg), et
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I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’une seule possibilité pour
les ¢/ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (¥, 2) € ker(f — Idg) X ker(f? + 5Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer g et z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢ + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f —Idg), on a: f(¥) = ¥, et la condition Z' € ker(f? + 5Ildg)
implique: f2(2) + 57 = 0, puis: f2 (Z) = —5Z. Par conséquent, appliquer f deux fois a
Iégalité ¥ = i/ + 2 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r =y + Z
[@) = fly) +f(5) <=4 /@) = 7 + f(Z)
(@) = ) +£22 @) = § - 57

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire Uopération Lz <— L3 + 5L, ou
L3 + L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si ¥ et 2’ conviennent, alors:

8l

CD\'—‘

T, et: :——fz()

Synthése. Soit T € E. Posons: i = ¢ f2 (&) + 2, et: = —1f2(¥) + ¢&. Vérifions qu'on a
bien Z = ¢+ Z d’une part, et § € ker(f —Idg), z € ker(f%+ 5Idg) d’autre part. La premicre
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f —Idg) et Z € ker(f? 4 5Idg) : cela revient & démontrer que (f — Idg) () =0
et (f*+5ldg) (2) = 0. Or:

~1dg) (2 @)+ 27

Fae ) (b )

6
(f*(@) = f2(2) + 5f (&) — 5%

(f —1dg) (¥) =

—_

(f
A

6
=0

puisque par hypothese de I'énoncé: f* — f2+ 5 f — 5ldg = Orp); donc § € ker(f — Idg).
Par un argument analogue :

2 )
7f2 (f) + éf7

(72 +51ds) (2) =~ /* (1)~

et comme: 2 = f2—5 f+5Ildg, onaaussi: f* = f2—5 f2+5 f, ce qui permet de simplifier
I'égalité précédente pour en déduire: —2 f* (#) — 22 (%) + 27 = 0, donc z € ker(f? + 5ldg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout Z € F, il existe i € ker(f—1Idg) et Z € ker(f?+5Idg)
uniques tels que: £ = ¢ + Z. Donc: F = ker(f — Idg) & ker(f? + 5ldg).

Remarque. Pour simplifier —é fA(7) -2 112 (2) + a: une demarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de 1X 4 - 2X 2 6 par le polynéme annulateur
X3 — X? +5X — 5, pour remarquer que:

2 5) 1 1

1
— Xt ZX?P 4 S = (X*-X?4+5X -5 -(—X—)
6 3% 76 ( N ) 6 6
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(le reste est nul), de sorte que trivialement :

—éf4—§f2+(5jldE:(f?’—f2+5f—51dE)0<—(13f—é1d}3>

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (un)n>0 de E, on a: f? ((u")n20) =

f <(u”+1)n>0) - (u(”“)“)@o = (tn42),,50, €F:

f? ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>0>) =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

P2 ((Wn)nso) = 2 ((Wn)nso) +5F ((n)yz0) = 5 (tn)yng = (Unas — Unga + Btins — 5utn), g
= (0)n20

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
3= f?+5 f—5ldg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f*— f2+5 f—5Idg),
or f3— f2+5 f—5Idr commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C F).
Donc FE et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f—Idg)@ker(f*+5Idg). Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f%+5Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € £, on a:

(ttn)pso € ker(f = Tdg) <= £ ((n),29) = (Un)yzg = (0),20 <= Y0 €N, tny1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite:

n=0 =

(Un)@o € ker(f* + 5ldg) <= f? ((Un)n;o) +5 (Un)n>o = (O)n>0
<~ VneN, u,.2+ du, =0.

Autrement dit: ker(f? + 5Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r2 +5 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes 1 = iv/5 et 7o = —i /5
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ry est: r; = V/5e2i™. La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1
Vn eN, u, = (bcos (2 7m> + csin <2 7m>)5§”, avec (b, c) € R?.
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Concluons. On a (uy,),,-, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* + 5Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d'un élément de ker(f — Idg) et d'un élément de ker(f? + 5Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

N

1 1
J(a,b,c) €R®, ¥Yn €N, u, =a+ (bcos <2 7m) + ¢sin (2 7m>)5

Corrigé 18. + page 4

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable de plus les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C { 13742 53 L\/37 + — } D’apres
le critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme
i (2 X ++/37 — 5) (2 X — /37— 5) (X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f+IdE)o(f— (;ﬁ+2)1d];>o(f— (—;ﬁ+;>1dE) — (f+1dg) o (f2—5f —31ds)
=f3—4f>—-8f—3Idg

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{—%\/374—%,%\/37—#%,—1}, et on a comme attendu: E = ker(f + Idg) @ ker(f —

(4v/37 + 2) 1dp) @ ker(f — (—5 V37 + 3) Idp).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de £, on a: f ((un)n>o) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Un2),50, €:

f3 ((un)ngo) =/ (f2 ((un)n>0)) =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>o = (Un+3)n;0

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt csultat total t différent si lculez a tort
2 3

(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

f3 ((un)n>o) - 4f2 ((un)n>0) —8f ((un)n>o) -3 (Un)n>0 (Uny3 — Ypyo — Sty — 3un)n>0
= (O>n>0

car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
fP—4f*—8f—3ldg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f> —4 f? —
8 f —3ldg), or f3—4 f2 -8 f—3Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheéses de la premiére question de cet exercice,

et on en déduit: E = ker(f +1dg) @ ker(f ( V37 + ) Idg) @ ker(f — (—% V37 + %) Idg).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)

s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + Idg), dans ker(f ( V3T + ) Idg) et dans

ker(f ( sV37+ ) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(t1n) 0 € er(f +1dg) <= f ((tn)z0) + (Un)ysg = (0),29 <= Y0 € N, U1 = —u,,.
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Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (% V3T + g) Idg) et ker(f — (—% V37 + %) Idg).
Concluons. On a (un),, € E = ker(f + Idg) @ ker(f — (% V3T + %) Idg) & ker(f —
(—%\/ﬁ%— g) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f + Idg),

de ker(f — (% V3T + g) Idg) et de ker(f — (—% V3T + %) Idg), si et seulement si, d’apres
I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 5\" 1 5\"
J(a,b,c) € R, V¥n € N, un:a-(—l)"+b<2\/ﬁ+2> +c<—2\/§+2> .

Corrigé 19. + page 4

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/4—3, —6, —\/4_3} D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/4_3> (X — \/4_3) (X +6), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f +61dg) o (f — VA3Idg) o (f + V43Idg) = (f + 61dg) o (> — 431dp)
= 34612 —43 f — 2581dg
(;) 0L(E)7
d’out le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/ﬁ, —0, —\/4_3}, et on
a comme attendu: £ = ker(f + 6Idg) @ ker(f — /43Idg) @ ker(f + v/43Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)@o) =

f ((un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €t:

f3 ((un)ngo) =f <f2 ((Un)n>0)> =f ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n20 = (un+3)n>0

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort

bi b ésultat total t diffé i leulez a t
2 3

(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

f? ((Un)n>o) +6f° ((un)n>o> —43f ((un)n>o> — 258 (Un) 50 = (Unss + Otng — 43up1 — 258uy),,0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f346 f2—43 f — 2581dg = Or(p) (cette identité prouve en passant que E = ker(f? +6 f? —
43 f —2581dg), or f3+6 f?—43 f —258Idr commute avec f en tant que polyndme en f, donc
son noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annongai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypothéses de la premiére question de cet exercice,
et on en déduit: £ = ker(f + 6Idg) @ ker(f — v/43Idg) @ ker(f + v/43Idg). Autrement dit :
toute suite de F (qu’'on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme
somme dune suite dans ker(f + 6Idg), dans ker(f — v/43Idg) et dans ker(f 4+ v/43Idg).
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Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(Un)pso € E, on a:

(ttn) 50 € er(f +61dg) <= f ((un),20) + 6 (tn),ng = (0),29 <= Y € N, w1 = —6uy,.

Autrement dit: ker(f + 6Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —6,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=6)"),>, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — /43Idg) et ker(f + v/43Idg).

Concluons. On a (uy),-o € E = ker(f + 6ldg) @ ker(f — v43Idg) @ ker(f + v431dg) si et
seulement si (uy),-, est somme d’un élément de ker(f + 6ldg), de ker(f — VA43Idg) et de
ker(f 4+ v/43Idg), si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

3(a,b,c) €R?, Yn €N, u, =a-(—6)" + 4327b + ¢ (—\/E)n

Corrigé 20. + page 4

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—% VIT+ L -2 117+ %} D’apres
le critére polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
i (2 X + 17 — 1) (2 X — V17— 1) (X + 2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(F+20de)o (f = (5VIT+ ) 1de) o (£ = (<5 VIT+ 3 ) 1ds) = (/ +21dg) o (42 - f — 41dy)

=P+ —6f—8ldg

(i_) OL(E)7

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{—%\/17+%,—2,%\/17+%}, et on a comme attendu: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f —
(3VI7+ 1) 1dg) @ ker(f — (—5 VIT+ §) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 <(“n)n>o) =

f ((un+1)n>0) = (u("“)“)@o = (Unt2),50, €:

f3 ((un)ngo) =f <f2 ((Un)n>0)> =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n20 = (un+3)n>0

remarquez blen que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
bi b csul 1 diffé i lculez 2

2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f3 ((un)ngo) + f2 ((un)n;0> —6f ((un)ngo) = (Un+3 + Upyo — 6Un+1)n>0
= (8tn),>0
car (up),,>, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:
3+ f2—6 f = 8ldg (cette identité prouve en passant que FE = ker(f3 + f2 —6 f — 8Idg),
or f2+ f2—6f — 8ldg commute avec f en tant que polyndome en f, donc son noyau

est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
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on en déduit: £ = ker(f 4 2Idg) @ ker(f ( V1T + ) Idg) @ ker(f — (—% V1T + %) Idg).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)

s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + 2Idg), dans ker(f ( VIT + ) Idg) et dans

ker(f— (—% V1T + %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(Un),so € ker(f +2ldg) <= f ((“n)n>o) +2(Un)pso = (0),50 &= Vn €N, U1 = —2u,.

Autrement dit: ker(f + 2Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=2)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — ( VIT + )IdE) et ker(f — (—% VIT + %) Idg).
Concluons. On a (uy),., € E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (% V1T + %) Idg) & ker(f —
(—% VIT + %) Idg) si et seulement si (uy),-, est somme d'un élément de ker(f + 2Idg),

de ker(f — (% V17 + %) Idg) et de ker(f — (—% V1T + %) Idg), si et seulement si, d’apres
I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\" 1 1\"
I(a,b,c) € R, Vn € N, un:a-(—Q)"+b<2\/1_7+2> +c<—2\/ﬁ+2> .

Corrigé 21. + page 5
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X2 + 1 sont deux
polyndmes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 1 donne: 2 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Idg) @ ker(f? + Idg) = ker ((f — Idg) o (f* + 1dg))
=ker(f* — f2+ f —1dg).
Or d’apres I'égalité (x) on a: f* — f2 + f —Idg = O, donc: ker(f* — f2+ f —1Idg) = E.
D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que

ker(f — Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 1. On a en effet:

XP+1=(X-1)Q+2,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

(@) +7 = (f —1dg) 0 Q(f)(T) + 27. ()

Remarquons également que 'on a: X? — X2+ X —1 = (X — 1) (X? + 1). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme F = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg):

=4 f-1dg=(f—1dg)o (f*+1dp) = (f*+1dg) o (f — Idp). (1)
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Preuve de l'égalité E = F + G. Soit © € E. On doit montrer qu'il existe (y,2) € ker(f —

Idg) x ker(f? + Idg) tel que: & = ¢/ + Z. Posons pour cela :
o1, 1. 1 )
yzif (Z) + 57, et: Zza(f—IdE)oQ(fxx)

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f? +1Idg). On a:
1

(f = 1s) (7) = ( ~ We) (54 (@) + ;@)

1 1
= (f —1Idg)o (2 2+ QIdE) (7)
w1/ 2 .
=S (= 1) (@)
g
donc: ¥ € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a l'identité (%) de I’énoncé:

(/2 +18) (2) = 5 (2 + 1) (7 — 15) 0 QUH(@)
(1= 12+ - 1dg) (QUN(@))

—

*

Sl N

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (7, %) €
ker(f —Idp) x ker(f? 4+ Idg) tel que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f — Idg) Nker(f? 4+ Idg) = {0}. Soit & €
ker(f — Idg) N ker(f? 4+ Idg). On a donc: (f —Idg) (%) = 0, et: (f2+1dg) (&) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur #, on a donc: 2 = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si # € ker(f — Idg) Nker(f? + Idg) alors # = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f* + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout & € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f — Idg) X ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = § + Z (I'existence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢ et 2 qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu’il existe (1, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
T = y + Z. Pour déterminer et 2, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢ + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f — Idg), on a: f(y) = ¢, et la condition Z' € ker(f* + Idg)
implique: f?(2)+Z = 0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I’égalité
¥ = ¢ + 7 suffit, puisque cela nous donne:

g o= § 4z Z = §+ Z
f@) = f) +f(2) =1 [@ = ¢ + f(3)
2@ = 2 +£3 @ = g -z

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¢, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire U'opération L3 < L3 + L;, ou
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L3 < L3z — Ly, pour avoir immédiatement que si 4/ et 2’ conviennent, alors:

1 1 1 1
Synthése. Soit & € E. Posons: § = 1 f? (%) 4+ 32, et: £ = —1 f(Z) + 5. Vérifions qu'on a

bien & = ¢ + Z d’'une part, et i € ker(f — Idg), Z € ker(f? + Idg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢y + 2’ = Z. Vérifions donc
que i € ker(f —Idg) et Z € ker(f? +Idg): cela revient a démontrer que (f — Idg) (%) = 0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:

(f = 1d5) (5) = (f 1) (3 (@) + 57)

2
(/2@ = 1> (@ + f (@) - %)

puisque par hypothése de 'énoncé: f? — f? + f —Idg = Orp); donc ¢ € ker(f — Idg). Par

un argument analogue :
(£24+1ds) (3) = =5 £ (@) + 57,
2 2

et comme: f2 = f2 — f +1dg, on a aussi: f* = f3 — f2 + f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: —%f4 (%) + %:i' = 0, donc 7 € ker(f? + Idg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout ¥ € F, il existe i € ker(f —Idg) et Z € ker(f*+1Idg)
uniques tels que: Z = ¢ + Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f* + Idg).

Remarque. Pour simplifier —3 f* (Z) + 3Z, une démarche plus méthodique aurait ét¢ d’ef-
1

fectuer la division euclidienne de —%X ‘4 3 par le polynome annulateur X S X2+ X —1,

pour remarquer que:

1 1 1 1
— X' o= (XXX -1 -(—X—)
2 +2 ( * ) 2 2

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1., 1 1, 1
M= (- P4 f—1d <— —Id)
S e = (£ = P+ = 1dg) o (5 f — Slds
Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de

calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((Un)@()) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n20 = (Unt2),50, €4:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n>0
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(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f? ((un>n>o> — f? ((un>n>o) +f ((un)ngo) = (Un)y50 = (Unt3 = Unt2 + Uns1 — Un),5g
= (0)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2= [+ f—1dg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — f2+ f —Idg),
or 3 — f2+ f —Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f —Idg) @ker(f?+1Idg). Autrement dit : toute suite de F (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f? + Idg). Or il s’aveére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(Un)n>o cker(f —Idg) <= f ((Un)n>o> - (Un)n>0 = (0)@0 = Vn €N, upp1 = up.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I’espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite

n=0 =

(un)nzo € ker(f2 +1dg) <= f2 ((un)nzo) + (un)n>0 = (0)7120
<—VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit : ker(f? + Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? + 1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et 7o = —i (jose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de r; est: r; = 2™ La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u, = bcos <2 7m> + csin <2 7m> , avec (b,c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* + Idg) si et seulement si (uy),,5, est
somme d'un élément de ker(f — Idg) et d’un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
3(a,b,c) € R?, ¥n €N, u, = a+ bcos <2 7m> + c¢sin (2 7m> .

Corrigé 22. + page 5
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 4 et X2 + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 4
admet 4 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 4 donne: 17 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — 41dp) & ker(f* + 1dp) = ker ((f — 41dg) o (f* +1d))
= ker(f* — 4 f* + f — 4ldg).
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Or d’apres Uégalité (x) ona: f3—4 f2+ f—4Idg = Oy, donc: ker(f*—4 f2+ f—4ldg) = E.
D’otu le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — 4Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f — 41dg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 4. On a en effet:

X24+1=(X-4)Q+17,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

f2 (@) + 7 = (f — 41dp) 0 Q(f)(7) + 174 (1)

Remarquons également que 'on a: X? —4X? 4+ X —4 = (X —4)(X?+1). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f — 4Idg) + ker(f? + Idg):

[P 4 f—Aldp = (f —4ldp) o (£ +1dg) = (f*+1dp) o (f —4ldg). (1)

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit £ € E. On doit montrer qu’il existe (7, 2) € ker(f —
41dg) x ker(f? 4+ Idg) tel que: & = ¢ + Z. Posons pour cela:

1

1 ﬁ
= SP@ R e F= (- 41w 0 QU

N

—

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: y € ker(f — 41dg), et: Z € ker(f? +Idg). On a:

(f —4ldg) (9) = (f — 4ldg) ( £2(3) + 117 a)

= (f—ldg)o (5 2+ £-1dp ) (B
D (f~ 4 £+ f — 41d5) (7)

*

=0,

—
=

donc: ¥ € ker(f — 4ldg) ; de méme, toujours grace a l'identité (x) de I’énoncé :

(f?+1dg) (2) = (f2 +1dg) ((f = 41dg) © Q(f)(¥))

(f*—4f+ f —41dp) (Q(N)(@))

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (7, 72) €
ker(f —41dg) x ker(f? +1dg) tel que: ¥ = g+ Z. Donc: E = ker(f — 4Idg) + ker(f* + Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — 4Idg) N ker(f? 4+ Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f — 4ldg) Nker(f? 4+ Idg). On a donc: (f —4ldg) (Z) = 0, et: (f2 +1dg) (Z) = 0.
En considérant () avec ce vecteur #, on a donc: 17% = 0 4+ 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si ¥ € ker(f — 4Idg) Nker(f? + Idg) alors T = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — 4Idg) N ker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
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somme directe, on peut conclure: E = ker(f — 4Idg) Nker(f2 + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f — 4Idg) x ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (Iexistence du couple montre que E = ker(f — 4Idg) + ker(f? + Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢/ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit Z € E. On suppose qu'il existe (¥, 2) € ker(f — 4Idg) X ker(f* 4+ Idg) tel que:
Z = ¢y + Z. Pour déterminer ¢ et 2, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2’; pour cela, appliquons f a ’égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f — 4Idg), on a: f(¢) = 4y, et la condition Z € ker(f? + Idg)
implique: f2(2)+Z = 0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I’égalité
Z = iy + Z suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + Z
[@) = [ +f(5) =1 [@) = 4 + f(3)
£(@ = 2y +232 f@ = 16y - 7

Nous avons 1a un systeme a trois équations, avec trois inconnues (7, z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 < L3 + L;, ou
L3 + L3 — 16L, pour avoir immédiatement que si ¥ et Z’ conviennent, alors:

1 1 1 16

—

J=—f2(Z)+ —=&, ct: Z=-——f(T)+ 7.

Synthése. Soit T € E. Posons: § = 1= 2 (Z) + =4, et : 7= —- % (%) 4 124 Vérifions qu'on a
bien ¥ = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f — 4IdE) 7 € ker(f? + IdE) d’autre part. La premiere
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: iy + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f —4ldg) et 7 € ker(f? 4 Idg) : cela revient a démontrer que (f — 4Idg) () =0
et (f2 +1dg) (%) =0. Or:

(f —41dp) () = (f —4IdE)< £2(8) + 117 ﬂ>

puisque par hypothese de Pénoncé: f3 — 4 f2 + f — 4Idp = Opp); donce § € ker(f — 41dg).
Par un argument analogue :

1 16
2 I F — Az 2
(7 +18) () =~ * @) + 122 (@) + 107
et comme: f2 =4 f2— f+4ldg, on a aussi: f4 =4 f3 —f2 +4 f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: —= f4 (Z) + 2 f2 (Z) + 124 = 0, donc 7 € ker(f2+1dg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout Z € F, il existe i € ker(f —41Idg) et Z € ker(f2+1dg)
uniques tels que: ¥ = ¢+ 2. Donc: E = ker(f —4ldg) @ ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier — 7= f* (Z)+ 22 f2 (Z)+ 127, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euchd1enne de —%X 4+ %’X 24 }—? par le polynéome annulateur
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X3 —4X? + X — 4, pour remarquer que:

1 15 16 1 4
— X' X = (X —4XP X 4 -(—X—)
X X = +X-4)- (X -

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

ldp = (f* — 47+ f - 41d) o <_1f— 4IdE>

1, 15, 16
ARSI T

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de E, on a: 12 ((“n)n>o) =

/ ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n20 = (Un+3) 0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f (<“n)n>o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

I ((Un)n>o> — 412 ((un)ngo) + f ((un)@O) — 4 (Un) s = (Ungz — Yppo + Upir — 4Un) 50
= (0)n20

car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
[3=4 f*+ f—4ldg = Oyp) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*—4 f2+ f—41dg),
or f3—4 f?4 f —4ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f —41dg) @ker(f?+1dg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —4Idg) et d’'une
suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),-, € £, on a:

(ttn)pso € ker(f — 41dg) <= f ((un),50) =4 (Un)yz0 = (0)50 <= V0 €N, tpy1 = 4y,

Autrement dit: ker(f — 4Idg) est l'espace vectoriel des suites géométriques de raison 4,

c’est-a-dire de la forme (u,), ., = (a-4"),., avec a € R. Ensuite:

(“n)n>0 € ker(f2 +1dg) <= f? ((un)n>0) + (un)n>o = (0)n>0
< VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit : ker(f? 4+ Idg) est espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ro = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de ry est: r; = 2™ La théorie des suites récurrentes linéaires
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du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u, = bcos (2 7m> + ¢sin (2 7m> , avec (b,c) € R?.

Concluons. On a (uy,),,-, € E = ker(f —4ldg) @ ker(f* 4 Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d'un élément de ker(f — 4Idg) et d’'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

1 1
3(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a-4" + bcos (27m> + csin (27m> :

Corrigé 23. + page 5

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1, —V17+ 2,17 + 2}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + V17 — 2) (X — V17 - 2) (X —1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f —Tdg) o (f = (VIT+2)1dg) o (f = (—VIT+2)1dg) = (f —Idg) o (f* — 4 f — 131dg)
= fP—5f*—9f+13ldg

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1, V17T +2,V/17 + 2},
et on a comme attendu: E = ker(f—Idg)®ker(f— (\/ﬁ + 2) Idg)®ker(f— (—\/1_7 + 2) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((“n)@o) =

f ((un+1>n>0) = (U(n+1)+1)n>0 = (Un+2)n>0, et:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n;0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((Un)@())) et (f (<“n)n>o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f3 ((Un)n>o) - 5f2 ((Un)n>o) -9f ((Un)n>0) +13 (un)n>o = (Uny3 — DUpya — Npy1 + lgun)n>0
- (0)n>0

car (up),, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:
f2=5f*=9f+13ldg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* —5 f* —
9 f+13Idg), or f3—5 f2—9 f+13Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premieére question de cet exercice,
et on en déduit: F = ker(f — Idg) @ ker(f — (\/1_7—1— 2) Idg) @ ker(f — (—\/ﬁ+ 2) Idg).
Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f — Idg), dans ker(f — (\/ﬁ + 2) Idg) et dans
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ker(f ( VIT+ 2) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (un)@O € F,ona:

(tn)so € ker(f = 1dg) <= f ((tn)20) = (tn)psg = (0),20 <= V1 € N, wpp1 = uy.

Autrement dit: ker(f — Idg) est lespace vectoriel des suites constantes, de la forme
(Un) s = (@), avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f — (\/ 17+ 2) Idg)

et ker(f — (—VIT+2) Idg).
Concluons. On a (u,),., € E = ker(f — Idg) ® ker(f — (\/1_7+2) Idg) @ ker(f —
(—\/_—i— 2) Idg) si et seulement si (uy),, est somme d'un élément de ker(f — Idg), de

ker(f — (\/ + 2) Idg) et de ker(f ( V1T + 2) Idg), si et seulement si, d’apres 'explici-
tation ci-dessus de ces noyaux:

Ja,bc) R Wn €N, u, =a+b(V17+2)" +c(-VIT+2)".

Corrigé 24. + page 5

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe demandée
soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable ; de plus, les noyaux dans le membre
de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,—4,—2}. D’apres le critére polynomial de
diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X +4)(X +2)(X — 1),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f +41dg) o (f —1dg) o (f +2Idg) = (f +41dg) o (f*+ f — 21dg)
=452 +2f—8ldg

(%)
= Or(p),

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1, —4,—2}, et on a
comme attendu: F = ker(f + 4Idg) & ker(f — Idg) @ ker(f + 2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)@O) =

f ((un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),59, €t:

f? ((un)ngo) =f (f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>o) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((“n)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f? ((un)ngo) +5f° ((un>n>0> +2f ((un>n>o> = (Un+3 + BUnt2 + 2Unt1),,59
= (8un)n>o

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
345 f2+2 f = 8Idg (cette identité prouve en passant que F = ker(f3+5 f?>+2 f—8Idg), or
345 f2+2 f — 8Idp commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C F).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f 4+ 41ldg) @ ker(f —Idg) @ ker(f + 2Idg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on
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cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f + 4ldg), dans ker(f — Idg) et dans ker(f + 2Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter
ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 € F,on a:

(Un),so € ker(f +4ldg) <= f ((un)n%) +4 (Un)pso = (0),59 = Vn €N, U, = —4u,.

Autrement dit: ker(f + 4Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —4,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=4)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les
éléments de ker(f — Idg) et ker(f + 2Idg).

Concluons. On a (uy),,, € E = ker(f +4ldg) @ ker(f —Idg) ker(f +2Idg) si et seulement
si (Un),5( est somme d'un élément de ker(f + 4ldg), de ker(f —Idg) et de ker(f + 2Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-(—4)" + (=2)" c+ .

Corrigé 25. + page 5

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs facons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 15 et X? + X + 2 sont
deux polyndmes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que
X — 15 admet 15 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 15 donne:
242 +# 0. Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — 151dg) @ ker(f2 + f + 2dg) = ker ((f — 151dg) o (f* + f + 2d))
= ker(f* — 14 f2 — 13 f — 301dp).

Or d’apres I'égalité (x) on a: f*—14 f2—13 f —30Idg = Or(p), donc: ker(f*—14 f2—13 f —
30Idg) = E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — 15Idg) + ker(f? + f + 2Idg), puis en montrant
que ker(f — 15Idg) et ker(f? + f + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X2 + X 4 2 par X — 15. On a en effet :

X2+ X 4+2=(X—15)Q + 242,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

F2(@) + f (&) + 27 = (f — 151dg) 0 Q(f)(T) + 2427 ()

Remarquons également que 'on a: X?—14X?—13X —30 = (X — 15) (X?* + X + 2). En éva-
luant cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration
de la somme E = ker(f — 15Idg) + ker(f? + f + 2Idg):

fP=14 =13 f —30ldg = (f — 151dg)o (f*+ f + 20dg) = (f* + f + 2ldg) o (f — 151dp)
(1)

Preuwve de ’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu'il existe (¥, Z) € ker(f —
15Idg) x ker(f? + f + 2Idg) tel que: ¥ = i + Z. Posons pour cela:

1 1 1

1, . . .
- — — T L
Y P@+ ol @+ 5% et Z=50

=5 (f —15Idg) 0 Q(f)(Z).
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Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — 15Idg), et: Z € ker(f? + f + 2Idg). On a:

(F = 1518) (7) = (f = 150d5) (o 2 (@) 4 55 (@) + 13 7)

242 121
:(f—15IdE)o<242f2+242f+ 191 dE)()
1 2

:242 (/% — 14/~ 13 - 301dg) (&)

) =

= 0,
donc: ¥ € ker(f — 151dg) ; de méme, toujours grace a l'identité (%) de ’énoncé:

(24 7 +21d8) (2) = 5 " (24 £+ 215 ((f — 151d5) 0 Q()(@)
®

£ @ (/> =14 /* =13 f - 301dg) (Q(f)(%))

“y)
donc: Z € ker(f? + f + 2Idg). On a donc bien démontré que pour tout Z € FE, il existe
(v, 2) € ker(f —15Idg) x ker(f?+ f +2Idg) tel que: ¥ = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — 15Idg) +
ker(f?+ f + 2Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f—15Idg)Nker (f
ker(f—15Idg)Nker(f2+ f+2Idg). On adonc: (f — 15Idg) (Z) =
0. En considérant (1) avec ce vecteur #, on a donc: 2427 = 0 +
montré que si T € ker(f — 15Idg) Nker(f? + f + 2Idg) alors
Ayant démontré: E = ker(f — 15Idg) Nker(f*+ f +2Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f — 15Idg) Nker(f? + f + 2Idg).
Démonstration treés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € E, il existe un unique couple (¥, 2) € ker(f — 15Idg) x ker(f* + f + 2Idg)
tel que: ¥ =y+7 (1’ex1stence du couple montre que F = ker(f —15Idg) +ker(f*+ f+2Idg),
et I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).
Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (¢, Z) € ker(f — 15Idg) x ker(f? + f + 2Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = i+ Z, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et 2. Pour voir ot aboutir, notons
que du fait que 77 € ker(f — 15Idg), on a: f() = 157, et la condition Z € ker(f%+ f + 2Idg)
implique: f2(2) + f( 7) 427 =0, puis: f2(2) = —f (Z) — 2Z. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y/ + Z suffit, puisque cela nous donne:

+21dE) {0}. Soit & €

2 (fP+ f +21dp) (£) =
0 d’ou le résultat: on a

rrkﬁ

r = 7 +Z Tz = y + Z
[@) = [y +f(5) <=1 [(@) = 15 + f(?)
@) = ) +22 (@) = 2255 — 27 - f(%)

Nous avons 14 un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en tres peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si 'on fait
I'opération L3 <— L3 + Lo, alors le systeme équivaut a:

— —

T = y o+ Z
j@ = 157 + 1)
@ +f@ = 2407 — 27
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A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 <— Ls+2Lq, ou L3 < L3z —240L4, pour en déduire
que si ¢y et Z conviennent, alors:

e L S L

120 _
—X.
121

Synthése. Soit & € E. Posons: § = 555 f? () + 55/ (Z)+ 57T, et 7= —55 2 (D) — 55/ (&) +
297, Vérifions qu’on a bien Z = §+Z d’une part, et i € ker(f —15Idg), Z € ker(f*+ f+2Idg)

d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
y + Z = #. Vérifions donc que ¢ € ker(f — 15Idg) et 2 € ker(f? + f + 2Idg) : cela revient a
démontrer que (f — 15Idg) (7)) =0 et (f* + f + 2Idg) (Z) = 0. Or:

£~ 151dp) (2312 £2(#) 4+ 2; F(@) + 1;15)
1 5 1 9/ 1 5 15 9/ 15 . 15
5l @D+ 3P @+ 1 @) = (5l @)+ 5 @)+ 157)

1

2
(3 (7) — 1417 (&) — 13f (&) — 307)

(f = 151dg) (5) =

—~

j =l N}

Y

puisque par hypothése de 'énoncé: f2 —14 f2—13 f = 30Idg ; donc ¥ € ker(f — 15Idg). Par
un argument analogue :

1 1 237 119 240
(24 f +2dp) (2) = —5 o1 (@) = o P @) + S P @ + 51/ @+ 5

et comme: f3 =14 f2 +13 f +30Idg, on a aussi: f* = 14 2 +13 2430 f, ce qui permet de
simplifier 'égalité précédente pour en déduire: — 5 f* (Z) — o7 /2 (D) + 2L f2 (D) + 150 f (&) +
M7 = (, donc 7 € ker(f? + f + 2Idp).

Ceci acheve de démontrer que pour tout ¥ € E, il existe i € ker(f — 15Idg) et Z € ker(f? +

f + 2Idg) uniques tels que: ¥ = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — 15Idg) @ ker(f? + f + 2Idg).

—

xz,

Remarque. Pour simplifier — 5% 4 (Z) — 2 3 (Z) + 23 f2 () + 122 f (T)+ 2227, une démarche

242 T121 242 121 121
plus méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de — 55 X* — L X3 4 287 X2 4
%X + % par le polynome annulateur X3 — 14X? — 13X — 30, pour remarquer que:
1 1 237 119 240 1 8
X' X3 T X X T = (X - 14X% - 13X - 30) - <—X - )
242 121 + 242 + 121 + 121 ( ) 242 121

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

| 1,5 237 , 119 240 N 9 1 8
o S e P g S ol = (£ 14 —13f—301dE)o(—242f—1211dE>
Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja 'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de E, on a: f? <(un)n>o) =

f ((un+1)n>o) = (U(n+1)+1)n>0 = (Unt2) 50, €t
f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) - (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3) 0
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(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f ((un)ngo) —14f? ((un>n>0) —13f ((un>n>o) = (Unt3 — Mtpsa — 13upi1),,5
= (30un)n;0

car (uy),-, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3—14 f2—13 f = 30Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3 —14 f2—13 f —
30Idg), or f3 —14 f? — 13 f — 30Idx commute avec f en tant que polyndme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir
que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice,
et on en déduit: F = ker(f — 15Idg) @ ker(f? + f + 2Idg). Autrement dit : toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f — 15Idg) et d'une suite dans ker(f? + f +2Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(t1n) =g € Ker(f — 151dg) <= f ((tn),120) = 15 (tn) g = (0),20 <= Y1 € N, 41 = 15u,,.

Autrement dit: ker(f — 15Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 15,
c’est-a-dire de la forme (u,), ., = (a-15"), ., avec a € R. Ensuite:

(tn) 20 € ker(f2 + £ +21dp) <= f2 ((un),20) + F ((n)ysg) + 2 (n)z0 = (0),5
< Vn eN, u,io+ Ups1 + 2u, = 0.

Autrement dit: ker(f? + f + 2Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +r + 2 = 0. Son discriminant est: A = —7. Il est strictement négatif, et on en déduit
-l Zﬁ et

ue les solutions de ’équation caractéristique sont complexes, égales & r; =
’ 2

. N

2
de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des

suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

Ty = . Or la forme exponentielle de 1 est: 71 = v/2¢, ot § € R est un argument

¥n €N, u, = (bcos(nf) + csin(nf)) 22", avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),-, € £ = ker(f — 15Idg) @ ker(f* + f 4 2Idg) si et seulement si
(Un),so est somme dun élément de ker(f — 15Idg) et d'un élément de ker(f* + f + 2Idg),
si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

S

3(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a- 15" + (bcos(nb) + csin(nd)) 2

Corrigé 26. + page 6

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que : Sp(f) C { 2114 — 46, —/2114 — 46, —2}. D’apres
le critére polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
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(X +v/2114 + 46) (X —/2114 + 46) (X + 2), qui est scindé et a racines simples sur R, est
un polyndéme annulateur de f. Or:
(f+21dg)o (f — (V2114 - 46) 1dg) o (f — (—V2114 - 46) Idg) = (f + 2Idg) o (> + 92 f + 2Idp)

= 3494 f2 4186 f + 4ldg

(;) OL(E)a

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{\/2114 — 46, —/2114 — 46, —2}, et on a comme attendu: E = ker(f + 2Idg) ® ker(f —
(V2114 - 46) 1dg) @ ker(f — (—/2114 — 46) Id).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de £, on a: 12 ((“n)n>o) =

/ ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f? ((un)ngo) =f (f2 ((un)n>0>) =f ((un+2)n>o) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt ésultat total t différent si lculez a tort
2 3

(f ((“n)@O)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f3 ((un)n>0) + 94f2 ((un)n>0) + 186 f ((Un)n>0) +4 (un)n>0 = (Unts + Y4unto + 186wy 41 + 4“n)n>0
= (O)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie :

2494 f2+186 f +4Idg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f*+94 f2 +

186 f+4Idg), or f3+94 f2+186 f+4Idg commute avec f en tant que polynome en f, donc son

noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir que
f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et

on en déduit : B = ker(f+2Idp) @ker(f — (v/2114 — 46) Idg) @ker(f — (—v/2114 — 46) Id).
Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement & expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + 2Idg), dans ker(f — (\/2114 - 46) Idg) et

dans ker(f — (—\/2114 — 46) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces
vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 € E,ona:

(ttn) s € ker(f +2Idg) <= £ ((Un),20) +2 (tn),ng = (0),29 <= Y €N, w1 = —2uy,.

Autrement dit: ker(f + 2Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=2)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (\/m - 46) Idg) et ker(f — (—\/m - 46) Idg).

Concluons. On a (un),-, € £ = ker(f + 2ldg) @ ker(f — (\/m- 46) Idg) @ ker(f —
(—m - 46) Idg) si et seulement si (uy),, est somme d'un élément de ker(f + 2Idg),
de ker(f — (m - 46) Idg) et de ker(f — (—m - 46) Idg), si et seulement si, d’apres

I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

Ia,bc) ER®, Wn €N, u, =a- (—2)" +b(V2114 — 46)" + ¢(— V2114 — 46) "

Corrigé 27. + page 6
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1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 3 et X? + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 3
admet 3 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 3 donne: 10 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — 31dg) @ ker(f* + 1dp) = ker ((f — 31dg) o (f* +1d))
=ker(f* -3 f*+ f —3ldg).
Or d’apres Pégalité (x) ona: f3—3 f?+ f—3Idg = O ), donc: ker(f*—3 f*+ f—3Idg) = E.
D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — 3Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que

ker(f — 3Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 3. On a en effet:

X?24+1=(X-3)Q + 10,

avec () € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

f2(@) + 7 = (f = 3ldg) 0 Q(f)(7) + 107 (1)

Remarquons également que 'on a: X? —3X? + X —3 = (X —3) (X?+1). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme F = ker(f — 3Idg) + ker(f* + Idg):

fP=3f4 f=3ldg = (f = 3ldg) o (> +1dg) = (f*+1dp) o (f = 3Idg).  (})

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (7, 2) € ker(f —
3ldg) x ker(f? + Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela :

J= @)+ et F= 2o (f - 31d8) 0 Q@)

Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: & = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — 3Idg), et: Z € ker(f? + Idg). On a:

1 1
(f = 31de) () = ( = 31de) (35> (@) + 17)
1 1
— (f - 31dg) o (10 24 mIdE) (@)
@110<f3—3f2+f—31dE)(f)

—

Y,

donc: i € ker(f — 3Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I'énoncé:
o 1 »
(f2+1dg) (2) = 15 (/* +1de) ((f = 31dg) 0 Q) (@)

W 10 (£ =32+ f = 31dg) (Q(f)())

—~
N

—

*

~

1
0
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donc: Z € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe (7, 2) €
ker(f — 3Idg) x ker(f? +1dg) tel que: ¥ = g+ Z. Donc: E = ker(f — 3Idg) + ker(f* + Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — 3Idg) N ker(f? + Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f — 3Idg) Nker(f? 4+ Idg). On a donc: (f — 3Idg) (Z) = 0, et: (f2 +1dg) (Z) = 0.
En considérant () avec ce vecteur #, on a donc: 10Z = 0 4+ 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si @ € ker(f — 3Idg) Nker(f? + Idg) alors @ = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — 3Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — 3Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (¢, Z) € ker(f — 3Idg) x ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (lexistence du couple montre que F = ker(f — 3Idg) + ker(f? + Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f — 3Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer g et z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f —3Idg), on a: f(7) = 37, et la condition z € ker(f? +Idg)
implique: f2 ()42 =0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I'égalité
Z = ¢ + Z suffit, puisque cela nous donne:

T = Y +Z T = y + Z
[(@) = fg) +f(Z) <=1 f@&) = 3y + f(®
@ = 2 +r22) @ = 95 - 7

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + Ly, ou
L3 < L3 — 9Ly, pour avoir immédiatement que si ¢ et 2’ conviennent, alors:

o1, 1 1, 9.
= — = R p— 7
Y 10f (:L*)—irlox, e Z 10f (l‘)+10$

Synthése. Soit T € E. Posons: § = 15 f* () + 154, et : Z= —15 % (%) + 5. Vérifions qu'on a

bien 7 = ¢+ Z d’une part, et i € ker(f — 3Idg), z € ker(f? +Idg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f —3Idg) et Z € ker(f? +1dg) : cela revient & démontrer que (f — 3Idg) (7) = 0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:

I
7N\
| —
Kh
w
\Eil
_|_

!
o
N—
|
/‘\
—
[\
o
_|_

|
e

puisque par hypothése de 1'énoncé: f2 — 3 f2+ f = 3ldg; donc ¢ € ker(f — 3Idg). Par un
argument analogue :
4

(7 +15) () =~ f (@) + 5 2 (@) + 3.
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et comme: f3 =3 f?2— f+3Idg, on a aussi: f4 =3 f2— f2+3 f, ce qui permet de simplifier
I'égalité précédente pour en déduire: — 4 (Z) + 2 f2 (%) + 57 = 0, donc 7' € ker(f? +Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout Z € F, il existe i € ker(f —3Idg) et Z € ker(f%+1dg)
uniques tels que: ¥ = i+ Z. Donc: E = ker(f — 3ldg) @ ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier —5 f* (Z)+ 3 f? (Z) + 57, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de —%OX 44 %X 2+ 1% par le polynéme annulateur
X3 —3X?%+ X — 3, pour remarquer que:

1 4 9 1 3
— X'+ X+ S = (XP-3X+ X -3 -(—X—>
TS T) ( * ) 10 10

(le reste est nul), de sorte que trivialement :
1, 4., 9 s ( 1 3 )
Dy Tdy = (3 ~3ldp) o (—— f— 21d
o/ g gl = (£ =874 = 8lds) o (5 / — gld
= Ou(p)-

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>0) =

7 (O)n) = (103, = (2l

f3 ((un)n>0> =/ (f2 ((un)n>0)) =/ ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f3 ((un)n>o) - 3f2 ((un)ngo) + f ((un>n>0> = (Unts — Unia + un+1)n>0
= (3un)n>o

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2 =3 f*+ f = 3ldg (cette identité prouve en passant que E = ker(f* —3 f2+ f —3Idg), or
3 =3 f2+ f — 31dg commute avec f en tant que polynome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f —3Idg)@ker(f?+1dg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —3Idg) et d’'une
suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (Un)@() € F,ona:

(tn) g € Ker(f = 31dg) <= f (un),20) — 3 (tn),20 = (0),20 <= ¥n €N, wpy1 = 3u,.

Autrement dit: ker(f — 3Idg) est l'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3,

c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - 3"),-, avec a € R. Ensuite:

(tn) 50 € ker(f2 +Tdg) <= f7 ((un),20) + (tn),0 = (0),2
<~ VneN, upio+u, =0.
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Autrement dit : ker(f? 4 Idg) est espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ry = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de ry est: r; = 2™ La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u, = bcos <2 7rn> + c¢sin <2 7m> , avec (b,c) € R?.

Concluons. On a (uy,),,-, € E = ker(f — 3Idg) @ ker(f* 4 Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d’un élément de ker(f — 3Idg) et d’un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) €R?, ¥n €N, u, = a-3" + bcos <27m> + csin (27m> :

Corrigé 28. + page 6
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 14 et X? — X + 1 sont
deux polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que
X — 14 admet 14 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 14 donne:
183 # 0. Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — 141dg) @ ker(f* — f +Idg) = ker ((f — 14Idg) o <f2 4 IdE))
= ker(f* — 15 f> + 15 f — 14ldp).

Or d’apres 'égalité (x) on a: f*—15 f2415 f —14Idg = Orp), donc: ker(f? —15 f2+15 f —
141dg) = E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — 14Idg) + ker(f? — f + Idg), puis en montrant
que ker(f — 14Idg) et ker(f? — f +Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X? — X + 1 par X — 14. On a en effet :

X2 X 4+1=(X—14)Q + 183,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

F2(@) = f(@) + 7 = (f — 14Idg) 0 Q(f)(Z) + 1837. (1)

Remarquons également que l'on a: X2 —15X2+15X —14 = (X — 14) (X? — X + 1). En éva-
luant cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration
de la somme E = ker(f — 141dg) + ker(f? — f + Idg) :

f3=15 f2415 f—141dp = (f — 141dg)o(f* — f +1dg) = (f2 = f + Idg)o(f — 141dg) . (})

Preuve de l'égalité E = F + G. Soit © € E. On doit montrer qu'il existe (¢, 2) € ker(f —
141dg) x ker(f? — f + 1Idg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Posons pour cela:

1 1 1

(D)4 —F  et: = —
w3l @+ gt et P g

i= 1 f @ - (f ~ 141d5) 0 QUF)(7).
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Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — 141dg), et: Z € ker(f? — f + Idg). On a:
1

(f — 141dg) (§) = (f — 141dg) (183f2 (@) - @f( B)+ st

=<f—14IdE>o(wf2—mf+183dE)< 7)

fP =152+ 15 f — 141dg) (Z)

—
=

- 183(

*

—~
N

=1}

)

A

donc: ¥ € ker(f — 14ldg) ; de méme, tOllJOlll"S grace a l'identité (%) de ’énoncé:
(2= 1 +1dg) () = i G (/7 =+ 1) ((/ -~ 141d5) 0 Q) (@)
D (£ 15 2 415 f — 1415) (QU)(@)

donc: Z € ker(f? — f + Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe
(v,Z) € ker(f — 14Idg) x ker(f% — f +1dg) tel que: ¥ = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — 14Idg) +
ker(f? — f +Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f —141dg) Nk
ker(f—141dg)Nker(f?— f+Idg). Onadonc: (f — 141dg) (%) =
En considérant (1) avec ce vecteur &, on a donc: 1837 = 0+ 0 =
montré que si ¥ € ker(f — 14Idg) N ker(f2 f+1dg) alors # = 0.
Ayant démontré: E = ker(f — 14Idg) Nker(f? — f +Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f — 14Idg) Nker(f? — f + Idg).
Démonstration treés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € E, il existe un unique couple (i, 2) € ker(f —141dg) x ker(f%— f +1dg) tel
que: ¥ = i+ Z (I'existence du couple montre que E = ker(f — 141dg) + ker(f? — f +1dg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (¥, 2) € ker(f — 141dg) x ker(f? — f + Idg) tel
que: ¥ = ¢+ Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = ¢+ Z, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et 2. Pour voir ot aboutir, notons
que du fait que i € ker(f — 14Idg), on a: f() = 14¥, et la condition Z € ker(f? — f + Idg)
implique: f2(2) — f(2) + 2 =0, puis: f2(2) = f () — Z. Par conséquent, appliquer f deux
fois a I’égalité ¥ = ¢/ + 2" suffit, puisque cela nous donne:

f+Idg) = {0}. Soit % €

er(f?
0, e ﬁ(fQ f +1dp) (7) = 0.
0 =0, d’ou le résultat: on a

r =y +Z r = y o+ 7
[@) = [ +f(2) = [(@) = 14 + f(3)
@ = @ +rE @ = 196y — 7 + f(2)

Nous avons 14 un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¢, Z, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en tres peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si 'on fait
I'opération L3 <— L3 — Lo, alors le systéme équivaut a:

7 - § o+ Z
[ = g + 1)
PE-f@ = 825 - =
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A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 <— L3+ Ly, ou L3 < L3 — 182L1, pour en déduire
que si ¢ et Z conviennent, alors:

- b = ——— — :
V=153 @ 183f( T+ gt e 183f (@ )*_183f( )+ 1557
Synthése. Soit & € E. Posons: § = 14 [ (%) — 155 (f)—i— =T, et F= —1= (D) + s f (D) +

27, Vérifions qu’on a bien & = §/+ 2 d’une part, et i € ker(f —141dg), 7 € ker(f*— f+1dg)

d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
y + zZ = &. Vérifions donc que 3 € ker(f — 14Idg) et 2 € kelr(f2 f+1dg): cela revient a
démontrer que (f — 141dg) (7) = 0 et (f2 — f +1dg) () = 0. Or:

(f = 141de) (7) = (F — 141d) (1;3# (@ - 1;3f @+ 1557)
» ) B 4 , . 14, . 14
- ( (@) -~ P @)+ 1 f @) - (3557 @ - 17557 @ + 1557

183
(f3 (&) — 15 (&) + 15f (&) — 147)

Ol»—

I

puisque par hypothése de 'énoncé: f3 —15 f2+ 15 f = 14Idg ; donc i € ker(f — 141dg). Par
un argument analogue :

182
2 I N L 4 4 43 2 161 -
(7 = F +15) () = o (@) b s P (0 4 o0 (@) — o] (D)4 oo,
et comme: f3 =15 f2—15 f +14ldg, on a aussi: f4 =15 f2 —15 f2+ 14 f, ce qui permet de
simplifier 'égalité précédente pour en déduire: — o= f* (7) 4 155./% (Z) + 2 f? () — 155 f (D) +

1827 =0, donc 7 € ker(f% — f +Idp).

Ceci acheve de démontrer que pour tout ¥ € E, il existe ¢ € ker(f — 141dg) et Z' € ker(f? —
f +Idg) uniques tels que: Z = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — 14Idg) @ ker(f? — f + Idg).

Remarque. Pour simplifier — i f* (Z) + 25 f* (Z) + 2 /2 (Z) — 15 (f) + 123 7, une démarche

plus méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de — iz X* 4+ Z X% + 2 X2 —
}géX + }gg par le polynome annulateur X3 — 15X? + 15X — 14, pour remarquer que:
1 2 60 181 182 1 13
—— X't X+ X - =X X? —15X% +15X — 14 -(—xé—)
183 + 183 + 61 183 83 183 ( + ) 183 183

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

182 13,
_ o e 0 g = (32 15 f — 141d (-— _ = )
183‘f 183‘f f 183‘f 183 2 (f £ 151 E> 53/ " 1s3tdE

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja 'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de E, on a: f? <(un)n>o) =

f ((un+1)n>o) = (U(n+1)+1)n>0 = (Unt2) 50, €t
f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) - (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3) 0
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(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

£ ((n)yz0) = 1507 ((un)sg) + 15F ((n),20) = (nss — 15tn iz + 1511,
= (14uy,)

n=0

car (uy),-, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2—15 f2+15 f = 141dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3 —15 f2+ 15 f —
141dg), or f3 — 15 f2 + 15 f — 14ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, a savoir
que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: F = ker(f — 14Idg) @ ker(f? — f + Idg). Autrement dit : toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f — 14Idg) et d’une suite dans ker(f? — f +Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(ttn) =0 € Ker(f — 141dg) <= f ((un),20) — 14 (tn) g = (0),20 <= Y1 €N, 41 = 1u,,.

Autrement dit: ker(f — 14Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 14,
c’est-a-dire de la forme (u,),, = (a-14"),, avec a € R. Ensuite:

(tn) s € ker(f2 = f+1dg) <= 2 ((un)yz0) = F ((n)yz0) + (Un)yzo = (0),5
<~ VneN, upo— Uy +u, =0.

Autrement dit: ker(f? — f + Idg) est Pespace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique

est: 7> —r + 1 = 0. Son discriminant est: A = —3. Il est strictement négatif, et on en

1—14v3

déduit que les solutions de ’équation caractéristique sont complexes, égales a r; = 2\/_
1414vV3 . ; . .

et 7y = 2\/_ Or la forme exponentielle de r; est: r; = 51" La théorie des suites

récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la
relation ci-dessus sont celles de la forme:

1 1
vn €N, u, = bcos (3 7m> + c¢sin (3 7m> , avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),5, € E = ker(f — 14ldg) ® ker(f* — f + Idg) si et seulement si
(Un) 50 st somme d'un élément de ker(f — 14Idg) et d'un élément de ker(f? — f +Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

1 1
J(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a- 14" + bcos (3 Wn) + ¢sin (3 Wn) )

Corrigé 29. + page 6

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—% V37 + 7, —1, % V37 + %} D’apres
le critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
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i (2 X + V37— 1) (2 X — /37— 1) (X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(F+1d5)o (= (3VET+5)Mg) o (= (5 VBT +3) s ) = (f +1dg) o (2 — f — 91ds)
= f3—10f —9ldg

d’ou le résultat f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{—%\/37+%, TV3T+3 }, et on a comme attendu: E = ker(f + Idg) @ ker(f —

(% \/ﬁ‘i‘ %) IdE) ©® ker( — (—5 \/ﬁ‘i‘ %) IdE)

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de £, on a: f ((un)ngo) =

f ((un+1)n>0) = (U(n+1)+1)n>0 = (Un+2)n>0, et :

f3 ((un)n>o) =f (fQ ((un)ngo)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+l)n>0 = (un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

fS ((Un)n;o> —10f ((Un)ngo) -9 (un)n>0 = (Uny3 — 10Uy 41 — 9un)n;0
car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f? =10 f — 9Idg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — 10 f — 9Idg),
or f3—10 f — 9Idz commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable

par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(E) C
E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice, et on
en déduit: B = ker(f + Idg) @ ker(f — (3 V37 +3)Idg) @ ker(f — (=3 V37 + }) Idp).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + Idg), dans ker(f ( V3T + ) Idg) et dans

ker(f— (—f V3T + ) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(t1n) s € ker(f +1dg) <= f ((tn)yzg) + (Un)ysg = (0),59 <= Y0 €N, tpi1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est Iespace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — ( V37 + )IdE) et ker(f — (—% V3T + %) Idg).
Concluons. On a (un),, € E = ker(f + Idg) @ ker(f — (% V3T + %) Idg) @ ker(f —
(—%\/ﬁ—l— %) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f + Idg),

de ker(f — (% V37 + %) Idg) et de ker(f — (—% V37 + %) Idg), si et seulement si, d’apres
I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 " 1 1\"
J(a,b,c) € R®, ¥n € N, un:a-(—l)"+b<2\/§+2> +c<—2\/§+2> :
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Corrigé 30. + page 7
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 + 2 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 3 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +Idg) @ ker(f? + 2Idg) = ker ((f + Idg) o (f* + 21dg))
=ker(f* + f2+2 f + 2Idg).

Or d’aprés 'égalité (x) ona: f34 f2+2 f+2Idg = Oyg), donc: ker(f3+ f2+2 f+2Idg) = E.
D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg), puis en montrant que
ker(f + Idg) et ker(f? + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 2 par X + 1. On a en effet:

XP42=(X+1)Q +3,

avec (@ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

F2(Z) + 27 = (f +1dg) o Q(f)(Z) + 3. (1)

Remarquons également que l'on a: X2 + X? +2X +2 = (X +1) (X?+2). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg):

a2 f+20dp = (f +1dg)o (f*+20dg) = (£ +2Idg) o (f +1dp).  (})

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit T

Idg) x ker(f? + 2Idg) tel que: ¥ =4 +
2

F=3 @438 et 7= (7 +1de) 0 Q)

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f +1Idg), et: Z € ker(f? + 2Idg). On a:

(F +14) () = ( + 1) (1 2(2) + 27)

1 2
= (f+1Idg)o (3 A+ 3IdE> (7)
®

€ E. On doit montrer qu'il existe (¢, 2) € ker(f +
Z. Posons pour cela:

?1) (f*+ 2 +2f +21dg) (7)

g

donc: i € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:
(7 +20ds) (2) = 5 (£2 4 21d5) (7 + 1d5) 0 QUA)(@)
DL (4 227+ 2d8) (QUN(@)
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donc: Z € ker(f? + 2Idg). On a donc bien démontré que pour tout # € F, il existe (¢, 2) €
ker(f +Idg) X ker(f?+ 2Idg) tel que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f +Idg) + ker(f? + 2Idg).
Preuwve que la somme est directe. Montrons: ker(f + Idg) N ker(f2 + 2Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f +1dg) Nker(f2+2Idg). On a donc: (f +Idg) (£) = 0, et: (f? + 2Idg) (£) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 3% = 0 + 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si & € ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (7, ) € ker(f + Idg) x ker(f? + 2Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (existence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f + Idg) x ker(f* + 2Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer g et z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f +1dg), on a: f(y) = —7, et la condition Z € ker(f? + 2Idg)
implique: f2 (%) + 22 = 0, puis: f2(Z) = —27. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I’égalité ¥ = iy + 2 suffit, puisque cela nous donne:

o= g +Z T o= g+ Z
@) = f@) +f(5) <=4 [@) = -7 + f(2)
P@) = o +r3 rP@E = g -2z

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + 2L4, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si i et Z conviennent, alors :

J=f*(@)+ 7, et: =—ff2<)

OJ\*—‘

Synthése. Soit T € E. Posons: i = 3 f? (Z) + 3&, et: 7= —5f2(¥) + 32 Vérifions qu'on a
bien Z = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f +1dg), z € ker(f?+ 2Idg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f 4+ Idg) et Z € ker(f? 4 2Idg): cela revient & démontrer que (f + Idg) (7) =0
et (f*+2Idg) (2) = 0. Or:

(f +1dg) () =

—~

f+1dg) (zl,)
1

Il
| =

w
~
w
A
\)
v
/-\
OJM—t
03\1\3
81
~_

— (f3(f)+f (%) + 2f () +2f>

Ol w

puisque par hypothese de 'énoncé: f3 + f2 + 2 f + 2Idg = Orp); done § € ker(f + Idg).
Par un argument analogue :

(72 4+ 21d5) (2) = 5 £ (@) — 32 (@) +
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et comme: f3 = —f?2—2 f—2Idg, onaaussi: f4 = —f3—2 f2—2 f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: —3% f* (%) — 5 f2 (&) 4+ 22 = 0, donc Z € ker(f? + 2Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout 7 € E, il existe i € ker(f+Idg) et 2 € ker(f2+2Idg)
uniques tels que: ¥ = ¢ + 2. Donc: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 2Idg).

Remarque. Pour simplifier —1 f* (7) — 5 /2 (Z) + 27, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de —%X ‘4 %X 2 4+ % par le polynéme annulateur

X3 4+ X2 +2X + 2, pour remarquer que:

1 1 2 1 1
XX D= (X XP 12X 4 2) - (—X )
. X0+ 3 (X*+ X +2X +2) 3 X+ 3

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1, 1, 2 s (1 1 >
e Ay L N R 1 2f +2Idg) o (—= f+ -Id
g/ g P glde= (£ 4 P2+ 2dg) o (—5 f+5ldp

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja l'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>0) =

7 () = (103, = (2

f3 ((un)n>0> =/ (f2 ((un)n>0)) =/ ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f? ((un)ngo) + f? ((un)n>o> +2f ((un)ngo) + 2 (Un)y50 = (Unas + Unsz + 2ungr + 2up),0
= (0)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
24242 f+2Idg = Oyp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f*+ f2+2 f+2Idg),
or f34 f2+2 f+2Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f+1dg)@ker(f?+2Idg). Autrement dit : toute suite de F' (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f +1dg) et d'une
suite dans ker(f%+ 2Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (Un)@() € F,ona:

(t1n) =0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)z0) + (Un)ysg = (0),29 <= Y0 € N, w1 = —u,,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,

c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 < ker(f2 +2ldg) <= f2 ((Un)n>0) +2 (un)n>0 = (O)n>0
< Vn €N, upio+ 2u, = 0.
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Autrement dit: ker(f? + 2Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? + 2 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = iv/2 et 7y = —i V2
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ry est: r = V227, La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1
vneN, u, = (bcos (2 7m> + c¢sin <2 7m>)2§”, avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy,),,- € E = ker(f +1dg) ® ker(f* + 2Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d’un élément de ker(f + Idg) et d'un élément de ker(f? + 2Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) R Yn €N, u, =a-(=1)" + (bcos <2 7m> + csin (2 7m>>2§”.

Corrigé 31. + page 7
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X2 + 27 sont deux
polyndémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 1 donne: 28 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — TIdg) @ ker(f? + 271d) = ker ((f — Idg) o (f* +271dg) )
=ker(f* — f2+27f — 27ldg).

Or d’apres 'égalité () ona: f2— f2427 f—27Idg = Org), donc: ker(f?— f?427 f—27Idg) =
E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 27Idg), puis en montrant que
ker(f — Idg) et ker(f? + 27Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 27 par X — 1. On a en effet :

X2 427T=(X-1)Q+28,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

f2(@) + 277 = (f — 1dp) 0 Q(f)(T) + 287. (1)

Remarquons également que 'on a: X3 — X2 +27X — 27 = (X — 1) (X? 4 27). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f — Idg) + ker(f? + 27Idg) :

fO— 2427 f = 270dg = (f — 1dg) o (f2 + 271dg) = (£ +271dg) o (f = 1dg). (1)
Preuve de l'égalité E = F + G. Soit £ € E. On doit montrer qu'il existe (¢, 2) € ker(f —
Idg) x ker(f? + 27Idg) tel que: & = i/ + Z. Posons pour cela :

27 1

I, et: Z=_o(f—1dg)oQ(f)(2).

1,
g=ogf (@) + 557 2
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Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f? + 27Idg). On a:

(F ~145) () = (7 ~ 1p) (g @) + 207

28 28

1 7
=(f—1dg)o <28f2 28IdE> ()
- 218 (f* = S+ 27 f — 271 ) ()
() =
=0

donc: ¢ € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(24271, () = o= (2 +271d5) ((f — 1di) 0 Q()(#)
D (1*— 2+ 27 f - 271dR) (QUN(@))

—

*

donc: 7 € ker(f? + 27Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (¥, Z) €
ker(f —1Idg) x ker(f?+271dg) tel que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f —Idg) +ker(f? +271dg).
Preuwve que la somme est directe. Montrons: ker(f — Idg) N ker(f2 + 27Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f —Idg) Nker(f? + 27Idg). On a donc: (f — Idg) (%) = 0, et: (f2+27Idg) (Z) = 0.
En considérant () avec ce vecteur Z, on a donc: 287 = 0 + 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si ¥ € ker(f — Idg) N ker(f2 + 271dg) alors Z = 0.

Ayant démontré: F = ker(f — Idg) Nker(f? + 27Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? + 271dg).

Démonstration treés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (¥, ) € ker(f — Idg) x ker(f? + 27Idg) tel
que: & = ¢ + Z (I'existence du couple montre que F = ker(f — Idg) + ker(f? + 27Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et Z qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + 27Idg) tel
que: ¥ = i+ 2. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que 7 € ker(f —Idg), on a: f(¢) = ¢, et la condition Z € ker(f? + 271dg)
implique: f2(Z) 4 272 = 0, puis: f2(Z) = —27%. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I'égalité ¥ = iy + 2 suffit, puisque cela nous donne:

i o= g +7 i = q+ z
@) = fH) +f7) =< f@) = ¢ + f(@)
(@) = Ay +22) 2@ = ¢ - 277

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération Lj <— L3 + 27L4, ou
L3 <+ L3z — Ly, pour avoir immédiatement que si ¢/ et 2’ conviennent, alors:

1 27 1 1
g]:—fZ(f)—i——f, et : Z:——f2(f)—|——:i".

85



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Synthése. Soit T € E. Posons: § = 52 f*(Z) + 37, et : 7= —5: f* (%) + 552 Vérifions qu'on a
bien ¥ = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f —Idg), Z € ker(f2+27IdE) d’autre part. La premiere
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: iy + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f —Idg) et Z € ker(f2 +271dg) : cela revient & démontrer que (f — Idg) () =0
et (f2 +271dg) (2) = 0. Or:

(F ~145) () = (7 ~ g) (g (@) + 27

28 28
( 2@+ f(>>—(218f2(f)+325)
g(fg(f)—f (f)+27f(a?)—27f)
—0

puisque par hypothése de 1'énoncé: f2 — f2 + 27 f = 271dg ; donc i € ker(f — Idg). Par un
argument analogue :

(2 +271dg) (2) = —ff‘* (@) - fo( 7)+

et comme: f3 = f2 — 27 f + 27ldg, on a aussi: f* = f3 — 27]”2 + 27 f, ce qui permet
de simplifier I'égalité précédente pour en déduire: —o f*(Z) — £ f2(Z) + 27 = = 0, donc
7 € ker(f? 4 271dg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout # € E, il existe ¢ € ker(f — Idg) et Z € ker(f? +
271dg) uniques tels que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + 271dg).

Remarque. Pour simplifier —5¢ f* (Z)— 15 f? (&) + 27, une démarche plus méthodique aurait

été d’effectuer la division euclidienne de —2—18X 1 13X 2 + g—g par le polynéme annulateur
X3 — X? 4+ 27X — 27, pour remarquer que :

1 13 27 1 1
Xt OX?P T = (X X2 21X -2 ( X—)
28 14 * 28 ( 27 7) 28 28
(le reste est nul), de sorte que trivialement :
27 s 1 1
——f——f +oddp = (£ f +27f—27IdE)o(—28f—28IdE)

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((Un)ngo) =

f (<un+1>n>0) - (u(n+1)+1)n>0 = (Un+2)n>o> et:

P2 ((tn)zo) = £ (£ ((un)zo)) = f ((Uns2)uz0) = (wimszyen) ) = (tnss),ng
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

P (n)mo) = £ ((n)sg) + 27F ((0),20) = (s — tna + 27t41),2
= (27un)n>0
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
32— f2427 f = 271dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f> — f2+27 f —271dg),
or f3 — f?2 4+ 27 f — 271dg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit: E = ker(f — Idg) @ ker(f* + 27Idg). Autrement dit : toute suite de £ (qu'on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f —Idg) et d’une suite dans ker(f? + 27Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux
sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@() € E,ona:

(tn)so € ker(f = Tdg) <= f ((Un)20) = (tn)psg = (0),2 <= V1 €N, upi1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,),,-, =
(@), avec a € R. Ensuite

(ttn) =0 € ker(f2 +271dg) <= f7 ((un),29) + 27 (tn) 10 = (0),.2
<~ VneN, u,io+ 27u, = 0.

Autrement dit: ker(f? + 27Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
12 +27 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = 3iv/3 et ry = —3i /3
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ry est: 7 = 3 \/ge%”. La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1 n
VneN, u, = <bcos <2 7m> + csin <2 7m>> (3 \/§> , avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (up),5, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* 4 27Idg) si et seulement si (u,),,,
est somme d’un élément de ker(f —Idg) et d'un élément de ker(f? + 27Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1 n
3(a,b,c) €R?, Yn €N, u, =a+ <bcos <27m> + csin (27m>> (3\/3) .

Corrigé 32. + page 7

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe demandée
soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable ; de plus, les noyaux dans le membre
de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {3,—3,—5}. D’apres le critére polynomial de
diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 5)(X + 3)(X — 3),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f +5ldg) o (f = 3Idg) o (f + 3Idg) = (f + 5ldg) o (* - 9dg)
=f+5f*-9f—45ldg

(;) OL(E)7

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {3, —3,—5}, et on a
comme attendu: E = ker(f + 5Idg) @ ker(f — 3ldg) @ ker(f + 3ldg).
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>0) =

7 (1)) = (1) = (s

f? ((un)ngo) =f <f2 ((Un)ngo» =f ((un+2)n>0) - (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3) 20

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt ésultat total t différent si lculez a tort
2 3

(f ((“n)@O)) et (f ((un)@o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f3 ((un>n>o> + 5f2 ((Un)ngo) —9f ((un)n>0> — 45 (un)n>0 (un+3 + SUpt2 — YUpy1 — 45un)n;0
- (0)n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
[P+ 5f*=9f—45ldg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* +5 f* —
9 f—45Idg), or f3+5 f>—9 f —45Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f + 5Idg) @ ker(f — 3ldg) & ker(f + 3ldg). Autrement dit: toute
suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f +5Idg), dans ker(f —3Idg) et dans ker(f +3Idg). Or il s’avere qu’on
sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(ttn) s € ker(f +51dg) <= f ((un),20) + 5 (tn),ng = (0),29 <= Y € N, w1 = —5uy.

Autrement dit: ker(f + 5Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —5,
c’est-a-dire de la forme (uy), - = (a-(=5)"),, avec a € R. On trouve de méme pour les
éléments de ker(f — 3ldg) et ker(f + 3ldg).

Concluons. On a (uy),, € £ = ker(f +5Idg) ©ker(f —3ldg) ®ker(f +3Idg) si et seulement
si (Un),>o est somme d'un élément de ker(f + 5Idg), de ker(f — 3ldg) et de ker(f + 3ldg),
si et seulement si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

J(a,b,c) €R?, ¥n €N, u, =a-(=5)" +3"+ (-3)"c.

Corrigé 33. < page 7
1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable de plus les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1, —> /03 — 5, 5 53 — i D’apres

le critere polynomial de diagonalisation il suffit pour cela de démontrer que le polynéme

(2 X + V53 + 7) (2 X — V53 + 7)( 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynome annulateur de f. Or:

(f—IdE)o(f—(;\/5_—;>IdE)o<f—(—;\/5_—;)IdE> — (f—Tdg)o (f2+7f — 1)
=46 fP-8f+1dg

(*)
= Or(p),

b

ou le resultat f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
, %\/ —5,5 3—7}, et on a comme attendu: E = ker(f — Idg) & ker(f —

1 3
L V/B3 — 1) 1dp) @ ker(f — (—4+/53 — 1) 1dp).

[
<
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>0) =

7 (1)) = (1) = (s

Vi ((un)ngo) =f <f2 ((Un)n>0)> =f ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n20 = (un+3)n>0

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt ésultat total t différent si lculez a tort
2 3

(f ((“n)@O)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f? ((un)n>0> +6f° <(un)n;o> —8f ((Un)ngo) = (Un+3 + 6Up12 — 8un+1)n>0

= <_Un)n>o

>

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2+6 f2—8 f = —Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f?+6 f? —8 f +Idg),
or f34+6f2—8f+ Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncgai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et

on en déduit: E = ker(f — Idg) @ ker(f — (V53 — §) Idg) @ ker(f — (=353 - §) Idp).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg), dans ker(f — (% V53 — %) Idg) et dans

ker(f— (—% Vo3 — %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(Un),so € ker(f —1dg) <= f ((Un)@()) — (Un)pso = (0),50 = Y0 €N, upy1 = U,

Autrement dit : ker(f—Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,), ., =

(a),o avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f — (% V53 — %) Idg) et
ker(f — (—4v/53 - 1) Idp).

Concluons. On a (u,),5, € F = ker(f — Idg) @ ker(f — (%\/ﬁ— %) Idg) @ ker(f —
(—%\/ﬁ— %) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f — Idg),

de ker(f — (% 53 — %) Idg) et de ker(f — (—% V53 — g) Idg), si et seulement si, d’apres
I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 ™" 1 ™"
3(a,b,c) € R®, ¥n € N, un:a+b<2\/5_—2> +c<—2\/5_—2) )

Corrigé 34. < page 7
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X +6 et X2+ X + 3 sont deux
polyndémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 6
admet —6 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —6 donne: 33 # 0.
Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f 4 61dg) @ ker(f? + f + 31dg) = ker ((f + 6Idg) o (f2 +f+ 3IdE))
=ker(f°+7f*+9f+18ldp).
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Or d’apreés I'égalité () ona: f3+7 f2+9 f+18Idg = Org), donc: ker(f3+7 f2+9 f+18Idg) =
E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 6Idg) + ker(f2 + f + 3Idg), puis en montrant
que ker(f + 6Idg) et ker(f? + f + 3Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X? + X + 3 par X + 6. On a en effet :

X2+ X 4+3=(X+6)Q+ 33,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de () n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

F2@) + [ (%) + 3% = (f + 61dg) 0 Q(f)(2) + 337 (1)

Remarquons également que 'on a: X?+7X?+9X +18 = (X +6) (X? + X + 3). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + 6Idg) + ker(f* + f + 3Idg):

FPHT4+9f+181dg = (f +6ldg)o (f2 + f +31dg) = (> + f +3ldg) o (f +61dg) . (1)

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (¢, 2) € ker(f +
6Idg) x ker(f? + f + 3Idg) tel que: ¥ = ¢+ Z. Posons pour cela:
1 1 1

33f(f)+—_' et: 2=

ngf () + 11" 33

(f +6Idg) o Q(f)(Z).

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f + 6Idg), et: Z € ker(f* + f + 3Idg). On a:

( +61ds) () = (f + 61de) (557 (2) + 52/ (7) + 177

=(f+61dE)o<f2+1f—i—1IdE (7)

—~

&) (f3+7f +9/+18ldg) (7)

—

*

:67

=

donc: ¢ € ker(f + 61dg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I'énoncé:

(7% 4+ £+ 815) (2) = o (/% + £+ 31ds) ((f + 61dx) 0 Q) (@)
01 2 (T 49+ 1815) (QU) (@)

*

:6.

—~
~

donc: 7 € ker(f? + f + 3Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € F, il existe
(7,7) € ker(f + 6Idg) x ker(f? + f + 3Idg) tel que: &= ¢+ Z. Donc: E = ker(f + 6Idg) +
ker(f*+ f + 3ldg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f+6Idg)Nker( f2
ker(f+6Idg)Nker(f2+ f+3Idg). Onadonc: (f + 6Idg) (¥) = 0, et
En considérant (1) avec ce vecteur @, on a donc: 337 = 0+ 0
montré que si ¥ € ker(f + 6Idg) Nker(f% + f + 3Idg) alors T =

(f2+f+3IdE)( )—0
= O d’ou le résultat: on a
0.
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Ayant démontré: E = ker(f + 6Idg) Nker(f? + f + 3Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 6Idg) Nker(f? + f + 31dg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout 7 € E, il existe un unique couple (¥, 2) € ker(f+6Idg) x ker(f2+ f +3Idg) tel
que: ¥ =y+7 (1’ex1stence du couple montre que E = ker(f + 6Idg) +ker(f*+ f + 3Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (¥, 2) € ker(f + 6Idg) x ker(f%+ f + 3Idg) tel
que: ¥ = i+ 2. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = ¢+ Z, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et 2. Pour voir ot aboutir, notons
que du fait que ¢ € ker(f + 6Idg), on a: f(§) = —6¢, et la condition Z € ker(f? + f + 3Idg)
implique: f2(2) + f (2) + 32 =0, puis: f2(%) = —f (2) — 3Z. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y/ + Z suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + 7
f@) = JH) +[(2) =1 [@) = - 6y + f(3)
@) = £+ ) = 365 — 32 — [f(?)

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¥, 2, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération Lz <— L3 + Lo, alors le systeme équivaut a:

z = y + 7z
1@ = - 6y + 1)
@@ = 07 - 37

A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 <— L3+ 3L, ou L3 < L3z —30Lq, pour en déduire
que si ¥ et Z conviennent, alors:

B RO T 1, 110,
Synthése. Soit & € E. Posons: § = 5 f* (7)+ 33f( T)+ =T, et : z———fQ( ) — 55 f () + 7.

Vérifions qu’on a bien ¥ = ¢ + 2 d’une part, et i € ker(f + 6ldg), 2 € kelr(f2 + f + 3ldg)
d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
y + Z = @. Vérifions donc que i € ker(f + 6Idg) et Z € ker(f? + f + 3Idg) : cela revient a
démontrer que (f 4 6Idg) (7)) =0 et (f2 + f + 31dg) (2) = 0. Or:

(f +6ldg) (¥) = (f—|-6IdE)< fQ()+ f(> 111"E>

(313f3(f)+ @45 @) ~ (-2 @ - 2 @) - 17)
(f* (@ +7f2()+9f()+18:i=‘)

puisque par hypothese de 'énoncé: f2+7 f24+9 f 4+ 18Idg = Oy gy ; donc § € ker(f +61dg).
Par un argument analogue :

30
11

—

z,

1 2 26 9
(£ 4 F +31dp) (2) = =2 11 (@) = 2 2 (@) + P (@) + 1 f (@) +
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et comme: f3 = —7f2—9f —18Idg, on a aussi: f* = —7 f3—9 f2 — 18 f, ce qui permet de
simplifier I'égalité précédente pour en déduire: —g: f*(Z) — & % (%) + 20 f2 (T) + ./ (&) +
Nz = 0, donc 7 € ker(f% + f + 31dg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout Z € E, il existe ¢ € ker(f + 6Idg) et 2 € ker(f? +
f + 3Idg) uniques tels que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f + 6Idg) @ ker(f? + f + 3Idg).

Remarque. Pour simplifier — 5 f* (Z)— 2 f? (Z)+ 5 f? (£)+ -1 [ (£)+ 2%, une démarche plus
méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de —%X‘l — %X:s + %XZ + I%X + %
par le polynéme annulateur X3 + 7X? + 9X + 18, pour remarquer que :

1 2 26 9 30 1 5
Xt X X X+ = (X TX?2 49X +18) - (—X )
33 337 Tzt Tt T ( + oAt ) 33" 33
(le reste est nul), de sorte que trivialement :
1 ., 2 .5 26, 9 30 5 ) ( 1 5 )
B = = Tdy = 7 9 f + 181d i “1Id
TR T A T A TR AU TRl (f+ FH9f+ E)O 337 T331ds

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de F, on a: f? <(u”)n20) =

f <(u”+1)n>0) - (u(”“)“)@o = (tn42),,50) €F:

P2 ((n)uzo) = £ (2 ((wn)zo)) = £ ((wns2)zg) = (wsaen) ) = (tnss) s
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

f3 ((Un)n>o) + 7f2 ((Un)n>0> +9f ((Un>n>0) +18 (Un>n>0 = (Uny3 + TUny2 + Npiq + 18Un)n>o
= (O>n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de I vérifie :
P47+ 9f+18Idg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* +7 f2 +
9 f+18Idg), or f3+7 f249 f +18Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: F = ker(f + 6Idg) ® ker(f% + f + 3Idg). Autrement dit : toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f + 6Idg) et d’une suite dans ker(f? + f + 3Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € F,ona:

(Un),so € ker(f + 6ldg) <= f ((“n)n;o) +6 (Un)pso = (0),50 = Vn €N, 11 = —6uy,.

Autrement dit: ker(f + 6Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —6,

c’est-a-dire de la forme (u,),., = (a - (=6)"),, avec a € R. Ensuite:

(tn) 50 € ker(f* + f +31dp) <= [ ((un)z0) + F ((n)nzg) +3 ()9 = (0),,2
<— Vn € N, Un+2 + Un+1 + 3un =0.
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Autrement dit: ker(f? + f + 3Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? 4+ r+3 = 0. Son discriminant est: A = —11. Il est strictement négatif, et on en déduit
—1- Z\/ﬁ et

ue les solutions de I’équation caractéristique sont complexes, égales a | =
’ 2

—1 +4/11

ro = 5 . Or la forme exponentielle de 71 est: 71 = /3¢, ot 6 € R est un argument

de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des
suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

Vn € N, wu, = (bcos(nd) + csin(nd)) 32" avec (b,c) € R%

Concluons. On a (uy),s, € E = ker(f + 6Idg) @ ker(f* + f + 3Idg) si et seulement si
(Un),=o est somme d'un élément de ker(f + 6Idg) et d’un élément de ker(f* + f + 3Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

|

3(a,b,c) € R®, Yn €N, u, = a- (—6)" + (bcos(nf) + csin(nh)) 3

Corrigé 35. + page 8
1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-

dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {2, —V14 — 4,14 — 4}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X +V14 + 4) (X — V14 + 4>(X —2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynome annulateur de f. Or:

(f —2ldg)o (f— (VI4=4)Idg) o (f — (V14 —4)1dg) = (f — 2Idg) o (f* +8 f + 2Idp)

= f34+6f*—14f—4ldg

o OL(g),

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {2, —/14 — 4,14 — 4},
et on a comme attendu: E = ker(f — 2Idg) & ker(f — (\/ 14 — 4) Idg) & ker(f —
(V14 —4)Idp).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de £, on a: f ((un)n>0) =

7 (Orehon) = (i) = Gl 1

f3 ((un)ngo) =f (f2 ((un)ngo)) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

remarquez blen que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
bi b csul 1 diffé i lculez 2

2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

P ((Wn)pzo) + 602 (un)20) = 145 ((tn)sg) = (s + Gttngr — Mty 41), -
= (4un)n>o

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
346 f2—14 f = 4ldg (cette identité prouve en passant que £ = ker(f3+6 f2—14 f —4ldg),
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or f3 46 f% — 14 f — 4Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — (\/ﬁ — 4) Idg) @ ker(f — (—\/ﬂ - 4) Idg).
Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f — 2Idg), dans ker(f — (\/ﬁ - 4) Idg) et dans

ker(f — (—\/ 14 — 4) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(Un) s € ker(f —2ldg) <= f ((un)n>0) =2 (U)o = (0),50 = Vn €N, w11 = 2u,.

Autrement dit : ker(f —2Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 2, c’est-
a-dire de la forme (u,),-, = (a-2"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments

de ker(f — (V14— 4) Idp) et ker(f — (—v/T4 — 4) Idp).
Concluons. On a (u,),., € E = ker(f — 2Idg) © ker(f — (\/ﬁ—4> Idg) @ ker(f —
(—\/ﬁ — 4) Idg) si et seulement si (uy),, est somme d’un élément de ker(f — 2Idg), de

ker(f — (\/ﬂ — 4) Idg) et de ker(f — (—\/ﬂ - 4) Idg), si et seulement si, d’apres 'explici-
tation ci-dessus de ces noyaux:

Ia,bc) ER® Wn €N, u, =a-2" +b(V1d - 4)" + o(—v14 - 4)".

Corrigé 36. + page 8

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X2 + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 1 donne: 2 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Idg) @ ker(f? + Idg) = ker ((f — Idg) o (£* + 1dg))
=ker(f* — f2+ f —1dg).

Or d’aprés I'égalité (x) on a: f3 — f2+ f —Idg = O(p), donc: ker(f? — f>+ f —Idg) = E.
D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f — Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 1. On a en effet:

X2+r1l=(X-1)Q+2,

avec () € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

F@) + 7= (f —1dg) 0o Q(f)(2) +27. (1)
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Remarquons également que 'on a: X2 — X2+ X —1 = (X — 1) (X? 4 1). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg) :

fP= P4 f=1dp = (f —1dg) o (f*+1dp) = (f* +1dg) o (f — dp). (1)

Preuve de l'égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu'il existe (¢, 2) € ker(f —
Idg) x ker(f? + Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela:

J= 3@+ T et F= 2 (- 1) 0 QU

Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f* +1Idg). On a:
1

(f = 1g) (7) = (f ~ 1dg) (52 @) + ;x)

= (f —Idg) o <; 2+ ;IdE> (@)
DE(F— P f 1) (@

*

= (0,

—
~

donc: i € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+1dg) () = ; (f* +1dg) ((f = 1dp) 0 Q(f)(%))
D 2P~ £+~ de) (@) (@)

2.

—

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (7, 2) €
ker(f —Idg) x ker(f? 4+ Idg) tel que: &= ¢+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f — Idg) Nker(f? 4+ Idg) = {0}. Soit & €
ker(f — Idg) N ker(f? 4 Idg). On a donc: (f —Idg) (£) = 0, et: (f2+1dg) (¥) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur #, on a donc: 22 = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si 7 € ker(f — Idg) Nker(f? + Idg) alors & = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration treés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € E, il existe un unique couple (i, 2) € ker(f — Idg) X ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = ¢ + 2 (Iexistence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f* + Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (¢, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
Z = iy + Z. Pour déterminer 1 et z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que y € ker(f — Idg), on a: f(y) = ¢, et la condition Z' € ker(f* + Idg)
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implique: f2 ()42 = 0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I'égalité
T = ¢ + Z suffit, puisque cela nous donne:

T =y +7 r = ¥y + Z
[@) = [) +f(F) = @) = ¢ + f(2)
(@) = ) +£22) @ = gy -z

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 < L3 + L;, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si ¥ et 2’ conviennent, alors:

= ;fQ (#) + ;:f’ et: Fe—1f2(7)+
Synthése. Soit ¥ € E. Posons: § = %fQ (Z) + %f, et: 2= —%fz (%) + %f Vérifions qu’on a
bien ¥ = ¢ + Z d’une part, et i € ker(f — Idg), 7 € ker(f? + Idg) d’autre part. La premiere
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢y + 2= #. Vérifions donc
que 7 € ker(f —Idg) et Z € ker(f? +Idg): cela revient & démontrer que (f — Idg) (7)) = 0
et (f2 +1dg) (%) =0. Or:

(F = 1d5) (5) = (f 1) (35 (@) + 57)
= (37 @+ 51 @) - (37 @+ 57)
1

S(£P@ - L@+ f @) - F)

Sl

bl

puisque par hypothése de 'énoncé: f* — f2 + f —Idg = O ) ; donc ¢ € ker(f — Idg). Par

un argument analogue :
(£24+1ds) (3) = =5 £ (@) + 57,
2 2

et comme: f2 = f2 — f +1dg, on a aussi: f* = f2 — f2 + f, ce qui permet de simplifier
P’égalité précédente pour en déduire: —1 f* (%) 4+ 17 = 0, donc Z € ker(f? + Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout ¥ € E, il existe i € ker(f —Idg) et Z € ker(f%+1dg)
uniques tels que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + Idg).
Remarque. Pour simplifier —3 f* (%) + 37, une démarche plus méthodique aurait ét¢ d’ef-
fectuer la division euclidienne de —%X ‘4 % par le polynéme annulateur X3 — X? + X — 1,
pour remarquer que :
1 1 1 1
Xt (XXX —1 -(—X—)
2 + 2 ( + ) 2 2

(le reste est nul), de sorte que trivialement :
IRV A 11
—§f +§IdE— (f —f ‘|‘f—1dE> o <_2f_2IdE)

Plus généralement, la connaissance d’un polynome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>0) =

7 (1)) = (1) = (s

P2 ((n)nzo) = £ (7 ((n)zo)) = £ ((ns2)nse) = (wr2ye), ) = (Wnss) s

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt ssultat total t différent si lculez & tort
2 3

(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

s ((“n>n>o) — 12 ((Un>n>o) +f ((un)n>0) — (Un)pso = (Ung3 = Ung2 + Uny1 — Un),5g
= (0>n>0

car (up),>, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:
2= f?+ f—1dg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — f2+ f —Idg),
or f2— f2+ f —Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C FE).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f —Idg) ®@ker(f*+1dg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f? + Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(tn)pso € ker(f —Tdg) <= f ((n),29) = (Un)yng = (0),20 <= Y0 € N, tny1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite

n=0 =

(un)n>0 € ker(f2 +1dg) <= f2 ((un)n;o> + (un)n>0 = (0)n20
< VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit : ker(f? 4+ Idg) est espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? + 1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ro = —i (jose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de r; est: r| = e2'™ La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn €N, u, = bcos (2 7m> + c¢sin (2 7rn> , avec (b,c) € R?.
Concluons. On a (uy),~, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* +Idg) si et seulement si (u,),- est

somme d'un élément de ker(f — Idg) et d'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a+ bcos <2 7m> + ¢sin <2 7m) .

Corrigé 37. + page 8
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1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 + 2 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 3 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +1dg) @ ker(f* + 2Idg) = ker ((f + 1dg) o (f* + 21dg))
=ker(f* + f2+ 2 f + 2Idg).
Or d’apres Dégalité (x) ona: f34 f?+2 f+2Idg = O gy, donc: ker(f?+ f2+2 f+2Idg) = E.
D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg), puis en montrant que

ker(f + Idg) et ker(f? + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 2 par X + 1. On a en effet :

X2 4+2=(X+1)Q+3,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

F2(%) + 27 = (f +1dr) o Q(f)(7) + 3. (1)

Remarquons également que l'on a: X? + X? +2X +2 = (X +1) (X?+2). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme F = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg):

P fP+2f+2dg = (f+1dg)o <f2+21dE) - (f2 +21dE) o(f+1dg). (1)
Preuve de l’égalité E = F + G. Soit £ € E. On doit montrer qu’il existe (¢, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? + 2Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela :
2

F=3 @438 et 7= (+1dp) 0 Q)

Isoler 7 dans I'égalité (1) implique immédiatement que 'on a: & = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f? + 2Idg). On a:

2

(F +14) () = ( + 1) (L 22) + 27)

1 2
= (f+1dg) o (3 2+ 3IdE> ()
1
Lo (F 2+ 2g) (@)
@
donc: y € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+21dg) (%) = ; (7 + 21dg) ((f + 1dg) 0 Q(f)(@)
DL (4 227+ 2d8) (QUN(@)
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donc: Z € ker(f? + 2Idg). On a donc bien démontré que pour tout # € F, il existe (¢, 2) €
ker(f +Idg) X ker(f?+ 2Idg) tel que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f +Idg) + ker(f? + 2Idg).
Preuwve que la somme est directe. Montrons: ker(f + Idg) N ker(f2 + 2Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f +1dg) Nker(f2+2Idg). On a donc: (f +Idg) (£) = 0, et: (f? + 2Idg) (£) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 3% = 0 + 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si & € ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 2Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (7, ) € ker(f + Idg) x ker(f? + 2Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (existence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 2Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f + Idg) x ker(f* + 2Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer g et z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f +1dg), on a: f(y) = —7, et la condition Z € ker(f? + 2Idg)
implique: f2 (%) + 22 = 0, puis: f2(Z) = —27. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I’égalité ¥ = iy + 2 suffit, puisque cela nous donne:

o= g +Z T o= g+ Z
@) = f@) +f(5) <=4 [@) = -7 + f(2)
P@) = o +r3 rP@E = g -2z

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + 2L4, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si i et Z conviennent, alors :

J=f*(@)+ 7, et: =—ff2<)

OJ\*—‘

Synthése. Soit T € E. Posons: i = 3 f? (Z) + 3&, et: 7= —5f2(¥) + 32 Vérifions qu'on a
bien Z = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f +1dg), z € ker(f?+ 2Idg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f 4+ Idg) et Z € ker(f? 4 2Idg): cela revient & démontrer que (f + Idg) (7) =0
et (f*+2Idg) (2) = 0. Or:

(f +1dg) () =

—~

f+1dg) (zl,)
1

Il
| =

w
~
w
A
\)
v
/-\
OJM—t
03\1\3
81
~_

Ol w

puisque par hypothése de I'énoncé: f3 + f2 +2 f = —2Idg; donc ¢ € ker(f + Idg). Par un
argument analogue :

(72 +21d5) () = 5 1 (@) — 32 (@) +
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et comme: f3 = —f?2—2 f—2Idg, onaaussi: f4 = —f3—2 f2—2 f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: —3% f* (%) — 5 f2 (&) 4+ 22 = 0, donc Z € ker(f? + 2Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout 7 € E, il existe i € ker(f+Idg) et 2 € ker(f2+2Idg)
uniques tels que: ¥ = ¢ + 2. Donc: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 2Idg).

Remarque. Pour simplifier —1 f* (7) — 5 /2 (Z) + 27, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de —%X ‘4 %X 2 4+ % par le polynéme annulateur
X3 4+ X2 +2X + 2, pour remarquer que:

1 1 2 1 1
XX D= (X XP 12X 4 2) - (—X )
. X0+ 3 (X*+ X +2X +2) 3 X+ 3

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1, 1, 2 s (1 1 >
e Ay L N R 1 2f +2Idg) o (—= f+ -Id
g/ g P glde= (£ 4 P2+ 2dg) o (—5 f+5ldp

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja l'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>0) =

7 () = (103, = (2

f3 ((un)n>0> =/ (f2 ((un)n>0)) =/ ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f3 ((un>n>o) + f2 ((un)n>0) +2f ((un>n>0> = (Un43 + Ungo + 2un+1)n>o
= (—2uy)

n=0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2+ f242 f = —2Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+ f2+2 f +2Idg), or
34 f2+2 f + 2Idg commute avec f en tant que polyndome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f+1dg) @ker(f?+2Idg). Autrement dit : toute suite de F (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f +1dg) et d'une
suite dans ker(f%+ 2Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (Un)@() € F,ona:

(t1n) =0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)z0) + (Un)ysg = (0),29 <= Y0 € N, U1 = —u,,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,

c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a- (=1)"),, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 < ker(f2 +2ldg) <= f2 ((Un)n>0) +2 (un)n>0 = (O)n>0
< Vn €N, upio+ 2u, = 0.
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Autrement dit: ker(f? + 2Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? + 2 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = iv/2 et 7y = —i V2
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ry est: r = V227, La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1 1
vneN, u, = (bcos (2 7m) + ¢sin (2 7m>)22", avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy,),-, € E = ker(f +1dg) @ ker(f? + 2Idg) si et seulement si (uy), -, est
somme d'un élément de ker(f + Idg) et d'un élément de ker(f? + 2Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

[SI

1 1
J(a,b,c) eR? VneN, u, =a-(=1)" + (bcos (2 7m> + csin (2 7m>>2

Corrigé 38. + page 8

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C { —1 \/_ 941 5% L /89 + ? D’apres
le critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynome
i (2 X +/89 — 1) (2 X — /89 — 1)( 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f—IdE)O(f—<;\/@+;)IdE>O< —<—\/_+ )IdE>:(f—IdE)o(fz—f—QQIdE)
=f3—2f2—21f+22ldg
(;)OL(E)y

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{ —3sV89+ 4,289+ 1 }, et on a comme attendu: E = ker(f — Idg) @ ker(f —
(Lv89+ 1) 1dp) @ ker(f — (—1 V89 + 1) Idp).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de F (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),., de E, on a: f? ((un)n>o) =

f ((un+1)n>0) = (U(n+1)+1>n>0 = (un+2)n>0’ et:

P2 ((n)zo) = £ (£ ((un)azo)) = f ((Uns2)uz0) = (wimrzren) ) = (tnss),ng

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

£ ((Wn)nso) = 267 ((un)z0) = 21F ((un)20) + 22 (Un)ng = (Uns — 2unga — 2ty + 220,
= <O>n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2=2f*=21f+22Idg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* —2 f? —
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21 f+22Idg), or f2—2 f2—21 f +22Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc
son noyau est stable par f : ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premieére question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f —Idg) @ ker(f ( V89 + ) Idg) @ ker(f — (—% V89 + %) Idg).
Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f — Idg), dans ker(f ( V89 + ) Idg) et dans

ker(f— (—% V89 + %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(tn) pso € ker(f —Tdg) <= f ((n),29) = (Un)yng = (0),20 <= V0 € N, tny1 = uy.

Autrement dit : ker(f—Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,),, =
(a),so avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f ( V89 + )IdE) et
ker(f — (—3v89+}) Idp).

Concluons. On a (un),og € E = ker(f — Idg) @ ker(f — (3v89+ 4)Tdg) @ ker(f —
(—%\/@—i— %) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f — Idg),
de ker(f — (% V89 + %) Idg) et de ker(f — (—% V89 + %) Idg), si et seulement si, d’apres

I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\" 1 1\"
3(a,b,c) € R, Vn € N, un:a+b<2\/@+2> +c<—2\/@+2) .

Corrigé 39. + page 8
1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—2 V645,26 + 5, —2? D’apres
le critéere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X +26 — 5) (X —26— 5) (X +2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynome annulateur de f. Or:

(f+20dg) o (f = (2v6+5)1dg) o (f — (~2V6+5)1dg) = (f + 2Idg) o (> — 10 f + Idp)
=f3—8f2—19f+2ldg

@ OL(g),

d’'ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{—2\/6—1— 5,2\/6—1—5,—2}, et on a comme attendu: E = ker(f + 2Idg) & ker(f —

(2v6+5)1dg) @ ker(f — (=26 +5) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>o) =

f <(Un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €t:

f? ((Un)n>o) =/ (f2 ((Un>n>o)) =/ ((Un+2)n>o) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

P2 ((Wn)nso) = 82 ((n)y20) = 19F ((n)20) = (tns — Sttnyz — 19ns1),,2

= (—2%)@0
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=8 f2—19 f = —2Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f*—8 f>—19 f+2Idg),
or 2 —8f%—19 f + 2Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,

et on en déduit: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (2 V6 + 5) Idg) @ ker(f — (—2 V6 + 5) Idg).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + 2Idg), dans ker(f — (2 V6 + 5) Idg) et dans

ker(f — (—2 V6 + 5) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(ttn) s € ker(f +21dp) <= £ ((un)s0) + 2 (tn)g = (0),20 <= V1 €N, upy1 = —2u,,.

Autrement dit: ker(f + 2Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=2)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (2 V6 + 5) Idg) et ker(f — (—2 V6 + 5) Idg).

Concluons. On a (u),., € £ = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (2\/64—5) Idg) @ ker(f —
(—2 V6 + 5) Idg) si et seulement si (u,),-, est somme dun élément de ker(f + 2Idg), de
ker(f — (2 V6 + 5) Idg) et de ker(f — (—2 V6 + 5) Idg), si et seulement si, d’apres 1'expli-

citation ci-dessus de ces noyaux :

J(a,b,c) ER? YneN, u, =a-(-2)" + b(2\/6+ 5)n +c(—2\/6+ 5)n.

Corrigé 40. + page 9
1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/5,—\/5,1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/5) (X — \/5) (X — 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f —Idg) o (f — V2dg) o (f + v2Idg) = (f — Idg) o (f* - 2Idp)

=f—fF-2f+2dg

(;) OL(E)7

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/5, —V2, 1}, et on a
comme attendu: F = ker(f — Idg) @ ker(f — v/2Idg) @ ker(f + v/2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de E, on a: f? ((un)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>0)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+l)n>0 = (un+3)n20
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f3 ((Un>n>0) - f2 ((Un>n>0) —2f ((un)n>0) +2 (un)n>o = (Unt3 — Unya — 2Upy1 + Qun)n>0
= <O)n>o
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
3= f?=2 f+2Idg = Oy p) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*— f2—2 f+2Idg),
or f3— f2—2 f+2Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — Idg) @ ker(f — v2Idg) @ ker(f + v/2Idg). Autrement dit: toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f — Idg), dans ker(f — v/2Idg) et dans ker(f + v/2Idg). Or il s’avere qu’on sait
expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@(] € E,ona:

(tn)so € ker(f = 1dg) <= f ((Un)20) = (tn)psg = (0),2 <= V1 € N, wpi1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,),,-, =
(@), avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f—+/2Idg) et ker(f++/2Ildg).
Concluons. On a (uy,),,-o € E = ker(f—Idg)@ker(f—+v/2Idg)@ker(f++v/21dg) si et seulement

si (Un),,5 est somme d’un élément de ker(f —1Idg), de ker(f —v/2Idg) et de ker(f+v/21dg),
si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,c) € Rg, VneN, u, = a+2%”b+c(_\/§)n

Corrigé 41. + page 9

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/5,—\/5, —1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme

(X + \/§) (X — \/3) (X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:
(f +1dg) o (f — VB3Idg) o (f + V3Idg) = (f +1dg) o (* — 31dp)

=P+ f?=3f-3ldg

(;) 0L(E)7

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/g, —V/3, —1}, et on a
comme attendu: E = ker(f + Idg) @ ker(f — v/3Idg) @ ker(f + /3ldg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de £, on a: f ((“n)@o) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €4:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>0)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n20

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f (<“n)n>o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f3 ((un)n20) + f2 ((un)@o) — 3f ((u")n>0) -3 (un)nZO = (Un+3 + Up+2 — 3Un+1 - 3“’”)7120
= (0)n>0
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car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
3+ =3 f=3Idg = Orp) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*+ f*>—3 f—3Idg),
or f3+ f2—3 f —3ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f + Idg) @ ker(f — /3ldg) @ ker(f + v/3Idg). Autrement dit: toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f 4 Idg), dans ker(f — v/3Idg) et dans ker(f + v/3Idg). Or il s’avere qu’on sait
expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@(] € E,ona:

(ttn) s € ker(f +1dg) <= f ((tn),20) + (Un) s = (0),29 <= YN E N, tUp i1 = —up.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les
éléments de ker(f — v/31dg) et ker(f + v/31dg).

Concluons. On a (uy),-, € E = ker(f + Idg) @ ker(f — V3Idg) @ ker(f + v/3ldg) si et
seulement si (u,),-, est somme d’un élément de ker(f + Idg), de ker(f — v/3ldg) et de
ker(f + \/§IdE), si et seulement si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €ER? Yn €N, u, =a-(—1)" +327h + ¢ (—\/g)n

Corrigé 42. + page 9

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,—1,7}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 1)(X — 1)(X —7),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f = Tldg) o (f = 1dg) o (f +1dg) = (f — 7ldp) o (f* — 1)
=T~ f+Tldg

*)
© OL(m),

d’ott le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1, —1,7}, et on a comme
attendu: E = ker(f — 7ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n%) =

f ((Un—s—l)n;()) = (U(n+1)+1)n>0 = (U,H_Q)n?(), et :

f? ((un)ngo) =f <f2 <(un)n>o>) =/ ((un+2)n>0> - (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),20

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

f? ((un>n>0) —7f? ((un)n>o) —/f ((un>n>0) + 7 (Un)pso = (Unts = TUnpa — Unir + Ttn),
= (O)nzo
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car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
[2=T7 = f+71dg = Oyp) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*—7 f*— f+7Idg),
or f3—7 f?— f+7ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f — 7ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f 4+ Idg). Autrement dit: toute suite de £ (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 7Idg), dans ker(f —Idg) et dans ker(f + Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces
trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(tn) oo € ker(f = Tldg) <= f (un),z0) = 7 (Un)z0 = (0),20 <= V1 €N, tny1 = Tu.

Autrement dit : ker(f —7Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 7, ¢’est-
a-dire de la forme (u,),-, = (a-7"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),-, € £ = ker(f — 7ldg) @ ker(f —Idg) © ker(f + Idg) si et seulement
si (Un),so est somme d'un élément de ker(f — 7Idg), de ker(f — Idg) et de ker(f + Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

I(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-7 + (=1)"c+0b.

Corrigé 43. + page 9
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X? + 30 sont deux
polyndémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 1 donne: 31 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — TIdg) @ ker(f? + 301d) = ker ((f — Idg) o (f* + 301d) )
= ker(f* — f2+30 f — 30Idg).
Or d’apres 'égalité () ona: f2— f2+30 f—30Idg = Org), donc: ker(f*— f?430 f—30Idg) =
E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 30Idg), puis en montrant que

ker(f — Idg) et ker(f? + 30Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 30 par X — 1. On a en effet :

X2 4+30=(X-1)Q+31,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € FE, nous obtenons:

f2(%) + 307 = (f — Idp) 0 Q(f)(T) + 317. (1)

Remarquons également que I'on a: X3 — X2 + 30X — 30 = (X — 1) (X? 4 30). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f — Idg) + ker(f? + 30Idg) :

2= 2430 f = 30Idg = (f — Idg) o (2 + 30Idg) = (2 +30Idg) o (f = Idg). (1)
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Preuve de l'égalité E = F + G. Soit © € E. On doit montrer qu'il existe (y,2) € ker(f —
Idg) x ker(f? + 30Idg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Posons pour cela:

S S P@ R e F= o (- 1) 0 QU

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: 7 € ker(f? + 30Idg). On a:

(F ~105) () = (f ~ 1dp) (37 72 (@) + 5,7)
— (f —Tdp) o <31 24 ;’?IdE> (@)
i (f3 — 2430 f — 301dg) (&)

*

:6

Y

—

donc: ¥ € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a l'identité (%) de I’énoncé:
(2 +301dg) (2) = i - (2301 ) ((f —1dE) 0 Q(F) ()
2 (FF = 2 4+ 30 £ = 301ds) (Q(F)(@)

—

*

.oToo\H

donc: 7 € ker(f? + 30Idg). On a donc bien démontré que pour tout Z € E, il existe (1, Z) €
ker(f —1Idg) x ker(f?+301Idg) tel que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f —Idg) +ker(f? +30Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — Idg) N ker(f2 + 30Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f — Idg) Nker(f%+ 30Idg). On a donc: (f — Idg) (@) = 0, et: (f2 + 30Idg) (¥) = 0.
En considérant () avec ce vecteur Z, on a donc: 317 = 0 + 0 = 0, d’out le résultat: on a
montré que si ¥ € ker(f —Idg) N ker(f2 + 30Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? 4+ 30Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: F = ker(f — Idg) Nker(f? + 30Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (i, Z) € ker(f — Idg) x ker(f? + 30Idg) tel
que: =y+ 72 (1’ex1stence du couple montre que FE = ker(f — Idg) + ker(f? + 30Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¥ et 2 qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (1/,2) € ker(f — Idg) x ker(f? + 30Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer 3 et 2’ nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢ + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f —Idg), on a: f() = ¥, et la condition Z € ker(f? + 30Idg)
implique: f2 (%) 4 302 = 0, puis: f? (%) = —30Z. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I'égalité T = y + 2 suffit, puisque cela nous donne:

T = i +Z T = y + Z
@) = f) +f(R) <=9 f@) = ¢ + f(2)
2@ = Ay +r42) 2@ = § — 307

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération Lz <— L3+ 30L;, ou
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L3 < L3z — Ly, pour avoir immédiatement que si 4/ et 2’ conviennent, alors:

o1, 30, 1, 1
=_ = b F=—— — 7.
Synthése. Soit & € E. Posons: i = 1f2( )+§(1)x et: 2= — f2( )+31x Vérifions qu’'on a

bien ¥ = ¢+ Z d’une part, et i € ker(f —Idg), Z € ker(f? +301dE) d’autre part. La premiere
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢y + 2= #. Vérifions donc
que 7 € ker(f —Idg) et Z € ker(f? +30Idg) : cela revient & démontrer que (f — Idg) (7) =0
et (f2 +30Idg) (2) = 0. Or:

(F ~1e) () = (f ~ 1) (570 (3) + 207)

G ) (o2
7(f3<> f2<>+30f<>—30f)
— 0,

puisque par hypotheése de 1'énoncé: 3 — f2 + 30 f = 30Idg ; donc i € ker(f — Idg). Par un
argument analogue :

1 30
2 5 e — b g _— —
(/2 +301dg ) (2) = 57 f* () f (7) + 5,7
et comme: f2 = f2 —30f + 30Idg, on a aussi: f* = f2 — 30 % + 30 f, ce qui permet
de simplifier I'égalité précédente pour en déduire: —4; f* (7)) — 222 (2) + 37 = = 0, donc

7 € ker(f% + 30Idg).
Ceci acheve de démontrer que pour tout # € E, il existe i € ker(f — Idg) et ' € ker(f? +
30Idg) uniques tels que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + 30Idg).

Remarque. Pour simplifier —4; f* (Z)— 2 2 ( )+ g?f une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euchdlenne de —ﬁX 4 X 2 —|— par le polynéme annulateur
X3 — X? + 30X — 30, pour remarquer que :

1 29 30

_7)(4 o 7X2
31 31 31

(X3 X2+30X—30)~( ?)11)(—311)

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1 ., 29 ., 30 3 9 ( 1 1 )
——— == —Idg = — — 30Id —— f—=—Id
gif =5 g = (= /780 — 30lds) o (— g7 f — 7lds
Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de

calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((un)n>o) =

/ ((un+1)n>o) = (U(n+1)+1>n>0 = (un+2)n>07 et:
f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) - (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3) 0
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(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f3 ((un)n>0> - f2 ((un)n>0> +30f ((un>n>0> = (Uny3 — Unyo + 30“ﬂ+1>n>0
= (30un) 50

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2= f2+30 f = 30Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f?— f2+30 f —30Idg),
or f3 — 2430 f — 30Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice, et
on en déduit: F = ker(f — Idg) @ ker(f? + 30Idg). Autrement dit : toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f —Idg) et d'une suite dans ker(f? + 30Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux
sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 € F,on a:

(Un)n>o cker(f —Idg) <= f ((Un)n>o> - (Un)n>0 = (0)@0 = Vn €N, upp1 = up.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I’espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite

n=0 =

() 50 € ker(f2 +301dg) <= 2 ((1tn),120) + 30 (ttn),10 = (0),,2
<~ Vn €N, u,o+ 30u, =0.

Autrement dit: ker(f? + 30Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? 430 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i1/30 et ry = —i V30
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de 7y est: r; = \/@e%”. La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1
VneN, u, = (bcos (2 Wn) + ¢sin (2 7m)>30§”, avec (b, c) € R%

Concluons. On a (uyp),5, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* 4 30Idg) si et seulement si (uy),,,
est somme d’un élément de ker(f —Idg) et d'un élément de ker(f? + 30Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) €R?, ¥n €N, u, =a+ (bcos (2 7rn> + csin (2 7m>)30;".

Corrigé 44. + page 9
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X +5 et X2+ X +2 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 5
admet —5 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —5 donne: 22 # 0.
Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + 51dp) ® ker(f* + f + 2Idg) = ker ((f + 51dg) o (> + f + 21dg))
=ker(f*+6f*+7f+10Idg).
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Or d’apres I'égalité () ona: f3+6 f2+7 f+10Idg = Org), donc: ker(f3+6 f2+7 f+10Idg) =
E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 5Idg) + ker(f? + f + 2Idg), puis en montrant
que ker(f + 5Idg) et ker(f? + f + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X? + X + 2 par X + 5. On a en effet :

X4+ X+42=(X+5)Q+22,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de () n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

F2@) + f(2) + 22 = (f +51dg) 0 Q(f)(2) + 227. (1)

Remarquons également que 'on a: X?+6X?+7X+10 = (X +5) (X? + X + 2). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + 5Idg) + ker(f% + f + 2Idg):

FP+6 24T f+101dg = (f +5ldg)o (f2 + f + 21dg) = (f*+ £+ 20dg) o (f +5ldg) . (1)

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (¢, 2) € ker(f +
5Idg) x ker(f? + f + 2Idg) tel que: ¥ = ¢/ + Z. Posons pour cela:

T= gl @)+ g5 f (B)F 17, et: Z= o (f 4 51dg) 0 QU(E).

—

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f + 5Idg), et: Z € ker(f*> + f + 2Idg). On a:

(F +51d8) (7) = ( + 51de) (5517 () + 53 (@) + 177)

:(f+5IdE)o<f2+1f+1IdE (7)

—~

&) (f3+6f +7/ + 10ldg) (7)

—

*

:67

=

donc: ¢ € ker(f + 5Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I'énoncé:

(f2+ f+21dg) (2) = i 5 (2 F +21dg) ((f +51dg) 0 Q(N)(@))
01 o5 (£ 46247 +101d5) (QUH)(@)

*

:6.

—~
~

donc: 7 € ker(f? + f + 2Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € F, il existe
(7,7) € ker(f + 5Idg) x ker(f2 + f + 2Idg) tel que: &= ¢ + Z. Donc: E = ker(f + 5ldg) +
ker(f*+ f + 2Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f+5Idg)Nker( f2 —i—f+21dE) {0}. Soit 7 €
ker(f+5Idg)Nker(f2+ f+2Idg). Onadonc: (f + 5ldg) (7) = (f2 + f+2Idg) (7) = 0.
En considérant () avec ce vecteur Z, on a donc: 227 = 0 + 0 = 0, d’ott le résultat: on a
montré que si Z € ker(f + 5Idg) Nker(f2 + f + 2Idg) alors Z = 0.

| Olvol
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Ayant démontré: E = ker(f + 5Idg) Nker(f? + f + 2Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 5ldg) Nker(f? + f + 2Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout 7 € E, il existe un unique couple (¥, 2) € ker(f+5ldg) x ker(f?+ f +2Idg) tel
que: ¥ =y+7 (1’ex1stence du couple montre que E = ker(f + 5Idg) +ker(f?+ f +2Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (¥, 2) € ker(f + 5Idg) x ker(f%+ f + 2Idg) tel
que: ¥ = i+ 2. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = ¢+ Z, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et 2. Pour voir ot aboutir, notons
que du fait que § € ker(f +5Idg), on a: f(7) = =57, et la condition ¥’ € ker(f* + f +2Idg)
implique: f?(2) + f( 7) 427 = 0, puis: f?(2) = —f (£) — 2Z. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y/ + Z suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + 7
f@) = J) +[(2) =1 [@) = - 5 + f(3)
@) = £+ ) = 255 — 22 — [f(?)

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¥, 2, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération Lz <— L3 + Lo, alors le systeme équivaut a:

z = y + 7z
1@ = - 5y + 1)
@@ = 207 - 2F

A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 <— L3+ 2L, ou L3 < L3z —20Lq, pour en déduire
que si ¥ et Z conviennent, alors:

I Y R i ‘ R TN 10
=P @+l @) g e 2oL @ - L@+ s
Synthése. Soit T € E. Posons: § = 55 f2 (&) + 22f( T)+ =T, et : z———fQ( U)— o f (D) + 17

Vérifions qu’on a bien ¥ = ¢ + 2 d’une part, et i € ker(f + 5ldg), 2 € kelr(f2 + f+ 2ldg)
d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
y + Z = @. Vérifions donc que i € ker(f + 5Idg) et Z € ker(f? + f + 2Idg) : cela revient a
démontrer que (f 4 5Idg) (7)) = 0 et (f2 + f + 2Idg) (2) = 0. Or:

<f+5IdE><§>:<f+51dE>( £2(0) + 55t (3) + 127
L os 2 - 5 L9 )
22f @)+ 5 @)+ 311 @) = (— 557 @) = 55f @) = 157)

11
(f3< ¥) + 6% (&) + 7f (%) + 10%)

Ol[\.’)

)

puisque par hypothese de 'énoncé: f2+6 f2+7 f 4+ 10Idg = Oy gy ; donc § € ker(f +5ldg).
Par un argument analogue :

20
11

—

=T,

(£ 4 1 +205) () = o f* () — 1 (@) + 52 (@) + 2 F (@) +
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et comme: f3 = —6 f2—7f —10Idg, on a aussi: f* = —6 f3 -7 f2—10 f, ce qui permet de
simplifier I'égalité précédente pour en déduire: —55 f*(Z) — & f3 (&) + 22 2 (Z) + 2 f (Z) +
03 =0, donc 7 € ker(f2 + f + 2Idp).

Ceci achéve de démontrer que pour tout Z € E, il existe ¢ € ker(f + 5Idg) et 2 € ker(f? +
f + 2Idg) uniques tels que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f + 5Idg) @ ker(f? + f + 2Idg).

Remarque. Pour simplifier — f* (Z)— & /3 (Z)+4% 2 (Z)+ 2 f (Z)+2Z, une démarche plus
méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de —%X‘l — T11X3 + %XZ + I%X + %

par le polynome annulateur X3 + 6X? + 7X + 10, pour remarquer que :

1 1 17 9 20 1 2
—— X' X X X+ = (X 66X+ TX +10) - (—X )
22 ot TRttt Tt ( FoAT A ) 22 T
(le reste est nul), de sorte que trivialement :
1, 1 5 17 ., 9 20 5 ) ( 1 2 )
e — — 4+ =ldp = 6 7 f+101d —— f+—Id
S LA TR T E AR TR AR T (£ +6/7+7f+10ldz) o 2l T qlde

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de F, on a: f? <(u”)n20) =

f <(u”+1)n>0) - (u(”“)“)@o = (tn42),,50) €F:

P2 ((n)uzo) = £ (2 ((wn)zo)) = £ ((wns2)zg) = (wsaen) ) = (tnss) s
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

f3 ((Un)n>o) + 6f2 ((Un)n>0> +7f ((Un>n>0) +10 (Un>n>0 = (Uny3 + 6Uny2 + Ty + 10Un)n>o
= (O>n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de I vérifie :
f24+6f2+7f+10Idg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* +6 2 +
7 f+10Idg), or f3+6 f2+7 f+10Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: F = ker(f + 5Idg) ® ker(f% + f + 2Idg). Autrement dit : toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f + 5Idg) et d’une suite dans ker(f? + f + 2Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € F,ona:

(Un) 5o € ker(f + 5ldg) <= f ((“n)n;o) +5 (Un)pso = (0),50 = Vn €N, U1 = —5u,.

Autrement dit: ker(f + 5Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —5,

c’est-a-dire de la forme (u,),., = (a - (=5)"),5, avec a € R. Ensuite:

(un)n>o € ker(f* + f + 2ldg) <= f? ((Un)n>0) + f ((Un)n>o) + 2 (Un)ngo = (0,20
<— Vn € N, Un+2 + Un+1 + 2un =0.
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Autrement dit : ker(f? + f + 2Idg) est espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? 4+ 1+ 2 = 0. Son discriminant est: A = —7. Il est strictement négatif, et on en déduit
—1- Z\ﬁ et

ue les solutions de 1’équation caractéristique sont complexes, égales & r; =
’ 2

—1+iV7

2
de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des

suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

ro = . Or la forme exponentielle de 71 est: r; = v/2¢%, ol # € R est un argument

Vn € N, u, = (bcos(nf) + csin(nd)) 23" avec (b,c) € R%

Concluons. On a (up),s, € E = ker(f + 5ldg) @ ker(f* + f + 2Idg) si et seulement si
(Un) 50 st somme d'un élément de ker(f + 5Idg) et d’'un élément de ker(f* 4 f + 2Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,¢) € R®, ¥n €N, u, =a-(=5)" + (bcos(nb) + csin(nf)) 22"

Corrigé 45. < page 10

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 2 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f 4+ Idg) ® ker(f? + Idg) = ker ((f +1Idg) o (f2 + IdE)>
=ker(f* + f2+ f +1dg).

Or d’aprés I'égalité (x) on a: f3+ f2+ f+Idg = O, donc: ker(f2 + f2+ f+1dg) = E.
D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f + Idg) et ker(f* + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X + 1. On a en effet:

XP+1=(X+1)Q+2,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

(@) + 7= (f +1dr) o Q(f)(F) + 27. (1)

Remarquons également que on a: X2+ X2+ X +1 = (X + 1) (X? 4+ 1). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg) :

Pa P+ f+1dp = (f+1dp)o (£ +1dg) = (f*+1dg) o (f +1dp). (1)
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Preuve de l'égalité E = F 4+ G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (v, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? + Idg) tel que: & = ¢/ + Z. Posons pour cela:

1 1

=G @)+ 5 et = (f+1dp) 0 QU(E)

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f? + Idg). On a:

(F +10) () = (F +18) (52 () + 1)

= (f+1dg)o (; 2+ ;IdE> (%)

“:’;(f3+f2+f+IdE)(f)

g

donc: ¥ € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:
(72 + 1) (2) = 5 (£ + 1) ((F + 1ds) 0 Q1)(@))
D2(f 4 2 4 f + 1) (QU) (@)

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (7, %) €
ker(f + Idg) x ker(f? + Idg) tel que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f 4 Idg) Nker(f? 4 Idg) = {0}. Soit & €
ker(f 4 Idg) Nker(f2 + Idg). On a donc: (f +1dg) (F) = 0, et: (f>+1dg) (£) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur #, on a donc: 2 = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si € ker(f + Idg) Nker(f? + Idg) alors @ = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) N ker(f* + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout & € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f + Idg) X ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (I'existence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu'une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (i, Z) € ker(f + Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
T = y + Z. Pour déterminer et 2, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢ + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f +1Idg), on a: f(y) = —, et la condition Z € ker(f? + Idg)
implique: f? ()42 = 0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I’égalité
¥ = ¢ + Z suffit, puisque cela nous donne:

T = i +Z T = y + Z
(@) = fl) +f(@) <=1 f@) = -7 + f(2)
2@ = Ay +r2 @) = j - z

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire U'opération L3 < L3 + L;, ou
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L3 < L3z — Ly, pour avoir immédiatement que si 4/ et 2’ conviennent, alors:

1 1 1 1
Synthése. Soit & € E. Posons: §f = 1 f? (%) 4+ 3@, et: £ = —1 f*(Z) + 5. Vérifions qu'on a

bien & = ¢ + Z d’'une part, et i € ker(f + Idg), Z € ker(f? + Idg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2’ = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f 4 Idg) et 7 € ker(f? +Idg): cela revient & démontrer que (f + Idg) (%) = 0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:

—~

(f +1dg) () = (f + 1dp) (;fz (7) + ;f)

- (3P @+ 5 @) - (-5 @ -7
2 2 2 2
= (P@+ P @+ @) +7)

puisque par hypotheése de I'énoncé: f? + f? + f +1Idg = Org); donc ¢ € ker(f + Idg). Par

un argument analogue :
(£24+1ds) (3) = =5 £ (@) + 57,
2 2

et comme: f3 = —f2 — f —Idg, on a aussi: f* = —f2 — f2 — f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: —%f4 (%) + %:i' = 0, donc 7 € ker(f? + Idg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout ¥ € F, il existe i € ker(f+1dg) et Z € ker(f*+1Idg)
uniques tels que: = ¢ + Z. Donc: E = ker(f + Idg) @ ker(f* + Idg).

Remarque. Pour simplifier —3 f* (%) + 3Z, une démarche plus méthodique aurait ét¢ d’ef-
1

fectuer la division euclidienne de —%X 44 3 par le polynome annulateur X S+ X2+ X +1,
pour remarquer que:

1 1 1 1
X' o= (XX X+ -(—X )
S = (X X 1) (X g

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1., 1 1. 1
_ - “Idp = (3 + £ Id (— —Id >
o frglde = (£ 4+ 2+ 4+ 1dp) o (—5 f + Sldp
= Or(p)-
Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de

calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de E, on a: f ((Un)@()) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n20 = (Un2),50, €4:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n>0
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(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

fg ((un)ngo) + f2 <(un)n>o> + f ((un)ngo) + (un)ngo = (Uny3 + Upto + Unyp1 + un)n>o
= (0)n>0

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2+ 2+ f +1dg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f? + f2+ f +1dg),
or 3+ f2+ f 4+ 1Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f+1dg) @ ker(f*+1Idg). Autrement dit : toute suite de F (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f +1dg) et d'une
suite dans ker(f? + Idg). Or il s’aveére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(ttn) 0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)ysg) + (Un)ysg = (0),50 <= Y0 €N, Upi1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est Iespace vectoriel des suites géométriques de raison —1,

c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),, avec a € R. Ensuite:

(un)nzo € ker(f2 +1dg) <= f2 ((un)nzo) + (un)n>0 = (0)7120
<—VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit : ker(f? + Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? + 1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et 7o = —i (jose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de r; est: r; = 2™ La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u, = bcos <2 7m> + csin <2 7m> , avec (b,c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f 4+ 1dg) @ ker(f* + Idp) si et seulement si (uy),5, est
somme d'un élément de ker(f + Idg) et d'un élément de ker(f* + Idg), si et seulement si,
d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) €R? Yn €N, u, =a-(—1)" + bcos (2 wn) + csin (2 7m> :

Corrigé 46. < page 10
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 + 6 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynome évalué en —1 donne: 7 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + Idg) @ ker(f2 + 61dg) = ker ((f +1dg) o (f2 T 6IdE))
=ker(f* + f2+6 f + 61dg).

116



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Or d’apres Dégalité (x) ona: f34 f2+6 f+6Idg = O gy, donc: ker(f>+ f2+6 f+6Idg) = E.
D’otu le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 6Idg), puis en montrant que
ker(f + Idg) et ker(f? + 6Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 6 par X + 1. On a en effet:

X24+6=(X+1Q+7,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de () n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

F2(Z) + 63 = (f +1dr) o Q(f)(7) + 7. (1)

Remarquons également que I'on a: X2 + X? + 6X +6 = (X +1) (X?+6). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + Idg) + ker(f* + 61dg):

FP4 246 f+06ldp = (f +1dg) o (> +61dg) = (£ +6ldg) o (f +1dp). (1)

Preuve de l'égalité E = F + G. Soit

7 € E. On doit montrer qu'il existe (¢, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? + 6Idg) tel que: =9+ 2.

Posons pour cela:

1., .
?fQ (Z) +

7= 7, et: Z=_—(f+1dg)oQ(f)(Z).

RE=
~|

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f +1Idg), et: Z € ker(f? + 6Idg). On a:

6

(F +10) () = ( + 1) (12 2) + 3)

= (f+1dg)o (; 7+ gIdE) (%)

¥;<f3+f2+6f+6IdE)(f)

—~
S

—

*

=0,

N>

donc: y € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(7% 4 61ds) (2) = 2 (72 + 61de) ((f + 1d5) 0 QU)(@)
(72 + £2 46 f +61dz) (Q(/)(@))

donc: 7 € ker(f? + 6Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe (¢, 2) €
ker(f +Idg) X ker(f?+ 6Idg) tel que: ¥ = g+ Z. Donc: E = ker(f +Idg) + ker(f? + 61dg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f + Idg) N ker(f? + 6Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f +1dg) Nker(f2+6Idg). On a donc: (f +Idg) (£) = 0, et: (f2 + 6Idg) (&) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur #, on a donc: 74 = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si # € ker(f + Idg) Nker(f? + 6Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) N ker(f? + 6Idg), et que les deux sous-espaces sont en
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somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 61dg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (7, 2) € ker(f + Idg) x ker(f% + 6Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (Pexistence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 6Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I’'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢/ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit Z € E. On suppose qu'il existe (¥, 2) € ker(f 4+ Idg) X ker(f* + 6Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer ¢ et 2, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2’; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f +1Idg), on a: f(y) = —7, et la condition Z € ker(f%+ 6Idg)
implique: f2 (%) + 62 = 0, puis: f2(Z) = —6Z. Par conséquent, appliquer f deux fois &
Iégalité ¥ = i + 7 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + Z
[@) = ) +f(5) =1 [@) = -7 + f(3
@ = e +r3 @) = y — 6z

Nous avons 1a un systeme a trois équations, avec trois inconnues (¥, z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire Uopération L3 < L3 + 6L4, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si ¥ et 2’ conviennent, alors:

1 6 1 1
Synthése. Soit T € E. Posons: ij = £ f2 (&) + S, et: 7= —1f2(¥) + 1&. Vérifions qu'on a

bien # = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f +Idg), z € ker(f? + 6IdE) d’ autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: iy + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f 4+ 1dg) et 7 € ker(f? + 6Idg) : cela revient a démontrer que (f + Idg) (7) = 0
et (f2 + 6Idg) (2) = 0. Or:

(f +1dgp) (¥) = (f +1dg) (;f2 (7) + $f>
@) 20 @) - (282 @) - 27)

puisque par hypothése de 'énoncé: f3 + f2 +6 f = —61Idg ; donc ¢ € ker(f + Idg). Par un
argument analogue:

(2 +61d5) (2) = 2 £ (&) — 22 (@) + 27

et comme: f3 = —f2—6 f—6ldg, on a aussi: f* = —f3— 6f2 6 f, ce qui permet de simplifier
Dégalité précédente pour en déduire: —1 f4 (%) — 22 (7) + 27 = 0, donc 7 € ker(f? + 6Idg).
Ceci acheve de démontrer que pour tout © € F, il existe if € ker(f+IdE) et 7 € ker(f?+6Idg)
uniques tels que: ¥ =4+ Z. Donc: F = ker(f + Idg) @ ker(f? + 61dg).

Remarque. Pour simplifier —% fH(@) -2 52 () + :v une demarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de 1X 4 - 5X 2 7 par le polynéme annulateur
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X3+ X% 46X + 6, pour remarquer que:
1 5) 6 1 1
— Xt CXP S = (XP X2+ 6X +6) - (—X )
- ST (X*+ X* 46X +6) S

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

f4—if2+$IdE:(f3+f2+6f+61dE)o(—;er;IdE)

!
7

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja 1'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de E, on a: 12 ((Un)@[)) =

/ ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n20 = (Un+3) 0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f (<“n)n>o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

7 ((un)@O) + 2 ((Un)n>o) +6f ((un)@O) = (Uny3 + Unta + 6Upnt1),50
= (_6un)n>o

car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2+ 246 f = —6Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+ f2+6 f +6Idg), or
34 f2+6 f +6Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f+1dg)@ker(f*+6Idg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f +1dg) et d'une
suite dans ker(f%+6Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),-, € £, on a:

(tn) s € ker(f +Tdg) <= f ((tn),20) + (n)yg = ()50 <= Y0 € N, w1 = —uy.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),, avec a € R. Ensuite:

(ttn) =0 € ker(f2 + 61dg) <= f2 (1)) + 6 (tn),10 = (0,2
<= Vn €N, u,o+ 6u, =0.

Autrement dit: ker(f? + 6Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de

récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :

r?2 + 6 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = ivV6 et ry = —i\6

(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
. 1 y /7 . . ’

compte). Or la forme exponentielle de | est: r; = v/6e2°™. La théorie des suites récurrentes
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linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1 1
vneN, u, = (bcos (2 7m> + c¢sin <2 7m>)62”, avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy,),,- € E = ker(f +1dg) ® ker(f* + 6Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d'un élément de ker(f + Idg) et d'un élément de ker(f? + 6Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

. 1 1 1
J(a,b,c) €eR* YneN, u, =a-(-1)"+ <bcos (2 7m> + csin (2 ﬂn))62".

Corrigé 47. + page 10

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X +3 et X2+ X + 2 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 3
admet —3 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —3 donne: 8 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + 31dp) ® ker(f2 + f + 2Idg) = ker ((f + 31dg) o (> + f + 21dg))
=ker(f*+4f*+5f +6ldg).

Or d’apres Dégalité () ona: f34+4 f2+5 f+6Idp = Op,g), donc: ker(f?+4 f245 f+6Idg) =
E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 3Idg) + ker(f? + f + 2Idg), puis en montrant
que ker(f + 3Idg) et ker(f? + f + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X? + X + 2 par X + 3. On a en effet :

X2+ X +2=(X+3)Q+8,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

f2(@) + f (@) + 228 = (f +31dg) 0 Q(f)(T) + 87. ()

Remarquons également que 'on a: X?+4X?+5X +6 = (X + 3) (X? + X + 2). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme F = ker(f + 3Idg) + ker(f* + f + 2Idg):

A 45 f+6ldp = (f +3ldg)o (f2+ f +2Idp) = (£ + f +2Idg) o (f +31dr) . (})

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (7, 2) € ker(f +
3ldg) x ker(f? + f + 2Idg) tel que: Z = ¢/ + Z. Posons pour cela:

=GP @+f @+ 0 et 2= 2 (7 +31d) 0 QU@
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Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + 3Idg), et: Z € ker(f* + f + 2Idg). On a:
1

(f+3IdE)(z7)=(f+3IdE)< @)+ o f @)+ 7

= (f+3ldg) o <8f2+8f+iIdE (7)

gl(fs+4f2+5f+6IdE)(f)

*) 7 0.

donc: ¥ € ker(f + 3ldg) ; de méme, toujours grace a 'identité () de I’énoncé:
(£ 4+ f+215) (9) = & o (2 1+ 21dg) ((f +31dg) 0 Q(N)(@)
@2 S (P40 451+ 61dz) (QU)(@)
*) 7

donc: Z € ker(f? + f + 2Idg). On a donc bien démontré que pour tout Z € FE, il existe
(v,2) € ker(f + 3Idg) x ker(f? + f + 2Idg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f + 3Idg) +
ker(f?+ f + 2Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker( f+3Idg)Nker(f —i—f—i—ZIdE) {0}. Soit & €

ker(f+3Idg)Nker(f?+ f+2Idg). Onadonc: (f + 3ldg) (Z) =0, e (f2 + f+2Idg) (¥) = 0.

En considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 8% = 0 + 0 = 0, d’ott le résultat: on a
1_" puy

montré que si ¥ € ker(f + 3Idg) N ker(f2 + f + 2Idg) alors 0.
Ayant démontré: E = ker(f + 3Idg) Nker(f? + f + 2Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 3Idg) Nker(f? + f + 2Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout 7 € E, il existe un unique couple (7, 2) € ker(f+3Idg) x ker(f?+ f +2Idg) tel
que: ¥ =y+7 (1’ex1stence du couple montre que E = ker(f + 3Idg) +ker(f?+ f +2Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (¥, 2) € ker(f + 3Idg) x ker(f%+ f + 2Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = ¢+ Z, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et 2. Pour voir ot aboutir, notons
que du fait que ¢ € ker(f + 3Idg), on a: f(§) = —3¢, et la condition Z € ker(f? + f + 2Idg)
implique: f2(2) + f( 7) 427 =0, puis: f2(2) = —f (Z) — 2Z. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y/ + Z suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z Tz = y + Z
f@) = f) +f(5) =1 [@) = - 3y + f(?)
@) = ) +22 @ = 9 - 27 - [f(2)

Nous avons 14 un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¢, Z, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en tres peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération L3 <— L3 + Lo, alors le systeme équivaut a:

7 - § o+ z
f@ = - 3 + 1)
P@+I@ = 6 - 28
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A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 < L3+ 2Lq, ou L3 < L3 — 6L, pour en déduire
que si ¢y et Z conviennent, alors:

1 1 1

-’:, r)+ =% t: Z=——f2(2)—=

Synthése. Soit T € E. Posons: § = £ f*(Z) + £ f (Z) + 17, et: 2= -1 [ (%) — + f () + 37
Vérifions qu’on a bien ¥ = ¢ + Z d’une part, et i/ € ker(f + 3Idg), 7 € ker(f? + f + 2Idg)
d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
Y+ Z = . Vérifions donc que ¥ € ker(f + 3Idg) et Z € ker(f% + f + 2Idg) : cela revient &

démontrer que (f + 3Idg) (7) = 0 et (f2+f+21dE)( 7) = 0. Or:

puisque par hypotheése de 1'énoncé: f3 +4 f2 45 f = —6Idg; donc § € ker(f + 3Idg). Par
un argument analogue :

(7 + F+2108) () = L (@)~ @ + 2P (@) + 5/ () +

et comme: f2 = —4f2 —5f —6ldg, on a aussi: f* = —4f3—5f%—6f, ce qui permet de
simplifier I'égalité précédente pour en déduire: —3 f* () — 1 f (2)+3 /2 () + 4 f () +37 = 0,
donc 7 € ker(f% + f + 2Idg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout # € E, il existe ¢ € ker(f + 3Idg) et Z € ker(f? +
f + 2Idg) uniques tels que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f + 3Idg) @ ker(f? + f + 2Idg).

l\D\CoO

Remarque. Pour simplifier —£f* (7)) — 1 /3 (2) + 2% () + 2f (Z) 4 £#, une démarche plus
méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de —fX 4 1X 3 3X 24 1X —|— 2
par le polynéme annulateur X2 +4X?2 + 5X + 6, pour remarquer que :

1 1 3 1 3 1 1
— Xt X3 X X+ - = (XP+4X?+5X +6) - (—X )
8 TR Tty ( * oA ) R

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

Loy 1oy 3., 1 3 _ (43 2
—gf - Zf +§f +§f+§IdE = (f +4f +5f—|—6IdE) o <—f+ IdE)
Plus généralement, la connaissance d’'un polynéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de

calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de E, on a: f ((un)n>o) =

f ((Un+1)n>o) = (U(n+1)+1)n>0 = (Un+2) 50, €6
f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0
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(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f? ((un)ngo) +4f° ((un>n>0) +5f ((un>n>o) = (Un+3 + 4Uns2 + Dlnt1),,59

= (—6un),~g

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2+4 245 f = —61dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+4 f2+5 f+6Idg),
or f3+4f?+5f+6ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: F = ker(f + 3Idg) @ ker(f? + f + 2Idg). Autrement dit: toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f + 3Idg) et d’une suite dans ker(f? + f + 2Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(ttn) s € ker(f +3Idg) <= £ ((un)s0) + 3 (tn)g = (0),20 <= V1 € N, upy1 = —3uy,.

Autrement dit: ker(f + 3Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —3,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=3)"),, avec a € R. Ensuite:

(tn) 20 € ker(f2 + £ +21dp) <= f2 ((un),20) + F ((n)ysg) + 2 (n)z0 = (0),5
< Vn eN, u,io+ Ups1 + 2u, = 0.

Autrement dit: ker(f? + f + 2Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +r + 2 = 0. Son discriminant est: A = —7. Il est strictement négatif, et on en déduit
-l Zﬁ et

ue les solutions de ’équation caractéristique sont complexes, égales & r; =
’ 2

. N

2
de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des

suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

Ty = . Or la forme exponentielle de 1 est: 71 = v/2¢, ot § € R est un argument

¥n €N, u, = (bcos(nf) + csin(nf)) 22", avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),s, € E = ker(f + 3Idg) @ ker(f* + f + 2Idg) si et seulement si
(Un),so st somme d'un élément de ker(f 4 3Idg) et d'un élément de ker(f* + f 4 2Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

S

3(a,b,c) € R®, Yn €N, u, = a- (=3)" + (bcos(nf) + csin(nh)) 2

Corrigé 48. + page 10

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).

Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X +1 et X? — X + 3 sont deux
polyndémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
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admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 5 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + Idg) @ ker(f? — f + 31dg) = ker ((f +Idg) o (f* - f + 3ldg))
= ker(f* +2 f + 3Idg).
Or d’aprés Dégalité (x) on a: f2+2 f + 3Idp = O ), donc: ker(f* +2 f + 3Idg) = E. D’ou
le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? — f + 3Idg), puis en montrant

que ker(f + Idg) et ker(f? — f + 3Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X% — X + 3 par X + 1. On a en effet :

X2 - X+3=(X+1)Q+5,

avec @ € R[X] ('expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

f2(@) = f(@) +37 = (f +1dp) 0 Q(f)(T) + 5. (1)

Remarquons également que 'on a: X3+ 2X +3 = (X + 1) (X% — X + 3). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme E = ker(f + Idg) + ker(f? — f + 3Idg):

f3+2f+31dE:(f+1dE)o(f2—f+31dE) = (f2—f+31dE)o(f+1dE). (1)

Preuwve de ’égalité E = F + G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (¥, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? — f + 3Idg) tel que: ¥ = i + Z. Posons pour cela:

g:;ﬂ(f)—; (f)+§f, et : 2:;(f+IdE)OQ(f)(f)'

Isoler 7 dans I'égalité (1) implique immédiatement que 'on a: & = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f? — f + 3Idg). On a:

27— Lo 4 3z
= (x)—f<f>+5x>
= (f+He)o (52— 3+ 518 @
(Zn}(f3+2f+3ldE)<f)

*

2,

(F + 1) () = (/ +1de) (

—

donc: ¥ € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(% = £ +81d5) () = ¢ (7 — £ +31d5) ((f + Tds) 0 Q) ()
DL (17421 + 314 (QUN@)

—~

*

ol crw

donc: 7 € ker(f?— f+3Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € F, il existe (¢, 2) €
ker(f+Idg)xker(f?—f+3Idg) tel que: ¥ = §+Z. Donc: E = ker(f+IdE)+ker(f2 f+3ldg).
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Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f +Idg)Nker(f2— f+3Idg) = {0}. Soit 7 €
ker(f+1Idg)Nker(f?— f+3ldg). On a donc: (f + Idg) (Z) =0, et: (f2 — f + 3ldg) (¥) = 0.
En considérant (}) avec ce vecteur #, on a donc: 52 = 0+ 0 = 0, d’ou le résultat: on a

montré que si Z € ker(f 4 Idg) Nker(f2 — f + 3Idg) alors & = 0.
Ayant démontré: F = ker(f + Idg) Nker(f? — f + 3Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f% — f + 3Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout € E, il existe un unique couple (i, Z) € ker(f +1dg) x ker(f? — f +3Idg) tel
que: T =+ Z (I'existence du couple montre que F = ker(f + Idg) + ker(f? — f + 3Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I’analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu'une seule possibilité pour
les ¢ et 2 qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu’il existe (¢, 2) € ker(f + Idg) x ker(f? — f + 3Idg) tel
que: ¥ = y+ Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2’; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¥ et zZ. Pour voir ou aboutir, notons
que du fait que i € ker(f + Idg), on a: f(3) = —7, et la condition Z' € ker(f? — f + 3Idg)
implique: f2 (%) — f(2) + 32 = 0, puis: f2(2) = f (%) — 3Z. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y + 7 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + Z
[@) = ) +f(5) =1 [@) = -7 + f(3)
@ = @ +r 3 @) = y — 37 + [f(@

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¥, 2, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération Lz < L3 — Lo, alors le systeme équivaut a:

—

o= g
f@ = - + 1(2)
P@-f@ = 2

A ce stade, il suffit de faire Popération Ls < Ls + 3Ly, ou Ly < L3 — 2Ly, pour en déduire
que si ¥ et Z conviennent, alors:

=P @) - f @+ 3F et F= L@+ (@)

Synthése. Soit & € E. Posons: §f = 1 () — + f (Z) + 27, et: 2= =L f? (&) + £+ f (&) + 2
Vérifions qu’on a bien ¥ = ¢/ + Z d’une part, et ¢ € ker(f + Idg), Z € ker(f% — f + 3Idg)
d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
i + Z = . Vérifions donc que y € ker(f +1dg) et 2’ € ker(f2 f+ 3ldg): cela revient a
démontrer que (f 4+ Idg) (7)) = 0 et (f*> — f + 3Idg) (¥) = 0. Or:

(f +1dg) (§) = (F + 1dp) (;fz(f)—lf(f)+§f>
g;f?’ D 2@+ 2@ - (<2 @+ @) - 57
= (£

5
3(3) + 2f (2) + 37)

5
0

125



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

puisque par hypotheése de 'énoncé: f2 + 2 f = —3Idg; donc i € ker(f + Idg). Par un
argument analogue :
1 2 2 1 6
2 T 7 N B O N SO

(f2 = 7 +3ldp) (2) = =2 1 (@) + S5 (@) = 22 (@) + 2 f (D) + .
et comme: f3 = —2f — 3Idg, on a aussi: f* = —2 f2 — 3 f, ce qui permet de simplifier
I'égalité précédente pour en déduire: —1 f* (%) + 23 (Z) — 2 /2 (&) + +f (&) + 27 = 0, donc
Z € ker(f? — f + 3ldg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout & € E, il existe ¢ € ker(f + Idg) et 7 € ker(f? —
[+ 3Idg) uniques tels que: ¥ = g+ Z. Donc: E = ker(f + Idg) @ ker(f? — f + 3Idg).
Remarque. Pour simplifier —2 f*(Z) 4 23 () — 2% (%) + £ f (¥) + &, une démarche plus
méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de —%X 44 %X 3 - %X 2 4 %X + g
par le polynéme annulateur X3 4 2X + 3, pour remarquer que:

1 2 2 1 6 , 1 2
— Xt IXR X X 4 - = (X 42X+ 3) - (—X )
57 T3 57 "5 15 ( FeA ) 57 T3

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1, 2,4 2, 1.6 , (1 2 )
ey ey R P 2 f+3ldg) o (—= f+ =1d
St e = (P 2f 4 3ldg) o (o f+ Cldp

= O(m).

Plus généralement, la connaissance d’un polynome annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja 1'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de £, on a: 12 ((un)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €4:

f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n20 = (Un+3) 0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((“n)ngo)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f3 ((Un)n>0> +2f ((Un)n>o) = (Un+3 + 2un+1)n>0
= (_3un)n>o

car (up),s, vérifie (f) par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E
vérifie: f3 + 2 f = —3Idg (cette identité prouve en passant que F = ker(f? + 2 f + 3Idg),
or f24 2 f + 3Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premieére question de cet exercice, et on en
déduit: F = ker(f + Idg) @ ker(f? — f + 3Idg). Autrement dit: toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f + Idg) et d’une suite dans ker(f? — f + 3Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces
deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € F,ona:

(t1n) =0 € ker(f +1dg) <= f ((tn),z0) + (Un)ysg = (0),29 <= Y0 € N, w1 = —u,.
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Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),5, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 S ker(f2 — f+3ldg) <= f2 ((Un)n;0> —f ((un)n>0) +3 (“n>n;0 = (O>n>0
< VneN, upio— Ups1 + 3u, =0.

Autrement dit : ker(f? — f + 3Idg) est espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :

r? —r +3 = 0. Son discriminant est: A = —11. Il est strictement négatif, et on en déduit
1—14v/11
que les solutions de I'équation caractéristique sont complexes, égales a 1y = ——— et

2
C1+i0V/11
-

de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des
suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

ro . Or la forme exponentielle de r; est: r; = v/3e, ot § € R est un argument

Vn € N, u, = (bcos(nd) + csin(nd)) 33" avec (b,c) € R%

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f 4+ 1dg) @ ker(f* — f +3Idg) si et seulement si (u,),,-,
est somme d’un élément de ker(f+1Idg) et d'un élément de ker(f%— f+3Idg), si et seulement
si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,¢) € R®, Yn €N, u, =a-(—1)" + (bcos(nb) + csin(nf)) 32"

Corrigé 49. + page 10
1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {2,3, —2}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 2)(X — 2)(X — 3),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f = 31dg) o (f — 2Idg) o (f + 21dg) = (f — 3Idg) o (> — 41dg)
= -3 —4f+12ldg

(; OL(E)7

=

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {2,3, —2}, et on a comme

attendu: E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — 2Idg) & ker(f + 2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de E, on a: f? ((un)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f3 ((un)ngo) =/ <f2 ((Un)n>0)> =f ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>0 = (un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)@o)) et (f (<“n)n>o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

P ((n)yz0) = 352 ((n)yz0) = AF ((n)z0) = (nss — Btnga — 4tini1),g
= (—12uy),5g
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=3 f2—4 f = —12Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3—3 f>—4 f+12Idg),
or f3—3 f2—4 f+12Id commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f —3ldg) @ ker(f —2Idg) @ ker(f + 2Idg). Autrement dit : toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 3Idg), dans ker(f — 2Idg) et dans ker(f + 2Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter
ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 € E,ona:

(tn) oo € ker(f = 31dg) <= f ((tn),20) = 3 (tn),20 = (0),20 <= ¥n € N, upy1 = 3u,.

Autrement dit : ker(f —3Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3, c’est-
a-dire de la forme (u,),-, = (a-3"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
de ker(f — 2Idg) et ker(f + 2Idg).

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f —3ldg) Dker(f —2Idp) @ker(f+2Idg) si et seulement
si (Un),o est somme d’un élément de ker(f — 3ldg), de ker(f — 2Idg) et de ker(f + 2Idg),
si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,c) €R®, ¥Yn €N, u, =a-3"+2"b+ (-2)"c.

Corrigé 50. + page 11
1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/_ ,—\/5,2}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/5) (X — \/§> (X —2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:
(f = 2ldg) o (f = V2Idg) o (f+ V2Idg) = (f — 2Idg) o (f* - 2Idg)
=f-2f-2f+4ldg
(;) 0L(E)7
d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/5, —V/2, 2}, et on a

comme attendu: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — v/2Idg) @ ker(f + v/2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de £, on a: 12 ((“n)n>o) =

/ ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

P2 (n)nso) = £ (7 ((n)z0)) = £ ((ns2)nse) = (ws2re), ) = (Wnss) s

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement difiéerent si vous calculez a tort
bi b csul 1 diffé i lculez a

2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((“n)ngo)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

P () m0) = 262 ((wn)ns0) = 2F ((n)sg) = (tngs — 2tnie — 2ttni1),2g

= (—4%)@0
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2—=2f*—2 f = —41dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3—2 f>—2 f+4ldg),
or f3—2 f2—2 f+4Idg commute avec f en tant que polynome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — v/2Idg) @ ker(f + v/2Idg). Autrement dit: toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f — 2Idg), dans ker(f — v/2Idg) et dans ker(f + v/2Idg). Or il s’avére qu'on sait
expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@(] € E,ona:

(Un) s € ker(f —2ldg) <= f ((un)n>0) =2 (Un)psg = (0),50 = Vn €N, w11 = 2u,.

Autrement dit : ker(f —2Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison 2, ¢’est-
a-dire de la forme (u,),., = (a-2"),., avec a € R. On trouve de méme pour les éléments

de ker(f — /2Idg) et ker(f + v/2Idg).
Concluons. On a (uy),, € E = ker(f — 2Idg) & ker(f — v/2Idg) & ker(f + v2Idg) si et

seulement si (uy),5, est somme d'un élément de ker(f — 2Idg), de ker(f — v2Idg) et de
ker(f + \/§IdE), si et seulement si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

I(a,b,c) €R’, Vn €N, u, = a-2"+2%"b+0(—\/§)n

Corrigé 51. + page 11

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/@, —/59, 1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + @) (X — \/@) (X — 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f = 1dg) o (f = VBOIdg) o (f + V391dp) = (f —Idg) o (f* — 591d)

— [ — f* =59 f + 591d

(%)
= Or(p),

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/5 , —VH9, 1}, et on
a comme attendu: E = ker(f — Idg) & ker(f — v/59ldg) & ker(f + /591dg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((un)n%) =

F({)0) = (101000, = () 0

P2 ((n)uzo) = £ (7 ((n)zo)) = £ ((wns2)n) = (wrore), ) = (tnsa) s

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

P2 ((Wn)nso) = 12 ((Wn)nso) = 59F ((n)nsg) + 59 (tn)ysg = (s — tnga — 591 + 59un),,q
= (O)n>0
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3—f?=59 f+591dg = Or(p) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — f>—59 f +
591dg), or f3 — f? — 59 f + 59Idr commute avec f en tant que polynéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit : F = ker(f —Idg) @ ker(f —v/591dg) @ ker(f ++/591dg). Autrement dit : toute
suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f —Idg), dans ker(f —+/59Idg) et dans ker(f 4+ +/591dg). Or il s’avere
qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (Un)@() ek,
on a:

(ttn)pso € ker(f = Tdg) <= f ((n),29) = (n)yzg = (0),20 <= V0 €N, w41 = uy.

Autrement dit : ker(f—Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,),, =
(a),o avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f — V59Idg) et ker(f +
V591d ).

Concluons. On a (uy),, € £ = ker(f — Idg) ® ker(f — V591dg) @ ker(f 4 v/591dg) si et
seulement si (uy),o est somme d'un élément de ker(f — Idg), de ker(f — v/591dg) et de
ker(f + \/@IdE), si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €eR®, ¥n €N, u, =a+ 5927h 4 ¢ (—\/@)n

Corrigé 52. + page 11
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X +1 et X? — X + 3 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynome évalué en —1 donne: 5 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + Idg) @ ker(f? — f + 31dg) = ker ((f +Idg) o (f* - f + 3ldg) )
= ker(f* 4+ 2 f + 3ldg).
Or d’aprés Dégalité (x) on a: f2+2 f + 3Idg = Op), donc: ker(f* +2 f +3Idg) = E. D’ou
le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? — f + 3Idg), puis en montrant

que ker(f + Idg) et ker(f? — f + 3Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X% — X + 3 par X + 1. On a en effet :

X2 - X+3=(X+1)Q+5,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

f2(@) = f (@) + 37 = (f +1dp) 0 Q(f)(T) + 5. (1)

Remarquons également que l'on a: X®+2X +3 = (X + 1) (X? — X + 3). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme F = ker(f + Idg) + ker(f% — f + 3Idg):

P2 f+431dp = (f +1dg)o (f2 = f+31dg) = (f* = f+3ldg) o (f +1dg).  (})
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Preuve de l'égalité E = F 4+ G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (v, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? — f + 3Idg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Posons pour cela:

w

o ;]ﬂ (&) — ;f(f) + 27 et Z:;(f"‘IdE) o Q(f)(T).

ot

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f? — f + 3Idg). On a:

(F +145) () = (7 + 1p) (37 (7) — £7(7) + 57)
= (f+1g)o (5 2~ £ [+ 31 (3)
w1 S (2 g+ 81g) (@)

d 6
donc: ¥ € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(7% = £ +81g) (2) = £ (2~ 7 +31di) ((/ +de) 0 Q) (@)
B2 (15 421 + 31d) (QU) (@)

—

*

=1 U!\»—t

donc: 7 € ker(f?— f+3Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe (1, Z) €
ker(f+Idg)xker(f?—f+3ldg) tel que: Z = §+2. Donc: £ = ker(f+IdE)+ker(f2—f—i—31dE).
Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f +Idg)Nker(f2 — f43Idg) = {0}. Soit Z €
ker(f+1dp) Nker(f*— f +3Idg). On a donc: (f +1dg) (7) = 0, et: (f* — f + 3ldg) (7) = 0.
En considérant (}) avec ce vecteur #, on a donc: 5% = 0+ 6 = 0, d’on le résultat: on a
montré que si Z € ker(f + Idg) Nker(f? — f + 3Idg) alors # = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) Nker(f? — f 4+ 3Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? — f + 3Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout # € E, il existe un unique couple (i, Z) € ker(f +1dg) x ker(f? — f +3Idg) tel
que: ¥ =y+72 (1’ex1stence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? — f + 3Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu'une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu’il existe (¢, Z) € ker(f + Idg) x ker(f? — f + 3Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer 3 et 2’ nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i/ et Z'; pour cela, appliquons f a I’égalité & = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i/ et 2. Pour voir ou aboutir, notons
que du fait que i € ker(f + Idg), on a: f(3) = —7, et la condition Z' € ker(f* — f + 3Idg)
implique: f2 (%) — f(2) + 37 = 0, puis: f2(2) = f (%) — 37 Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = ¢ + 7 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + Z
[@) = ) +f(5) =1 [@) = -7 + f(3)
£@) = )+ @ = g - 37 + f(7)

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, 2, et f(2) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
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(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
lopération Lz < L3 — Lo, alors le systeme équivaut a:

—

7 = g
f@ = - + 1)
P@-r@ = 2

A ce stade, il suffit de faire Popération Ls < Ly + 3Ly, ou Ly < L3 — 2Ly, pour en déduire
que si ¥ et Z conviennent, alors:
1 1 1

7==f(7) - - f (@) +§f, ot: o _1

I

Synthése. Soit & € E. Posons: § = £ f*(&) — +f (¥) + 24, et: 2= =1 > (@) + + f (&) +

Vérifions qu'on a bien ¥ = ¢+ Z d’une part, et i € ker(f + Idg), 7 € ker(f? — f + BIdE)
d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
y + z2 = Z. Vérifions donc que y € ker(f +Idg) et 2’ € ker(f2 f +3ldg) : cela revient a

démontrer que (f 4+ Idg) (7) = 0 et (f2 — f + 3Idg) (2) = 0. Or:
<f+IdE><g>=<f+1dE>(1f (@ )—ff( )+3f>

5 5
1

P@ =@+ @) - (5@ 4 ) - )
B
0

— Gl

(@) +2f (& )+3:E)

puisque par hypothese de Pénoncé: f? + 2 f + 3Idg = Opp); donc i € ker(f + Idg). Par un
argument analogue:

o . 2 ., 1. . 6
(= f +31d5) (2) =~/ (D) + 2 (@) = 2 2 (@) + 2 (@) + o7
et comme: f3 = —2f — 3Idg, on a aussi: f* = —2f% — 3 f, ce qui permet de simplifier

I'égalité précédente pour en déduire: —1f4 (%) + 2f% (%) — 2f% (&) + 1 f () + 52 = 0, donc
7 € ker(f? — f + 3ldg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout & € F, il existe i € ker(f + Idg) et Z € ker(f? —
f + 3Idg) uniques tels que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f + Idg) & ker(f? — f + 3Idg).

Remarque. Pour simplifier —1 f* (Z) 4+ 23 (Z) — 2% (¥) + £+ f (&) + &, une démarche plus
méthodique aurait ét¢ d’effectuer la division euclidienne de —1X* + 2X S_2x?2+ 11X+ ¢
par le polynéme annulateur X3 + 2X + 3, pour remarquer que:

1 2 2 1

6 1 2
— X'+ X - CXP 4 X 4+ - = (X 42X+ 3) - <—X )
57 T3 5% 75075 ( TeAT ) 57 15

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1, 2,4 2, 1, 6 , (1 2 )
e A Tl S LR s ¥ A 2f+3ldg) o (—= f+=1d
PPl = (P 2f 4 3ldg) o (o f+ Cldp

Plus généralement, la connaissance d’un polynome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>0) =

7 (1)) = (1) = (s

f? ((un)ngo) =f (f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (uy,),, € E:

f3 ((Un)n>0) +2f ((Un)n>o> +3 (Un>n>0 = (Unt3 + 2up41 + SUn)n>o
= (O)n20

car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2+2f+3ldg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f? + 2 f + 3Idg),
or f3 42 f + 3ldg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en
déduit: E = ker(f + Idg) @ ker(f? — f + 3Idg). Autrement dit: toute suite de E (qu'on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f + Idg) et d'une suite dans ker(f? — f + 3Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces
deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (Un)@(] € E,ona:

(ttn) s € ker(f +1dg) <= f ((tn)ysg) + (Un)ysg = (0),50 <= Y0 €N, tpi1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),, avec a € R. Ensuite:

(tn)so € ker(f2 = f 4 3ldg) <= £ (un)10) = F ((n)y20) + 3 (n),20 = (0),15
< Vn eN, upio— Upsr1 + 3u, =0.

Autrement dit: ker(f? — f + 3Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :

r? —r 4+ 3 = 0. Son discriminant est: A = —11. Il est strictement négatif, et on en déduit
1—4v11
que les solutions de I'équation caractéristique sont complexes, égales a 1y = ——— et

2
1+4V/11
B 2

de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des
suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

T9 . Or la forme exponentielle de ry est: r; = V3e?, ot f € R est un argument

¥n €N, u, = (bcos(nf) + csin(nf)) 32", avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f +1dg) @ ker(f* — f +3ldg) si et seulement si (u,),,,
est somme d’un élément de ker(f+1Idg) et d'un élément de ker(f2— f+3Idg), si et seulement
si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

[N

3(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, =a- (—1)" 4 (bcos(nf) + csin(nh)) 3

Corrigé 53. + page 11
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1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 3 et X2 + 27 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 3
admet 3 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 3 donne: 36 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — 31dg) & ker(f* + 271dg) = ker ((f — 31dg) o (f* + 271dg) )
=ker(f* — 3 f*+27f — 811dg).
Or d’apres D'égalité (x) on a: 2 —3 f2 427 f — 81ldg = Orp), donc: ker(f* —3 f2 +27 f —
81Idg) = E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — 3Idg) + ker(f? + 27Idg), puis en montrant que

ker(f — 3Idg) et ker(f? + 27Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 27 par X — 3. On a en effet :

X2 427=(X -3)Q + 36,

avec () € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

f2(%) + 277 = (f — 31dp) 0 Q(f)(T) + 367. (1)

Remarquons également que 'on a: X3 —3X? + 27X —81 = (X — 3) (X? + 27). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f — 3Idg) + ker(f? + 27Idg) :

f2=3f2+27f = 8lldp = (f — 3ldp) o (f* +271dg) = (f*+271dg) o (f — 3Idg). (1)
Preuve de l’égalité E = F + G. Soit £ € E. On doit montrer qu’il existe (7, 2) € ker(f —
3ldg) x ker(f? 4 27Idg) tel que: Z = ¢/ + Z. Posons pour cela:

1

1 3
T= g/ @43 et F= oo (f = 31dp) 0 QU)(@).

Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: & = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — 3Idg), et: Z € ker(f? + 27Idg). On a:

(F = 31e) () = (f — 3d) (5 12 (@) + 7)

(f — 31dg) o (316 24 zIdE> (@)
® 1

(2 =37 +27f—81ldg) ()

donc: i € ker(f — 3Idg) ; de méme, toujours grace a l'identité (x) de I’énoncé :
1
(2 +2715) (2) = o (124 271dg) ((f = 31ds) 0 Q(S)(@))
@ 16 (2 =317+ 27 f — 811dg) (Q(f)(@))

*

3
0.

—
~
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donc: Z € ker(f? +27Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € F, il existe (¢, 2) €
ker(f—3Idg) x ker(f*427Idg) tel que: ¥ = y+2Z. Donc: E = ker(f —3Idg)+ker(f*+271dg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — 3Idg) N ker(f? + 271dg) = {0}. Soit
7 € ker(f —3Idg) Nker(f2+27Idg). On a donc: (f — 3Idg) (Z) = 0, et: (f> + 271dg) (Z) = 0.
En considérant () avec ce vecteur #, on a donc: 362 = 0 4+ 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si @ € ker(f — 3Idg) Nker(f? + 271dg) alors & = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — 3Idg) Nker(f% + 271dg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — 3Idg) Nker(f? + 271dg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f — 3Idg) X ker(f? + 271dg) tel
que: T = ¢ + 7 (Pexistence du couple montre que E = ker(f — 3Idg) + ker(f? + 27Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit £ € E. On suppose qu'il existe (¢, 2) € ker(f — 3Idg) x ker(f? + 27Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer i et 2z’ nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f —3Idg), on a: f(¢) = 3¢, et la condition Z € ker(f?+27Idg)
implique: f2(Z) 4+ 277 = 0, puis: f2(Z) = —27%. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I'égalité ¥ = iy + 2 suffit, puisque cela nous donne:

o= g 17 i = q + z
f@) = f) +f(Z) <=1 f(&) = 3 + f(?
2@ = A9 +72) 2z = 9y — 277

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération Lj <— L3 + 27L4, ou
L3 < L3 — 9Ly, pour avoir immédiatement que si § et 2’ conviennent, alors:

1 1

1 3
= gp @) E et F= o @)+

Synthése. Soit & € E. Posons: § = 5= f(Z) + 3%, et: 2 = —g f? (&) + &. Vérifions qu'on
a bien ¥ = ¢ + Z d'une part, et § € ker(f — 3ldg), z € ker(f? + 27Idg) d’autre part.
La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¥+ Z = Z.
Vérifions donc que ¢ € ker(f — 3Idg) et 2 € ker(f? + 27Idg) : cela revient & démontrer que

(f —3Idg) () = 0 et (f? +271dg) () = 0. Or:

(F = 31e) () = (/ — 31d) (5 12 (@) + 7)

36 4
1 3 1 9
— (5 @+ @) - (5@ +37)
= (P @ -3 @ +21f (@) - 817)
0

puisque par hypothése de 'énoncé: f3 — 3 f? + 27 f = 811dg ; donc 7 € ker(f — 3Idg). Par
un argument analogue :

27

(> +271dp) (2) = —o= f* (7) —

=~
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et comme: f3 = 3 f? — 27 f + 81Idg, on a aussi: f* = 3 f2 — 27 f? + 81 f, ce qui permet
de simplifier I’égalité précédente pour en déduire: _3175 @) - 32 (@) + 2175 = 0, donc
7 € ker(f* + 271dg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout # € E, il existe ¢ € ker(f — 3Idg) et Z € ker(f? +
271dg) uniques tels que: & = ¢ + Z. Donc: E = ker(f — 3Idg) @ ker(f? + 271dg).

Remarque. Pour simplifier — g f* (Z) — 1 f? () + 2%, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de —%X 4 - %X 2+ 217 par le polynéme annulateur
X3 —3X? + 27X — 81, pour remarquer que:

1 1 27 1 1
—— X' X7+ T = (X?-3X?+27X -8l -(—X—>
36 2 + 4 ( SXT A2 8 ) 36 12
(le reste est nul), de sorte que trivialement :
1., 1., 27 s ( 1 1 )
e = (8- 27 f — 811d ——f-—1d
el g P Tl = (10 =32 27 f = slldg) o (— oo f — 5lde
= Or(p)-

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de E, on a: f? <(un)n>o) =

f ((un+1)n>0) = (u(”“)“)@o = (Unt2),50; €t

P2 ((n)so) = £ (£ ((Wn)azo)) = f ((4ns2)uz0) = (wimszyen) ) = (tnss)ng
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

P ((Wn)) = 387 (un)z0) +27F ((un)20) = (s — Bttngz + 2Tt 1),
= (81un) 0

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=3 f2+27 f = 811dg (cette identité prouve en passant que £ = ker(f3—3 f2+27 f—811dg),
or f3—3f%+27f — 81ldg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice, et
on en déduit: E = ker(f — 3Idg) @ ker(f? + 27Idg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f —3Idg) et d’'une suite dans ker(f?+27Idg). Or il s’aveére qu’on sait expliciter ces deux
sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (Un)@[) € F,ona:

(ttn)sg € ker(f = 31dg) <= f (un),20) = 3 (Un),z0 = (0),50 <= V0 €N, upy1 = 3u,.

Autrement dit: ker(f — 3Idg) est l'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3,

c’est-a-dire de la forme (u,), ., = (a-3"),., avec a € R. Ensuite:

(ttn) 20 € ker(f? +271dg) <= f* ((un),29) + 27 (tn) 10 = (0),.2
< Vn €N, upio+27u, =0.
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Autrement dit: ker(f? + 27Idg) est lespace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? 427 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = 3i V3etry=—3iv3
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de r est: 7 = 3 V327, La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

VneN, u, = <bcos (; 7m> + csin (; 7rn>> (3 \/g)n, avec (b,c) € R%,

Concluons. On a (up),-, € E = ker(f — 3ldg) @ ker(f* 4 271dg) si et seulement si (u,),,-,
est somme d’'un élément de ker(f —3Idg) et d'un élément de ker(f?+271Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

1 1
3(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-3" + (bcos (27m) + csin (27m>> (3\/§>

Corrigé 54. + page 11

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—2 V2, —4,2\/5}. D’apres
le critéere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + 2 \/§> (X -2 \/5) (X +4), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f +41dg) o (f —2V2Idg) o (f +2v2ldg) = (f +41dg) o (f* — 8ldg)
= P 4+4f?-8f—321dg

o OL(g),

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—2 V2, —4,2 \/5}, et
on a comme attendu: £ = ker(f + 4ldg) @ ker(f — 2v2Idg) @ ker(f + 2v/2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((u")n20) =

7 (O)e) = (102, = (2l

P2 ((ndnzo) = £ (7 ((n)zo)) = F ((ns2)nse) = (ws2ys), ) = (Wnss) s

remarquez blen que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
bi b csul 1 diffé i lculez 2

2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f3 ((un)n>0> + 4f2 ((un)n;o> —8f ((Un)n>0> = (Uny3 + dUpyo — 8un+1)n20
= (32%1)”;0
car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3+4 f2—8 f = 32Idg (cette identité prouve en passant que F = ker(f3+4 f2—8 f—32Idg),

or f344 f2—8 f—32Idr commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C FE).
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Donc FE et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f 4+ 41dp) @ ker(f — 2/2Idg) @ ker(f + 2+/2Idg). Autrement dit : toute suite de E
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f 4+ 4Idg), dans ker(f —2+/2Idg) et dans ker(f +2+/2Idg). Or il s’avere qu’on sait

expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (u,),., € £, on a:

(ttn) o € er(f +41dg) <= f ((un),20) +4 (tn),ng = (0),29 <= V0 € N, w1 = —4uy,

Autrement dit: ker(f + 4Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —4,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=4)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — 2+/2Idg) et ker(f + 2+v/2Idg).

Concluons. On a (uy,),5o € E = ker(f + 41dg) @ ker(f — 2v/21dg) & ker(f + 2 v21dg) si et
seulement si (uy),-, est somme d'un élément de ker(f + 4Idg), de ker(f — 2 Vv2Idg) et de
ker(f 4+ 2+/2Idg), si et seulement si, d’apreés explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

Ha,b,c) €R?, Y eN, uy =a- (—4)" +b(2v2)" +c(~2V2)

Corrigé 55. + page 12

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe demandée
soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable ; de plus, les noyaux dans le membre
de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,—30,—1}. D’apres le critére polynomial de
diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 30)(X + 1)(X — 1),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéome annulateur de f. Or:

(f +30Idg) o (f —Idg) o (f +Idg) = (f + 30Idg) o (* - Idg)
= 34302 — f—30ldg

v OL(m),

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,—30,—1}, et on a
comme attendu: E = ker(f + 30ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>o) =

7 (1)) = (1) = (i

f? ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)@o)) et (f (<“n)n>o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f? ((Un)n>o) +30f2 ((un)n>o) —f ((un)n>o) — 30 (un),50 = (Unts + 30Unt2 — Upy1 — 30un) .-
= (O)nQO

car (up),,~, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:

2430 f? — f —30Idg = Or(p) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* + 30 f* —

f—30Idg), or f3+30 f?— f —30Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son

noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
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et on en déduit: E = ker(f + 30ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg). Autrement dit: toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f + 30Idg), dans ker(f —Idg) et dans ker(f + Idg). Or il s’aveére qu’on
sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 € E,ona:

(ttn) 5o € er(f+301dg) <= f ((tn),29) +30 (tn),2q = (0),0 <= ¥n € N, i1 = —30u,,.

Autrement dit : ker(f + 30Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —30,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a - (=30)"),, avec a € R. On trouve de méme pour les
éléments de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),~, € E = ker(f +30ldg) ©ker(f —Idg) @ ker(f +1dg) si et seulement
si (Un),=( est somme d'un élément de ker(f + 30ldg), de ker(f —Idg) et de ker(f + Idg), si
et seulement si, d’apres l'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

3(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-(=30)" + (=1)"c+b.

Corrigé 56. + page 12

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {% 5— %, -2, —% V5 — ;i D’apres
le critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
i QQX +v5+ 1) (QX — V5 + 1)(X + 2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f +21dp) o (f— (1f—1) IdE) ° (f— (—;f—1> IdE) — (f +20dg) o (f2+ f — Idp)

2 2 2
=P +3 4 [ -2
)

= Or(p),
d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{%\/5—%,—2,—%\/_—%}, et on a comme attendu: E = ker(f + 2Idg) @& ker(f —

(35— 1) 1dp) @ ker(f — (—3 V5 — §) Idg).
2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((“n)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

P2 ((n)zo) = £ (£ ((Wn)azo)) = f ((Uns2)uz0) = (wimrzren) ) = (tnss),ing

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement difiérent si vous calculez a tort
bi b csul 1 diffé i lculez a

2 3
(f ((un)n>0)> et (f (<“n)n>o)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f? ((un)n>o) +3f° ((un)n;o) +f ((un)n>o) = 2(tn) o = (Unyz + 3tz + Unp1 — 2Un), -
= (0)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
343 f2+ f—2Idg = Oyp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f*+3 f2+ f—2Idg),
or 24+ 3f%+ f — 2ldg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son noyau
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est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et

on en déduit: E = ker(f + 2Idp) @ ker(f — (55— 3)Idg) @ ker(f — (—5 V5 — ) Idp).
Autrement dit : toute suite de E' (qu’on cherche justement & expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + 2Idg), dans ker(f — (% V5 — %) Idg) et dans

ker(f — (—% V5 — %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (un)n>0 € E,ona:

(ttn) o € ker(f + 21dp) <= £ ((un)50) + 2 (tn)sg = (0),20 <= V1 €N, upyy = —2u,,.

Autrement dit: ker(f + 2Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=2)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (35 — ) 1dg) et ker(f — (=3 V5 — §) 1dp).

Concluons. On a (u,),5, € E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (%\/5— %) Idg) @ ker(f —
(—%\/3— %) Idg) si et seulement si (u,),., est somme d'un élément de ker(f + 2Idg),
de ker(f — (% 5— %) Idg) et de ker(f — (—% V5 — %) Idg), si et seulement si, d’apres 'ex-
plicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\" 1 "
3(a,b,c) € R?, ¥n € N, un:a-(—2)"+b(2\/_—2> +c<—2\/_—2),

Corrigé 57. + page 12
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 27 et X2 + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 27
admet —27 pour unique racine, mais que le second polynome évalué en —27 donne: 730 # 0.
Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +271dg) @ ker(f? + Idg) = ker ((f + 271dg) o (> + 1dg))
= ker(f* +27 f* + f + 271dg).
Or d’apres I'égalité (x) ona: f3+27 f24 f+27Idg = Oyg), donc: ker(f?+27 f2+ f+271dg) =
E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 27Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que

ker(f + 27Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 1 par X + 27. On a en effet:

X2 +1=(X+27)Q + 730,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € F, nous obtenons:

f2(2) + 2 = (f +271dg) o Q(f) (&) + 730 (1)

Remarquons également que l'on a: X? +27X? + X + 27 = (X + 27) (X? + 1). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + 27Idg) + ker(f* + Idg) :

FRH27 2+ f+271dp = (f + 271dg) o (2 +1dp) = (2 +1dg) o (f +271dp) . (})
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Preuve de l'égalité E = F 4+ G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (v, 2) € ker(f +
271dg) x ker(f? +1dg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Posons pour cela:
I R 1 B
J=—f(%)+ 300 et: 2= =30 (f +27Ldg) o Q(f)(Z).

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + 27Idg), et: Z € ker(f? + Idg). On a:

(f +27dg) (§) = (f + 271dg) (7310f2 (%) + 7;093’)

- 1,1 )
— (f +271dp) o (730 24 7301dE) (@)
o 1

(f*+27 2 + f + 271dg ) ()

donc: ¥ € ker(f + 27Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de 'énoncé:

1, }
= oo (/2 4 1dg) ((f +271dE) 0 Q) (@)
(

= o (P27 12+ 4 271dR) (QUN)()

(f*+1dg) (2)

~—

1
30

=T

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (7, %) €
ker(f +27Idg) x ker(f?+1dg) tel que: & = y+Z. Donc: E = ker(f +27Idg) +ker(f? +1dg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f + 27Idg) N ker(f? + Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f +271dg) Nker(f? +1dg). On a donc: (f + 27Idg) (Z) = 0, et: (f2 + 1dg) (¥) = 0.
En considérant (1) avec ce vecteur &, on a donc: 730 = 0+ 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si Z € ker(f + 27Idg) Nker(f? + Idg) alors & = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + 27Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 27Idg) N ker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (i, Z) € ker(f + 27Idg) x ker(f? + Idg) tel
que: T = ¢+ Z (existence du couple montre que E = ker(f + 27Idg) + ker(f? + Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (¢, 2) € ker(f + 27Idg) X ker(f2+Idg) tel que:
T = ¢+ Z. Pour déterminer 3 et 2’ nous faisons le constat habituel suivant : nous avons deux
inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre équation
vérifiée par ¢ et Z'; pour cela, appliquons f a I’égalité & = ¢+ 2, autant de fois que nécessaire
pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et 2. Pour voir ou aboutir, notons que du
fait que ¥ € ker(f + 27Idg), on a: f(y) = —27y, et la condition 2 € ker(f? + Idg) implique :
f2(2)+2 =0, puis: f?(%) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois a 'égalité # = i/ + 7
suffit, puisque cela nous donne :

r =y +Z Tz = y o+ Z
[Z) = f{) +f(2) =4 @) = - 27y + f(3
f@) = 20 +22) ) = 29y — %

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire U'opération L3 < L3 + L;, ou

141



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

L3 < L3 — 72914, pour avoir immédiatement que si ¢ et Z conviennent, alors:

1 729
v 730f @+ 7% © 73of )+ 7507
Synthése. Soit T € E. Posons: § = =5 f2 (T) + =57, et: £ = —= % (%) + 3. Vérifions

qu'on a bien ¥ = ¢ + Z d’une part, et § € ker(f + 27Idg), 7 € ker(f? + Idg) d’autre part.
La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: y + Z = Z.
Vérifions donc que ¥ € ker(f + 27IdE) et 7 € ker( f? +1dg): cela revient & démontrer que

U+2mhﬂﬁ=%f+ﬂmm<nmﬁﬁ> 5)
) P
= (7" 0+ 25/ @) = (2307 9~ 755%)
= (P@ 2P @) + @) + 27)
~0

puisque par hypothese de I'énoncé: f2 + 27 f2 + f = —27Idg ; donc i € ker(f + 27Idg). Par
un argument analogue :

—

xz,

729

24+ 1dg) (2) = —=— — —

(4 +1ds) () 73of (@) + 365f @)+ 750

et comme: f3 = —27 f2 — f — 27Idg, on a aussi: f* = =27 f3 — f2 — 27 f, ce qui permet

de simplifier I’égalité précédente pour en déduire : —% () + % 2(7) + ;gg 7 = 0, donc

7 € ker(f% +1dg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout 7 € E, il existe ¢ € ker(f + 27Idg) et Z € ker(f? +

Idg) uniques tels que: ¥ = i+ Z. Donc: E = ker(f + 27Idg) @ ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier —= f* (%) + 352 f? (Z) + 2237, une démarche plus méthodique

730 365
aurait été d’effectuer la division euclidienne de —730X s gggX z2 4+ ;gg par le polynéme

annulateur X3 + 27X?% 4+ X + 27, pour remarquer que:

1 364, 729 1 o7
XU Sox2 2 (X orx X 27 (—X )
70" o g = (TN X 2T) - (o X s

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

729 s 27
mﬂ”%ﬁ+m@—0””+ﬁwm)<mfmo@

= Ou(p).-

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((un)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) - (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3) 0
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(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f3 ((un)n>0) + 27f2 ((un)ngo) + f ((un>n>0> = (Uny3 + 2TUnyo + un+1)n>o
= (—2Tuy,)

n=0

car (un),, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:
3427 f2+ f = —27Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+27 f2+ f+271dg),
or 34 27 f% + f + 27Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit: F = ker(f + 27Idg) @ ker(f? + Idg). Autrement dit : toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f + 27Idg) et d’une suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux
sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (Un)@[) € F,ona:

(Un),so € ker(f+27ldg) < f ((Un)n;o)"’Q? (Un)pso = (0)sg == Vn €N, upyy = —27u,.

Autrement dit : ker(f + 27Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —27,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=27)"),-, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 S ker(f2 +1dg) <= f2 ((Un)n>o) + (Un)n>o = (0)n>0
< VneN, upio+u, =0.

Autrement dit : ker(f? 4 Idg) est Pespace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ro = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de ry est: r; = 2™ La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn €N, u, = bcos (2 7m> + ¢sin (2 7m> , avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f + 271dg) ® ker(f* + Idg) si et seulement si (uy),,,
est somme d’un élément de ker(f + 27Idg) et d’un élément de ker(f? +Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
3(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a- (—27)" + bcos (2 7T7”L) + csin (2 7m> :

Corrigé 58. + page 12

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—\/g—i— 1,1,v/5 + 1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X +/5 — 1) (X — 5 — 1)(X — 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un poly-
néme annulateur de f. Or:

(f —Tdg)o (f— (VB+1)Idg) o (f = (—VB+1)1dg) = (f — Idg) o (f2— 2 f — 4ld)
= [P =3[ —2f+4ldg
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d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—\/_ +1,1,V/5+ 1}
on a comme attendu: E = ker(f — Idg) ® ker(f (\/_ + 1) Idg) @ ker(f ( V5 + 1) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de £, on a: 12 ((“n)n>o) =

/ ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f? ((un)n>0> =f <f2 ((Un)ngo)) =f ((Un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3) >0
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (uy,),, € E:

f3 ((un)n>0) - 3f2 ((Un)n>0) —2f ((Un>n>o) +4 (un)n>o (Unt3 — SUnyo — 2Upi1 + 4Un)n>o
car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie :
f2=3f*—2f+4ldg = O p) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — 3 f? —
2 f+4Idg), or f3—3 f%—2 f+ 4Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son

noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, & savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,

et on en déduit: E = ker(f — Idg) & ker(f — (V54 1) 1dp) @ ker(f — (—V5+1) Idg).
Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement & expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f — Idg), dans ker(f — (\/5—1— 1) Idg) et dans
ker(f — ( V5 + 1) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (un)n>0 € E,ona:

(tn)so € ker(f —Tdg) <= f ((Un)20) = (tn)psg = (0),2 <= V1 €N, wpi1 = uy.

Autrement dit: ker(f — Idg) est l'espace vectoriel des suites constantes, de la forme
(Un) 0 = (@),50 avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f — (\/5 + 1) Idg)
et ker(f ( V5 + 1) Idg).

Concluons. On a (un),., € E = ker(f — Idg) @ ker(f — (\/S—F 1) Idg) @ ker(f —
(—\/_+ 1) Idg) si et seulement si (u,),., est somme d'un élément de ker(f — Idg), de
ker( f (\/_ + 1) Idg) et de ker(f ( V5 + 1) Idg), si et seulement si, d’apres 'explicita-

tion ci-dessus de ces noyaux:

Ia,bc) €R®, Vn €N, u, =a+b(V5+ 1)” +e(—V5+ 1)”.

Corrigé 59. < page 12
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 2 et X? +2X + 1 sont
deux polyndmes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que
X — 2 admet 2 pour unique racine, mais que le second polynoéme évalué en 2 donne: 9 # 0.
Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — 21dp) @ ker(f* + 2 f + 1dp) = ker ((f — 2Idg) o (f*+2 f +1dg))
= ker(f* — 3 f — 2Idg).
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Or d’aprés Dégalité (x) on a: f* —3 f —2Idg = Oy p), donc: ker(f* —3 f —2Idg) = E. D’ou
le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — 2Idg) + ker(f? + 2 f + Idg), puis en montrant
que ker(f — 2Idg) et ker(f?+ 2 f + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X2 + 2X + 1 par X — 2. On a en effet :

X2 42X +1=(X-2)Q+9,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de () n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

@) +2f (@) + 7 = (f — 2Idg) 0 Q(f)(7) + 92. (1)

Remarquons également que I'on a: X® —3X —2 = (X —2)(X?+2X +1). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f — 2Idg) + ker(f? +2 f + Idg):

fP=3f—2dp = (f—2ldg)o (f*+2f+1dg) = (f*+2f +1dg) o (f —2ldp). (1)

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (7, ) € ker(f —
2Idg) x ker(f?+ 2 f + Idg) tel que: Z = ¢ + Z. Posons pour cela:

, 1 L1 "

=P @)+ @)+ gF et 7= (f ~ 2Mdp) o Q).
Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — 2Idg), et: Z € ker(f>+2 f +Idg). On a:

1

(f = 2de) () = (f — 21dg) (5> @) + 3 F@)+ ;x>

= (f — 2Idg) o (éf2+§f+;IdE> (%)

9 5 (7 -3 f - 21d5) (@)

*

:6

—~
S

—

donc: ¥ € ker(f — 2Idg) ; de méme, toujours grace a l'identité (x) de I’énoncé :

(F+2f+1dg) (5) = - o (/20 +1dg) ((f — 21dg) 0 Q) (#))
Y (2 -3 2dg) (QUH(@))

—

*

=1 @\»—t

donc: Z € ker(f?+ 2 f + Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € FE, il existe
(7,7) € ker(f — 2Idg) x ker(f2+2 f +Idg) tel que: ¥ = 5+ Z. Donc: E = ker(f — 2Idg) +
ker(f?+2 f + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f —2Idg)Nker(f2+2 f+Idg) = {0}. Soit 7 €
ker(f —2Idg) Nker(f2+2 f+1dg). Onadonc: (f — 2Idg) (Z) = 0, et: (f2+2f +1dg) (Z) =

0. En considérant (1) avec ce vecteur &, on a donc: 97 = 0 + 6, d’ou le résultat: on a
montré que si ¥ € ker(f — 2Idg) Nker(f? + 2 f + Idg) alors &
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Ayant démontré: E = ker(f — 2Idg) Nker(f?+2 f +Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f — 2Idg) Nker(f? + 2 f + Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € F, il existe un unique couple (7, Z) € ker(f — 2Idg) X ker(f?+2 f + Idg)
tel que: 7 =y+72 (1’ex1stence du couple montre que E = ker(f —2Idg) +ker(f2+2 f +1dg),
et I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit Z € E. On suppose qu'il existe (¢, Z) € ker(f — 2Idg) X ker(f*+ 2 f 4+ Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = ¢+ Z, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et 2. Pour voir ot aboutir, notons
que du fait que ¥ € ker(f — 2IdE) on a: f(y) = 2¢, et la condition Z € ker(f? + 2 f + Idg)
implique: f?(2) + 2f( 7)+ 7 =0, puis: f2(2) = —2f (£) — Z. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = yy + Z suffit, puisque cela nous donne:

ro= v +Z r = y + Z
[@) = [ +f(2) = [@ = 2 + f(?)
£@) = £+ £a@) = 4y - 7 - 2f(7)

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¥, 2, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si 1'on fait
I'opération Lz <— L3+ 2L, alors le systeme équivaut a:

T = y o+ Z
f(Z) = 2 + f(2)
@) +2f@) = 8 — %

A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 < L3 4+ L, ou L3 < L3 — 8L4, pour en déduire
que si ¥ et Z conviennent, alors:

1, 2, . 1, T
= 9f (1:)—1-9]”(:6)—1—9:(:, et: 2= 9f (Z)
Synthése. Soit 7 € E. Posons: §f = 5 f*(Z) + 3f (Z) + §7, et: 2= =4 f* (&) — 2 (%) + 57
Vérifions qu’on a bien Z = ¢/ + Z d’une part, et i € ker(f — 2Idg), Z € ker(f* + 2 f + Idg)
d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
y + Z = #. Vérifions donc que ¢ € ker(f — 2Idg) et Z € ker(f? + 2 f + Idg) : cela revient a
démontrer que (f — 2Idg) (7) =0 et (f24+2 f+1dg) () =0. Or:

(= 20de) (3) = (7 — 2di) (5 (2) + o/ (7) + )
P@+ 5P @+ 58 @) - (3£ @+ 51 @)+ 57)

£ (@) = 3f (&) — 27)

puisque par hypotheése de I'énoncé: f2—3 f = 2Idg ; donc i € ker(f—2Idg). Par un argument
analogue :

9 . 1oy, 4.4, 9 8

(f +2f+IdE) (%) :—§f (ff)—gf (@) + f (@ )+ f( v) + 9%
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et comme: f3 =3 f+2Idg, on a aussi: f4 =3 f2+2 f, ce qui permet de simplifier 1'égalité
précédente pour en déduire: —1f4(7) — 2 f3(7) + Lf2(Z) + Y f (@) + £7 = 0, donc 7 €
ker(f2+2 f + Idg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout # € E, il existe ¢ € ker(f — 2Idg) et Z € ker(f? +
2 f + Idg) uniques tels que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f* +2 f + Idg).
Remarque. Pour simplifier —3 f* (Z) — § /3 (Z) + 5./ (&) + 45 f (Z) + 37, une démarche plus
méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de —§ X* — 3 X%+ 1X? + L X 4 8
par le polynéme annulateur X3 — 3X — 2, pour remarquer que:

1 4 1 14 8 1 4
— Xt XA X X+ - = (X3P -3X -2 -(—X—)
9 ot T3t gty ( ) 9 9

(le reste est nul), de sorte que trivialement :
1, 4., 1., 14 8 3 ( 1 4 )
—— == = — —Idg = —3f—2Id — f—=Id
g g P P g f e glde = (=3 f —20dg)o (~5 /gl
Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de

calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de E, on a: f? <(un)n>0) =

f ((un+1)n>0) = (u(”“)“)@o = (Unt2),50; €t

P2 ((n)so) = £ (£ ((Wn)azo)) = f ((4ns2)uz0) = (wimszyen) ) = (tnss)ng
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

f3 ((un>n>o) —3f ((un)n>0) = (u”+3 - 3u"+1)n>0
= (QUn)@o

car (up),-, vérifie (f) par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E
vérifie: f? — 3 f = 2Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3 — 3 f — 2Idg),
or f2 —3f — 2Idg commute avec f en tant que polyndome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premieére question de cet exercice, et on en
déduit: F = ker(f — 2Idg) @ ker(f2 + 2 f + Idg). Autrement dit: toute suite de £ (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 2Idg) et d’'une suite dans ker(f? + 2 f + Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces
deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n20 € F,ona:

(Un) s € ker(f —2ldg) <= f ((un)n>0) =2 (Un)pso = (0),50 = Vn €N, w1 = 2u,.

Autrement dit: ker(f — 2Idg) est l'espace vectoriel des suites géométriques de raison 2,

c’est-a-dire de la forme (u,), ., = (a-2"),., avec a € R. Ensuite:

(un)n>o € ker(f2 +2f+1dg) <= f2 ((un)n>0) +2f ((Un)n>o) + (Un)ngo = (0>n>0
< VneN, upio+ 2upiq +u, =0.
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Autrement dit: ker(f% + 2 f + Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation
de récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique
est: r2 + 27 + 1 = 0. Identité remarquable oblige, on reconnait 1a: (r + 1) = 0, et on en
déduit que ’équation caractéristique admet pour unique solution: r = —1. La théorie des
suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

Vn €N, u, = (bn +c) (—1)", avec (b, c) € R

Concluons. On a (uy),s, € E = ker(f — 2Idg) @ ker(f* + 2 f + Idg) si et seulement si
(Un) 0 est somme dun élément de ker(f — 2Idg) et d'un élément de ker(f* 42 f +Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

J(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-2"+ (bn+c) (—1)".

Corrigé 60. + page 13

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X? + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 1 donne: 2 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f —Idg) @ ker(f? + Idg) = ker ((f — Idg) o (£* +1dg))
=ker(f?® — f2+ f —1dg).

Or d’apres I'égalité (x) on a: f* — f2 + f —Idg = O, donc: ker(f* — f2+ f —1Idg) = E.
D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f — Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 1. On a en effet:

X24+1=(X-1)Q+2,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € FE, nous obtenons:

(@) +7 = (f - 1dg) 0 Q(f)(Z) + 2. (1)

Remarquons également que 'on a: X2 — X2+ X —1 = (X — 1) (X? 4 1). En évaluant cette

égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg) :

P-4 f—Tdp = (f —1dg) o (f* +1dg) = (2 +1dg) o (f — Idg). (1)
Preuve de ’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu'il existe (7, Z) € ker(f —
Idg) x ker(f? + Idg) tel que: & = ¢/ + Z. Posons pour cela:

7oets F=5(f—1d) 0 QU)()

DN | —

j= ;fQ () +
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Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f* +1dg). On a:
1

(f = 1g) (7) = (f ~ 1dg) (52 @) + ;x)

= (f—1Idg)o <; 2+ ;IdE> ()
D2~ P f 1) (@

*

=0,

—
~

donc: i € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+1dg) () = ; (2 +1dg) ((f = 1dp) 0 Q(f)(%))
D (P~ £+ - de) (@) (@)

2.

—

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (¥, 72) €
ker(f —Idg) x ker(f? 4+ Idg) tel que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f — Idg) Nker(f2 4+ Idg) = {0}. Soit & €
ker(f — Idg) N ker(f? 4 Idg). On a donc: (f —Idg) (£) = 0, et: (f2+1dg) (¥) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 2% = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si T € ker(f — Idg) Nker(f? + Idg) alors & = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (3, 2) € ker(f — Idg) X ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (Iexistence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et Z qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
T = y + Z. Pour déterminer ¢ et 2, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par g et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que y € ker(f — Idg), on a: f(y) = ¢, et la condition Z' € ker(f* + Idg)
implique: f2 ()42 =0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I'égalité
T = ¢ + Z suffit, puisque cela nous donne:

o= § 47 T o= g+ Z
f@) = ) +f3) =4 @ = ¥ + f(?)
PE@) = 2y +23) @ = g -z

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + Ly, ou
L3 <+ L3z — Ly, pour avoir immédiatement que si ¢/ et 2’ conviennent, alors:

1 1 1
§:§f2(5)+§fa et: 5=—§f2(5)+

z.

N | —
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Synthése. Soit Z € E. Posons: § = 1 f? (%) + 12, et: 2= —1 (%) + 3. Vérifions qu'on a
bien ¥ = ¢+ Z d’une part, et § € ker(f — IdE) 7 e ker(f2+1dg) d’ autre part. La premicre
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: iy + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f — Idg) et 7 € ker(f? + Idg) : cela revient & démontrer que (f —Idg) (%) = 0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:

(f = 18) () = (f -—IdE>(1fﬂ<f>+-§f
= (35 @+ f(ﬁ (3@ +57)
—5 (P@-r@+r@-3)

puisque par hypothése de I'énoncé: f2 — f2 + f = Idg; donc ¢ € ker(f — Idg). Par un
argument analogue : . .
2 - 4 (= -

(£ +1d) () = = (@) + 5,
et comme: f2 = f2 — f +1dg, on a aussi: f* = f3 f2 + f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: 1f4 (%) + 93 = 0, donc 7 € ker(f? + Idg).
Ceci acheve de démontrer que pour tout 7 € F, il exlste 7 € ker(f —1Idg) et 7 € ker(f2+1Idg)
uniques tels que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier —3 f* (%) + &

fectuer la division euclidienne de 1X 4 + ;
pour remarquer que:

, une démarche plus méthodique aurait été d’ef-
par le polynéme annulateur X2 — X? + X — 1,

1 1
_,X4 + —

. 2=(X3—X2+X—1)-<—;X_1>

2

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

R 1.1
_af +§IdE—(f —f +f—IdE>O<—2f—21dE)
= Oum).-

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((Un)n>o) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Un2),50, €:

f3 ((un)n>o) =f (f2 ((un)ngo)) =f ((un+2)n>o) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n20

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

P () ns0) = £ ((n)so) + F ((n),50) = (nss — tnga + thns1),2

= (un)n>0
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car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2 — f2+ f = Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3 — f? + f — Idg), or
3 — f2+ f — Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f —Idg) @ ker(f?+1dg). Autrement dit: toute suite de E (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),-, € £, on a:

(tn)pso € ker(f = Tdg) <= f ((Un)20) = (tn)psg = (0),20 <= V1 €N, wni1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite:

n=0 =

(Un)n>0 € ker(f2 +1dg) <= f2 ((un)ngo) + (un)n>0 = (0>n>0
< VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit: ker(f? + Idg) est l'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ro = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de r; est: r; = 21" La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
vn € N, u, = bcos (2 7m> + c¢sin (2 7m> , avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* + Idg) si et seulement si (uy,),,-, est
somme d’un élément de ker(f — Idg) et d'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

1 1
J(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a+ bcos <2 7m> + ¢sin (2 7m) .

Corrigé 61. <+ page 13

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—\/%,3, \/%} D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/@> SX — \/%) (X — 3), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f = 31dg) o (f — V30Idg) o (f + V30Idg) = (f — 31dg) o (f* — 301dg)
= 3 - 3230 f+90ldp

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—\/%, 3, \/%}, et on
a comme attendu: £ = ker(f — 3Idg) @ ker(f — v/301dg) @ ker(f + /301dg).
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>o) =

7 (1)) = (1) = (s

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n20 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

f? ((un>n>0) — 3/ ((un>n>0) —30f ((un>n>o) = (Un+3 = BUns2 — 30Uni1),,29
= (—9Oun)n20

car (uy),-, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2—=3f%—30f=—90Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f> —3 f2—30 f +
90Idg), or f3 — 3 f2 — 30 f + 90Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice, et
on en déduit : £ = ker(f —3Idg) @ker(f —v/30Idg) @ ker(f ++/30Idg). Autrement dit : toute
suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f —3Idg), dans ker(f —+/30Idg) et dans ker(f 4 +/30Idg). Or il s’avere
qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (“n)n>0 S
on a:

(tn) € ker(f = 3Idg) <= f ((tn),20) = 3 (n)y2p = (0),9 <= Y0 €N, w41 = 3uy,.

Autrement dit : ker(f —3Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3, ¢’est-
a-dire de la forme (u,),., = (a-3"),., avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
)

de ker(f — v/301dg) et ker( f+/301dg).
Concluons. On a (uy),-o € E = ker(f — 3ldg) & ker(f — v/301dg) & ker(f + v/301dg) si et

seulement si (u,),., est somme d'un élément de ker(f — 3Idg), de ker(f — V30Idg) et de
ker(f + +/30Idg), si et seulement si, d’apres l'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

(a,b,c) €R®, Vn €N, u, = a-3" +305"b + ¢ (—v/30)"

Corrigé 62. <+ page 13

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X2 + 5 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 1 donne: 6 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Idp) @ ker(f? + 51d) = ker ((f —1dg) o (> + 5ld) )
=ker(f* — f2+5f —5ldg).

Or d’apres Dégalité (x) ona: f3— f2+5 f—5Idg = Oy, donc: ker(f*— f2+5 f—5ldg) = E.
D’ou le résultat.
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Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 5Idg), puis en montrant que
ker(f — Idg) et ker(f? 4+ 5Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 5 par X — 1. On a en effet:

X 45=(X—-1)Q+6,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € FE, nous obtenons:

f2(@) + 57 = (f —1dg) 0 Q(f)(T) + 6. (1)

Remarquons également que 'on a: X? — X? + 5X —5 = (X — 1) (X?+5). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme F = ker(f — Idg) + ker(f? + 5Idg):

[P 245 f—5ldg = (f —1dg) o (f2 +5ldg) = (f*+5ldg) o (f —Idg).  (})

Preuve de l’égalité E = F 4+ G. Soit

Z € E. On doit montrer qu'il existe (¢, 2) € ker(f —
Idg) x ker(f? + 5Idg) tel que: & =9+ 2.

Posons pour cela:

T= @)+ o et F=c(f—1d)0 QU

Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: &
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f* + 5Idg). On a:

y + Z. Vérifions que 'on

(F = o) () = (f ~1d5) (2 (@) + 7)
= (f—1Idg)o (é 2+ ZIdE> (%)

:’é(f3—f2+5f—5IdE)(f)

*

=0,

—
S

—
N

donc: ¢ € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(72 +51d5) (9) = ¢ (£ +51d5) ((f ~ 1d5) 0 QUH(@)
D2 (42~ 245§ - 51d5) (QUN@)

2.

—

donc: Z € ker(f? + 5Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € F, il existe (¢, 2) €
ker(f —Idg) x ker(f?+ 5Idg) tel que: & = i+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) + ker(f? + 5Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — Idg) N ker(f? + 5Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f —Idg) Nker(f2+5Idg). On a donc: (f —Idg) (F) = 0, et: (f2 + 5Idg) (Z) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur 7, on a donc: 6% = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si 7 € ker(f — Idg) Nker(f? + 5Idg) alors & = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? + 5Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? + 51dg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
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que pour tout ¥ € E, il existe un unique couple (7, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + 5Idg) tel
que: T = ¢ + Z (Pexistence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 5Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu’il existe (7, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + 5Idg) tel que:
T = y + Z. Pour déterminer i et 2z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢/ + Z, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¥ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f — Idg), on a: f(%) = ¥, et la condition Z € ker(f? + 5Idg)
implique: f2 (%) + 57 = 0, puis: f2(Z) = —5Z. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I’égalité ¥ = ¢ + 7 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = gy + Z
[@) = fo) +/(5) <=4 /@) = 7§ + f(?)
(@) = fy) +7) (@ = § — 57

Nous avons 1a un systeme a trois équations, avec trois inconnues (¥, z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire U'opération L3 < L3 + 5L4, ou
L3 <+ L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si ¥ et 2’ conviennent, alors:

1., . 5. L

=—-f(Z)+ =%, et: Z=-—=

THGE @)
Synthése. Soit & € E. Posons: §f = & f? (%) 4+ 24, et: £ = —¢ [ (%) + ¢&. Vérifions qu'on a
bien # = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f —Idg), z € ker(f%+ 5Idg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢ + 2’ = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f — Idg) et Z € ker(f? + 5Idg) : cela revient & démontrer que (f — Idg) (¢) =0
et (f2+5Idg)(2) =0. Or:

(F = 1d5) () = (f ~ 1) (5% (@) + 27)

I
| =~
— O =
K,__‘
w
&
_|_
o |
~
=
N~—
N———
|
/N
|
—~
no
N
+
|
81
N—

puisque par hypothese de 1'énoncé: f3 — f2 + 5 f = 5ldg; donc ¢ € ker(f — Idg). Par un
argument analogue:

1 2

(£2451dp) (2) = = f* (@) = 5 1* (@) + £ 7

et comme: f2 = f2—5 f+5Idg, on a aussi: f4 = f2—5 f2+5 f, ce qui permet de simplifier

I’égalité précédente pour en déduire: —3 f* (%) — 2 f2 (&) 4 24 = 0, donc Z € ker(f? + 5Idg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout 7 € F, il existe i € ker(f —Idg) et Z € ker(f>+5Idg)
uniques tels que: ¥ = ¢ + 2. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + 5Idg).

Remarque. Pour simplifier —¢ f* () — 2 f2 (Z) + 27, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de 1X 4 - %X 2 4+ % par le polynéme annulateur
X3 — X2+ 5X — 5, pour remarquer que:
1 2 5 1 1
— Xt IX?P 4 - = (X*-X?4+5X -5 -<—X—)
6 3 * 6 ( * ) 6 6
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(le reste est nul), de sorte que trivialement :

—éf4—§f2+(5jldE:(f?’—f2+5f—51dE)0<—(13f—é1d}3>

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (un)n>0 de E, on a: f? ((u")n20) =

f <(u”+1)n>0) - (u(”“)“)@o = (tn42),,50, €F:

f? ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>0>) =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f? ((un)n>o) — f* ((un)n>0) +5f ((un>n>0> = (Un+3 = Unt2 + DUnt1),59

= (5Un) 0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
32— f>+5 f =5Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3 — f?+5 f —5Idg), or
f3— f2+5 f — 5ldg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C F).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f—Idg)@ker(f?+5Idg). Autrement dit : toute suite de F (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f%+5Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € £, on a:

(ttn)pso € ker(f = Tdg) <= £ ((n),29) = (n)yng = (0),20 <= Y0 € N, tny1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite:

n=0 =

(Un)@o € ker(f* + 5ldg) <= f? ((Un)n;o) +5 (Un)n>o = (O)n>0
<~ VneN, u,2+ du, =0.

Autrement dit: ker(f? + 5Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r2 +5 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes 1 = iv/5 et 74 = —i /5
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ry est: r; = V/5e2i™. La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1
Vn eN, u, = (bcos (2 7m> + csin <2 7m>)5§”, avec (b, c) € R?.
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Concluons. On a (uy,),,-, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* + 5Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d'un élément de ker(f — Idg) et d'un élément de ker(f? + 5Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, =a+ (bcos (2 7m> + csin (2 7Tn>>5;".

Corrigé 63. + page 13
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 97 et X2 — X + 2 sont
deux polyndmes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que
X 4+ 97 admet —97 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —97 donne:
9508 # 0. Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +97Idg) @ ker(f? — f + 2Idp) = ker ((f + 971dg) o (f* — f + 21dg) )
= ker(f* +96 f* — 95 f + 1941dg).

Or d’apres I'égalité (%) on a: 3+ 96 f2 — 95 f + 194Idg = Or(g), donc: ker(f? + 96 f* —
95 f + 1941dg) = E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 97Idg) + ker(f? — f + 2Idg), puis en montrant
que ker(f +971dg) et ker(f? — f + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X2 — X + 2 par X + 97. On a en effet :

X2— X +2=(X+97)Q + 9508,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @ n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

f2(2) — f(Z) 4+ 22 = (f +971dE) o Q(f)(F) + 9508%. (1)

Remarquons également que on a: X3+96X%—95X+194 = (X + 97) (X? — X + 2). En éva-
luant cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration
de la somme E = ker(f + 97Idg) + ker(f? — f + 2Idg):

2496 f2—95 f+1941dp = (f + 97IdE)o(f2 —f+ 2IdE) = (f2 —f+ 2IdE)o(f +971dg) .
(1)

Preuwve de ’égalité E = F + G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (¥, Z) € ker(f +
971dg) x ker(f% — f + 2Idg) tel que: & = ¢ + Z. Posons pour cela :

S 1 1 4

T= o () - (f +971dg) 0 Q(£)(@).

B e s
9508 o50s] W)+ g™ et 2 9508

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f + 97Idg), et: Z € ker(f? — f + 2Idg). On a:

(f +971d) (7) = <f+971dE)( P (@) - —f (& )+1x)

9508 950 4754
(f+97 £)o <9508 I~ soed t 4754 E) (@
®_ L 0 <f3+96f —95f+ 194IdE) (7)

*

—

—
~

?
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donc: ¢ € ker(f + 97Idg) ; de méme, toujours grace a l'identité () de I’énoncé :

(2= f+21dp) (2) = = (f* = f + 21dp) ((f + 971dr) 0 Q(f)(#))

2496 £2 = 95 f + 1941d ) (Q(£)(2))

9508

—
N2

1
~ 9508 (

*x) —

—
N

donc: 7 € ker(f? — f + 2Idg). On a donc bien démontré que pour tout Z € F, il existe
(¢, 2) € ker(f +97Idg) x ker(f2? — f +2Idg) tel que: & = §+ Z. Donc: E = ker(f+97IdE)
ker(f? — f + 2Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f+971dg)Nker
ker(f+97Idg)Nker(f2— f+2Idg). On adonc: (f + 971dg) (Z)

0. En considérant (1) avec ce vecteur #, on a donc: 95087 = 6
a montré que si T € ker(f + 97Idg) Nker(f? — f + 2Idg) alors 7 = 0.

Ayant démontré: F = ker(f +97Idg) Nker(f? — f 4 2Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 97Idg) Nker(f? — f + 2Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout 7 € F, il existe un unique couple (7, Z) € ker(f +97Idg) x ker(f? — f + 2Idg)
tel que: & = ¢+ 7 (I'existence du couple montre que E = ker(f +97Idg) +ker(f? — f+2Idg),
et I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I’analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢ et 2 qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit Z € E. On suppose qu’il existe (i, Z) € ker(f + 97Idg) x ker(f* — f + 2Idg)
tel que: ¥ = § + Z. Pour déterminer ¢ et Z, nous faisons le constat habituel suivant: nous
avons deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une
autre équation vérifiée par ¢ et Z'; pour cela, appliquons f a l'égalité ¥ = i + Z, autant
de fois que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i et Z. Pour voir ou
aboutir, notons que du fait que § € ker(f + 97Idg), on a: f(y) = —97¢, et la condition
7 € ker(f? — f 4 2Idg) implique: f2(2) — f (%) + 22 = 0, puis: f2(2) = f(2) — 22. Par
conséquent, appliquer f deux fois a I’égalité @ = i/ + 2" suffit, puisque cela nous donne:

+21dE) = {0}. Soit 7 €

et: (f* — f +2Idp) (¥) =

(
0+ 0 d’ou le résultat: on

r =y +Z r = y o+ 7
f@) = fy) +/(2) —=1{ [&) = - 979 + f(2)
@) = £+ (&) = 94097 — 2Z + f(2)

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¥, 2, et f(2) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en tres peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération L3 <— L3 — Lo, alors le systeme équivaut a:

— —

x = Y + =z
f(T) = - 97y + f(?
)~ f@) = 95067 — 27

A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 < L3 + 2L, ou L3 < L3 — 9506L,, pour en
déduire que si ¢ et Z conviennent, alors:

1 1 4753
y= 95()8f (7) 9508f D)+ g™ o T gl @4 9508f () + 1754”
Synthése. Soit ¥ € E. Posons: i = 95108f2 (%) — gegef (T) + 752, et: 2= —2c 2 (D) +

ﬁf( ) + %ﬂc Vérifions qu’on a bien ¥ = ¢ + 2z d’'une part, et § € ker(f + 97ldg),
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7 € ker(f? — f+2Idg) d’autre part. La premiére vérification est immédiate, étant donné que
par un calcul direct : y+2 = #. Vérifions donc que ¢ € ker(f+971dg) et 2 € ker(f?— f+2Idg) :
cela revient a démontrer que (f + 971dg) (¢) = 0 et (f* — f + 2Idg) () = 0. Or:

1 1 1
(f +971dE) (¥) = (f + 97ldE) (9508f2 (#) ~ 5508 @)+ 47549?)
97

= (555" )~ 525/ O+ 57 @)~ (—gmeg () + gocs) () — o)

9508 9508 4754 9508 9508
1 3 (= 2 (= = =

_%(f () + 962 (%) — 95f (&) + 194%)

_0,

puisque par hypothese de I'énoncé: f3 + 96 f2 — 95 f = —1941dg ; donc ¥ € ker(f + 97Idg).
Par un argument analogue :

1 1 9503 2376 4753
2 M) () = — A7) 4 3 () 4 2200 g2y 290 o A0
(/=7 +20s) (2) = —ggaa 1" (B) + G f* (B) + Ga 1* (B) = Gl (B) + 52
et comme: f3 = —96 f2 4+ 95 f — 194Idg, on a aussi: f* = —96 f3 + 95 f2 — 194 f, ce
qui permet de simplifier 'égalité précédente pour en déduire: —goe f* () + 757/ (%) +
9003 2 (2) — B f (%) + 3227 =0, donc 7' € ker(f? — f + 2Idp).
Ceci acheve de démontrer que pour tout ¥ € E, il existe ¢ € ker(f + 97Idg) et Z' € ker(f? —
f + 2Idg) uniques tels que: ¥ = ¢+ Z. Donc: E = ker(f + 97Idg) @ ker(f? — f + 2Idg).

Remarque. Pour simplifier — 5= f* (Z) + 12 /> (2) + 3208 f2 (Z) — B2 f (L) + 35227, une dé-

marche plus méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de _FIOSX 44 4715 X S
% 2 %X + % par le polynéme annulateur X2 4+ 96X?2 — 95X + 194, pour remarquer
que:

1 1 9503 2376 . 4753 1 49
— X4 X4 ——X?— T X4 = (X?4+ 96X — 95X + 194 -(— X )
9508 +4754 +9508 2377 +2377 ( + + ) 9508 +4754

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1 iy 1 f3+9503 —2376f+4753
9508 4754 9508 2377 2377

1 49

2
_ I
/ o508 | T asat

Idp = (%496 f2 — 95 f + 1941dg) o (
= Or(m).

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja 1'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de E, on a: f ((Un)@()) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n20 = (Un2),50, €4:

f3 ((un)n>o) =f (f2 ((un)ngo)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3)n;0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

P ((Wn)sg) + 9662 (1) ,120) — 95 ((tn)m0) = (ttnss + 962 — 95t 11),,2
= (—194u,)

n=0
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2496 f2—95f = —1941dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f? + 96 f% —
95 f + 194Idg), or f3+96 f2 — 95 f + 194Idp commute avec f en tant que polyndéme en f,
donc son noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut,
a savoir que f(E) C F). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet
exercice, et on en déduit: E = ker(f + 97Idg) @ ker(f? — f + 2Idg). Autrement dit : toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f + 97Idg) et d’une suite dans ker(f? — f + 2Idg). Or il s’avére qu'on
sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O e E,ona:

(ttn) 0 € ker(F+97Idg) <= f ((n),20) +97 (tn) g = (0),0 <= ¥n € N, tpiy = —97u,,.

Autrement dit : ker(f 4+ 97Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —97,
c’est-a-dire de la forme (uy),~, = (a - (=97)"),5, avec a € R. Ensuite:

(Un)n>0 € ker(fQ — f+2ldg) <= f2 ((Un)ngo) —f ((Un)n;0> +2 (un)ngo = (O>n20
< Vn eN, uyio — Upy1 + 2u, = 0.

Autrement dit: ker(f? — f + 2Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation
de récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique
est: 7> — r + 2 = 0. Son discriminant est: A = —7. Il est strictement négatif, et on en
1—iV7

déduit que les solutions de I’équation caractéristique sont complexes, égales a r; = 5

147
9

de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des
suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

et ry = . Or la forme exponentielle de r; est: 71 = v/2¢, ol § € R est un argument

¥n €N, u, = (bcos(nf) + csin(nf)) 22", avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),-, € E = ker(f + 971dg) @ ker(f* — f + 2Idg) si et seulement si
(Un),so est somme d’un élément de ker(f + 97Idg) et d’un élément de ker(f? — f + 2Idp),
si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,¢) € R®, Yn €N, u, =a-(—97)" + (bcos(nb) + csin(nf)) 22"

Corrigé 64. < page 13

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X2 + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 1 donne: 2 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Idg) @ ker(f2 + 1dg) = ker ((f —1dg) o (f2 + IdE))
=ker(f* — f2+ f — 1dg).

Or d’apres D'égalité (x) on a: f* — f2 + f —Idg = O, donc: ker(f* — f2+ f —Idg) = E.
D’ou le résultat.
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Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f — Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 1. On a en effet:

XP4H1=(X-1)Q+2,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

@)+ 7= (f - 1dg) 0 Q(f)(2) +27. (1)

Remarquons également que 'on a: X? — X2+ X —1 = (X — 1) (X? 4 1). En évaluant cette

égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg) :

P4 f—Tdp = (f —1dg) o (f* +1dg) = (f* +1dg) o (f — Idg). (1)

Preuwve de ’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu'il existe (¥, Z) € ker(f —
Idg) x ker(f? + Idg) tel que: & = ¢/ + Z. Posons pour cela :

1

J= 3@+ T et F= 2 (- 1) 0 Q)

Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: &
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f* +1dg). On a:

y + Z. Vérifions que 'on

(f = 1p) (7) = ( ~ Mp) (5% @)+ 57)
= (f—1Idg)o (; 2+ ;IdE> (%)

:);<f3—f2+f—IdE)(i:‘)

*

=0,

—
S

—
N

donc: ¢ € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+1dg) () = ; (f* +1dg) ((f = 1dp) 0 Q(f)(%))
D2(F = £+ e (@) (@)

2.

—

donc: Z € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe (7, 2) €
ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel que: ¥ = i+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f — Idg) Nker(f? 4+ Idg) = {0}. Soit & €
ker(f — Idg) N ker(f? + Idg). On a donc: (f —Idg) (%) = 0, et: (f2+1dg) (&) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur 7, on a donc: 27 = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si © € ker(f — Idg) Nker(f? + Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
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que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (3, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (I'existence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
T = y + Z. Pour déterminer i et 2z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢/ + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¥ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f — Idg), on a: f() = ¢, et la condition Z € ker(f* + Idg)
implique: f? ()42 = 0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois a I’égalité
Z = iy + Z suffit, puisque cela nous donne:

T = 7 +7 r = ¥y + Z
[@) = [g) +f(F) = @) = ¢ + f(2)
(@) = ) +£22) @ = gy -z

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¢, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 < L3 + Ly, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si ¥ et 2’ conviennent, alors:

o1, 1 I R

=/ @) +zx, et Z=—2f"(7)+ 2.

F= 5P @+ L1 @)
Synthése. Soit ¥ € E. Posons: § = %fQ (Z) + %f, et: 2= —%fz (%) + %f Vérifions qu’on a
bien ¥ = ¢ + Z d’une part, et i € ker(f —Idg), Z € ker(f? + Idg) d’autre part. La premicre
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢ + 2= #. Vérifions donc
que ¥ € ker(f — Idg) et Z € ker(f? + Idg): cela revient a démontrer que (f — Idg) (7) =0
et (f2+1dg)(2) =0. Or:

(F = 18) () = (f — o) (52 (@) + 57)
- (32 @+ 5 @) - (3@ +57)
1

=S (P@-r@+r@ -z

=)

b

puisque par hypotheése de 'énoncé: f? — f2 + f — Idp = Opp); donc ¢ € ker(f — Idg). Par
un argument analogue :

(2 +1dg) (2) = L (Z) + L

2 27

et comme: f2 = f2 — f +1dg, on a aussi: f* = f3 — f2 + f, ce qui permet de simplifier
Pégalité précédente pour en déduire: —3 f* (Z) + %f = 0, donc 7 € ker(f? 4 1dp).
Ceci achéve de démontrer que pour tout ¥ € E, il existe i € ker(f —Idg) et Z € ker(f%+1dg)
uniques tels que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier —% fH(E) + %f, une démarche plus méthodique aurait été d’ef-
fectuer la division euclidienne de —3X* 4 £ par le polyndme annulateur X? — X% + X — 1,
pour remarquer que :

1
2

—;X4+;=(X3—X2+X—1)-<—1X—1)
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(le reste est nul), de sorte que trivialement :

I T 1.1
_§f +§IdE—<f —f +f—IdE>O<—2f—21dE)

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (un)n>0 de E, on a: f? <(u")n20) =

f ((un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),505 €6

f? ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f? ((un>n>0> ~f? ((un>n>o> +f ((un)ngo) = (Un) pz0 = (Unt3 = Unsa + Unj1 — Un),,2g
= (0)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
3= f*+ f —Idg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — f2+ f —Idg),
or f3— f2+ f —Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C F).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f —Idg) @ ker(f*+1dg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € £, on a:

(ttn)pso € ker(f = Tdg) <= f ((n),29) = (Un)yzg = (0),20 <= Y0 € N, tny1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite:

n=0 =

(un)n>0 € ker(f2 +1dg) <= f2 ((un)n;o> + (un)n>0 = (0)n20
< VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit: ker(f? + Idg) est l'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ry = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de r; est: r; = 21" La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u, = bcos (2 7Tn> + csin <2 7m> , avec (b, c) € R?.
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Concluons. On a (uy),, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* + Idg) si et seulement si (uy,),,-, est
somme d’un élément de ker(f — Idg) et d'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

1 1
3(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a+ bcos <2 7m> + ¢sin (2 7TTL> .

Corrigé 65. + page 14

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—\/ﬁ, V14, —1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/ﬂ) gX — \/ﬂ) (X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f +1dg) o (f — VIdIdg) o (f + VIdldg) = (f +1dg) o (2 — 141dp)
= 4 214 — 141dp
= OL(m),
d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—\/ﬂ, V14, —1}, et on
a comme attendu: £ = ker(f + Idg) @ ker(f — v/141dg) @ ker(f + /14ldg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de E, on a: f? ((un>n>o) =

f ((Un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Un2),50, €:

f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n20 = (Un+3) 0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((Un)@())) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

P2 ((Wn)nso) + £ ((n)nso) = 14F ((tn)so) = 14 (tn)sg = (s + tn o — 1ty — 14u,),,
= (O)n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie :
3+ f2—14 f —141dg = Op) (cette identité prouve en passant que E = ker(f*+ f>—14 f —
141dg), or f2 + f2 — 14 f — 14Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit: E = ker(f +1dg) @ ker(f — v/14ldp) @ ker(f 4+ v/14ldg). Autrement dit : toute
suite de F (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f + Idg), dans ker(f —+/141dg) et dans ker(f + +/141dg). Or il s’avere
qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 ek,
on a:

(ttn) 50 € ker(f +1dg) <= f ((tn)ysg) + (Un)ysg = (0),50 <= Y0 €N, tpi1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est Iespace vectoriel des suites géométriques de raison —1,

c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les
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éléments de ker(f — v/141dg) et ker(f + +/14ldg).

Concluons. On a (uy),-o € E = ker(f + Idg) @ ker(f — v14Idg) @ ker(f + V14ldg) si et
seulement si (uy),-, est somme d'un élément de ker(f + Idg), de ker(f — V14Idg) et de
ker(f 4+ v/141dg), si et seulement si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

3(a,b,c) €eR®, Yn €N, u, =a- (—=1)" + 142" + ¢ (—\/ﬁ)n

Corrigé 66. + page 14

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {ﬁ—l— 3, =7+ 3, 1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X +7 — 3) (X N — 3)(X — 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un poly-
néme annulateur de f. Or:

(f =Tdg)o (f = (VT+3)1dp) o (f — (V7 +3)1dg) = (f —Idg) o (f* — 6 f + 2Idp)
=T +8f—2dg

o OL(E),

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/7 +3,—V7+3, 1}, et
on a comme attendu: F = ker(f —Idg) @ ker(f — (\/7—1— 3) Idg) @ ker(f — (—\/7+ 3) Idg).

2. Appelons E lespace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de E, on a: f? ((un)n>o) =

f ((un+1)n>0) = (U(n+1)+1>n>0 = (un+2)n>0’ et:

f? ((un)n>o) =f (f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),20

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

& ((un)n>o> —7f? ((%)@0) +8f ((un)n>0> = (Uny3 — Tnyz + 8Uny1),5g

= <2u”>n20

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=7 248 f = 2Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f>—7 f>+8 f—2Idg), or
f3—=7f*+8 f—2Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f —Idg) @ ker(f — (\/7 + 3) Idg) @ ker(f — (—\/7—1— 3) Idg). Autrement dit : toute
suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f —Idg), dans ker(f — (ﬁ - 3) Idg) et dans ker(f — (—\/7 + 3) Idg).
Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(Un)pso € E, on a:

(tn)so € ker(f = Tdg) <= f ((Un)20) = (tn)psg = (0),2 <= V1 €N, wpi1 = uy.
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Autrement dit: ker(f — Idg) est lespace vectoriel des suites constantes, de la forme
(Un) 50 = (@), avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f — (\/7 + 3) Idg)
et ker(f — (—\/7—1— 3) Idg).

Concluons. On a (u,),., € E = ker(f — Idg) @ ker(f — <\/7+3> Idg) @ ker(f —
(—\/7+ 3) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f — Idg), de

ker(f — (\/7 + 3) Idg) et de ker(f — (—\/7+ 3) Idg), si et seulement si, d’apres I'explicita-
tion ci-dessus de ces noyaux:

(a,b,c) ER?, Vn €N, u, = a+ b<\/?+3)n +e(-VT+ 3)”.

Corrigé 67. <+ page 14

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,2, —2}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynome (X + 2)(X — 1)(X — 2),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynome annulateur de f. Or:

(f —Idg) o (f = 2ldg) o (f +2Idp) = (f — Idg) o (f* — 41dg)
=[P =P —4f+41dg
“o

— VL(E)»

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,2, —2}, et on a comme
attendu: F = ker(f — Idg) @ ker(f — 2Idg) @ ker(f + 2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((un)@()) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Un2),50, €:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>0)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n20

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

P (Wn)nso) = 2 ((Wn)nso) = 4F (Un)20) + 4 (tn)ng = (Unss — Unga — 4ty +4u,),,2
= (0)n20

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
3= f?—4 f+41dg = Oyp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f*— f2—4 f+41dg),
or f3— f2—4 f+41dp commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f —Idg) ® ker(f — 2Idg) @ ker(f + 2Idg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — Idg), dans ker(f — 2Idg) et dans ker(f + 2Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter
ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>o € F,on a:

(tn) psg € ker(f —Tdg) <= f ((n),29) = (Un)yng = (0),2 <= Y0 € N, tny1 = uy.
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Autrement dit : ker(f—Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,),, =
(a),so avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f — 2Idg) et ker(f + 2Idg).
Concluons. On a (uy),,, € E = ker(f —Idg) ker(f —2Idg) ©ker(f +2Idg) si et seulement
si (Un),5( est somme d'un élément de ker(f —Idg), de ker(f — 2Idg) et de ker(f + 2Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, =a+2"b+ (—2)"c.

Corrigé 68. + page 14

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable ; de plus les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1 V13+3, 11342 } D’apres
le critére polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de demontrer que le polynéme
i (2 X ++13 - 3) (2 X —/13 - 3) (X +2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f+21dE)o<f— (;JﬁJrg) IdE)o<f— (—;\/1_3+2) IdE) = (f+20dg)o (f* =3 f —1dp)
TS 20d

d’ou le resultat f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{ V13 + 32, -2 V13 + g,—Z}, et on a comme attendu: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f —

(3VI3+ 5) IdE) Oker(f - (—3 VI3 +3) Idp).
2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un

endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>o) =

7 (Orshn) = (i) = Ol 1

f? ((un)n>o) =f (f2 ((un)n>o)) =f ((Un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),20

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((Un)@())) et (f ((Un)@())) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

7 ((Un)@()) — f? ((un)@()) —7f ((Un)@()) -2 (un)@O = (Upy3 — Upyo — TUpiq — 2un)n>0

= (0)n20
car (un),>, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:
2= f?=7 f—2Idg = Or(p) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*— f>—7 f—2Idg),
or f3 — f2 — 7f — 2Idg commute avec f en tant que polynéome en f, donc son noyau

est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et

on en déduit: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f ( V13 + ) Idg) ® ker(f — (—% V13 + %) Idg).
Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f 4 2Idg), dans ker(f ( V13 + ) Idg) et dans

ker(f ( sVI13+ ) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(tn) =0 € ker(f +20dp) <= f ((n),n) + 2 (n),n9 = (0),59 <= V1 € N, w11 = —2u,.
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Autrement dit: ker(f + 2Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=2)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (% V13 + %) Idg) et ker(f — (—% V13 + %) Idg).
Concluons. On a (uy),., € E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (% V13 + %) Idg) & ker(f —
(—% V13 + %) Idg) si et seulement si (uy),-, est somme d'un élément de ker(f + 2Idg),

de ker(f — (% V13 + %) Idg) et de ker(f — (—% V13 + %) Idg), si et seulement si, d’apres
I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 3\" 1 3"
3(a,b,c) € R®, ¥n € N, un:a-(—Q)n+b<2\/1_3+2> +c<—2\/§+2> :

Corrigé 69. <+ page 14

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,3, —1}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 1)(X — 1)(X — 3),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f = 31dg) o (f —1dg) o (f +1dg) = (f — 3ldg) o (f* — Tdp)
=f—3f— f+3ldg

(*)
= On(p),

d’ott le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1, 3, —1}, et on a comme
attendu: E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)@O) =

f ((Un—s—l)n;()) = (U(n+1)+1)n>0 = (U,H_Q)n?(), et :

f? ((un)ngo) =f (f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>o) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

7 ((un)@O) — 3f2 ((Un)n>o) —f ((un)@O) +3 (un)n>0 = (Upsg — SUpro — Ups1 + 3un)n>0
- (0)n>0

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
[3=3 f?— f+3Idg = Org) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*—3 f?— f+3Idg),
or f2—3 f?— f+3Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg). Autrement dit: toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 3Idg), dans ker(f — Idg) et dans ker(f + Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces
trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite <un)n>o € F,on a:

(tn) g € ker(f = 31dg) <= f ((un),20) = 3 (tn),20 = (0),20 <= ¥n € N, tpy1 = 3u,.
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Autrement dit : ker(f —3Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3, c’est-
a-dire de la forme (uy,),-, = (a-3"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),-, € £ = ker(f —3ldg) @ ker(f —Idg) @ ker(f + Idg) si et seulement
si (Un),>o est somme d'un élément de ker(f — 3ldg), de ker(f —Idg) et de ker(f + Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

I(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-3"+ (=1)"c+b.

Corrigé 70. + page 15

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 3 et X2 + 1 sont deux
polyndémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 3
admet 3 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 3 donne: 10 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — 3Idg) @ ker(f? + Idg) = ker ((f — 3ldg) o (f2 T IdE))
= ker(f* -3 f*+ f —3ldg).

Or d’apres Iégalité (x) ona: f3—3 f2+ f—3Idg = O ), donc: ker(f*—3 f2+ f—3Idg) = E.
D’ot le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — 3Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f — 3Idg) et ker(f* + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 3. On a en effet :

X?4+1=(X-3)Q +10,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € FE, nous obtenons:

(@) + 2= (f - 3ldg) o Q(f)(Z) + 10Z. (1)

Remarquons également que I'on a: X2 —3X?2 + X — 3 = (X —3) (X?+1). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f — 3Idg) + ker(f? + Idg):

=324 f—3ldg = (f — 3Idg) o (f2+1dE) - (f2+1dE) o(f—3Idg). (1)

Preuwve de ’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu'il existe (¥, Z) € ker(f —
3Idg) x ker(f? + Idg) tel que: Z = ¢ + Z. Posons pour cela:

1

J= P @) oE et 2= 0 (7 31de) 0 QU

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
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a bien: ¢ € ker(f — 3Idg), et: Z € ker(f? + Idg). On a:

(F = 3145) () = (f ~ 31g) (152 (@) + 110)

=(f—31dE>o( £+ 5l (7)

D (/=324 f — 315) (7)

*

:67

—
N

donc: ¢ € ker(f — 3Idg) ; de méme, toujours grace a l'identité (%) de 1’énoncé:

(f2+1dg) (2) = (f2 +1dg) ((f = 31dg) 0 Q(£)(2))

o (=307 4 f = 31de) (QU)(@))

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (7, %) €
ker(f — 3Idg) x ker(f? +1dg) tel que: ¥ = g+ Z. Donc: E = ker(f — 3Idg) + ker(f% + Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — 3Idg) N ker(f? 4+ Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f — 3Idg) Nker(f? + Idg). On a donc: (f — 3Idg) (£) = 0, et: (f*+1dg) (¥) = 0.
En considérant () avec ce vecteur Z, on a donc: 10Z = 0 + 0 = 0, d’ott le résultat: on a
montré que si 7 € ker(f — 31dg) Nker(f? + Idg) alors # = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — 3Idg) Nker(f? 4+ Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: FE = ker(f — 3Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f — 3Idg) x ker(f? + Idg) tel
que: T = ¢ + Z (Pexistence du couple montre que E = ker(f — 3Idg) + ker(f? + Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (1, Z) € ker(f — 3Idg) x ker(f? + Idg) tel que:

T = y + Z. Pour déterminer i et Z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢/ + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f — 3Idg), on a: f(%) = 37, et la condition Z € ker(f? +Idg)
implique: f? ()42 = 0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I'égalité
Z = iy + Z suffit, puisque cela nous donne:

r = 7 +Z T = y + Z
f@) = f4) +f(2) <=4 @) = 3y + f(?)
(@) = fy) +7) (@ = 9 - 7

Nous avons 1a un systeme a trois équations, avec trois inconnues (7, z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 < L3 + Lq, ou
L3 < L3 — 9L, pour avoir immédiatement que si i et 2 conviennent, alors:

= — R —— .
Synthése. Soit T € E. Posons: § = 15 f* () + 154, et : Z= —15 % (%) + 152 Vérifions qu'on a

bien Z = ¢y + Z d’une part, et § € ker(f — BIdE) 7 € ker(f* + IdE) d’autre part. La premieére
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vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢y + 2= #. Vérifions donc
que i € ker(f —3Idg) et Z € ker(f?+1Idg): cela revient a démontrer que (f — 3Idg) (¢) =0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:
(F = 3ds) (5) = (f - 31dg) (3577 (2) + 757)
B = 2107 Y 10"
3

@)+ 168 @) = (55 @)+ 257)

puisque par hypothése de 1'énoncé: f2 — 3 f? + f = 3Idg; donc ¢ € ker(f — 3Idg). Par un
argument analogue :

1 4 9
2 - N N
(f2+1de) (2) = =5 (@) + 212 (@) + 7.
et comme: f2 =3 f?>— f+3Idg, on a aussi: f4 =3 f2— f2+3 f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: — f4 (Z) + 2 f2 (&) 4 152 = 0, donc ' € ker(f? +Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout 7 € F, il existe i € ker(f —3Idg) et Z € ker(f%+1dg)
uniques tels que: ¥ = ¢ + 2. Donc: E = ker(f — 3Idg) @ ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier —5 f* (Z)+ 3 f? (Z) + 57, une démarche plus méthodique aurait

été d’effectuer la division euclidienne de —%OX 44 %X 2+ 1% par le polynéme annulateur
X3 —3X?%+ X — 3, pour remarquer que:

1 4 9 1 3
— X' X S = (XP-3X7 4+ X -3 -(—X—>
TS T) ( * ) 10 10

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1 ., 4., 9 , ) ( 1 3 )
e T (48 _31d LR |
0! Tl tplde (£ =372+ —38ldg) 0 10/ ~10lr

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((“n)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>0)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n20

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f3 ((Un)n>0) - 3f2 ((un)n>o) + f ((“n>n>0) = (Uny3 — SUpia + un+1)n>0

= <3un)n20
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car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2 =3 f*+ f = 3ldg (cette identité prouve en passant que E = ker(f* —3 f2+ f —3Idg), or
3 =3 f2+ f — 31dg commute avec f en tant que polynome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f —3Idg)@ker(f*+1dg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —3Idg) et d’'une
suite dans ker(f? + Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),-, € £, on a:

(tn) g € ker(f = 31dg) <= f ((tn),20) = 3 (tn),zp = (0),20 <= ¥n €N, tpy1 = 3u,.

Autrement dit: ker(f — 3Idg) est l'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - 3"),-, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 € ker(f2 +1dg) <= f2 ((un)n>o) + (un)n>o = (0>n>0
<~ VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit : ker(f? 4+ Idg) est espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ro = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de ry est: r; = e2'™. La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn €N, u, = bcos (2 7m> + ¢sin (2 7rn> , avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy,),,-, € E = ker(f — 3Idg) @ ker(f* 4 Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d'un élément de ker(f — 3Idg) et d’'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

1 1
J(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, = a- 3"+ bcos (27m> + ¢sin <27m) :

Corrigé 71. + page 15

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 5 et X2 + 1 sont deux
polynomes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 5
admet 5 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en 5 donne: 26 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — 51dg) @ ker(f? + Idg) = ker ((f — 5ldg) o (f* +1d))
=ker(f* —5f*+ f —5ldg).

Or d’apres Iégalité (x) ona: f3—5 f2+ f—5Idg = Oy, donc: ker(f*—5 f2+ f—5ldg) = E.
D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
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deux temps, en démontrant que E = ker(f — 5Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f — 5Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 5. On a en effet:

X?24+1=(X—-5)Q + 26,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

f2(#) + 7 = (f - 5ldg) 0 Q(f)() + 26 (1)
Remarquons également que 'on a: X? —5X%+ X —5 = (X —5)(X?+1). En évaluant

cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f — 5Idg) + ker(f? + Idg):

[P=5 4 f=5ldg = (f = 5ldg) o (f>+1dg) = (f*+1dp) o (f = 5ldg).  (})

Preuwve de l’égalité E = F + G Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (v, Z) € ker(f —

5Idg) x ker(f? + Idg) tel que: Z = ¢ + Z. Posons pour cela:
= el @+ T, et F= (7 = 51ds) 0 Q@)
26 26

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — 5ldg), et: Z € ker(f? + Idg). On a:

(F = 51d5) () = (f ~51de) (2 () + )
= (f —5ldg) o (26 f2+2161dE) (Z)
D (/=5 2+ f — 51ds) (7)

*

2,

—

donc: y € ker(f — 5Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+1dg) (2) = i o (2 +1dg) ((f = 5ldg) 0 Q(F)())
2 (=524 =5l (QU(@)

Sl I\D‘,_;

*

~

donc: Z € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout # € E, il existe (¢, 2) €
ker(f — 5Idg) x ker(f? +Idg) tel que: ¥ = y+ 2. Donc: E = ker(f — 5Idg) + ker(f? + Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — 5Idg) N ker(f? + Idg) = {0}. Soit
# € ker(f — 5Idg) Nker(f? 4+ Idg). On a donc: (f — 5ldg) (£) = 0, et: (f%+1dg) (¥) = 0.
En considérant (1) avec ce vecteur &, on a donc: 262 = 0 4+ 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si Z € ker(f — 5Idg) Nker(f? + Idg) alors # = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — 5Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — 5Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f — 5Idg) x ker(f? + Idg) tel

172



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

que: ¥ = ¢ + Z (lexistence du couple montre que F = ker(f — 5Idg) + ker(f? + Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I’analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu'une seule possibilité pour
les ¢/ et Z qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit € E. On suppose qu'il existe (¢, 2) € ker(f — 5Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
Z = iy + Z. Pour déterminer g et z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité © = ¢ + Z, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que 7 € ker(f — 5Idg), on a: f(¢) = 5y, et la condition Z € ker(f? + Idg)
implique: f2 ()42 =0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I'égalité
T = ¢ + Z suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + Z
f@) = f) +f(5) =1 [@ = 57 + f(?)
@) = £+ (@ = 28y - 7

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¢, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + Ly, ou
L3 < L3 — 251, pour avoir immédiatement que si ' et 2’ conviennent, alors:

I G L, S I g, 25,
- — R 2.
Y 26f ({E)+26$, e Z 26f (l‘)+26$
Synthése. Soit T € E. Posons: § = 5: 2 (Z) + 554, et : 7= —5: f* (%) + 224 Vérifions qu’on a

bien ¥ = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f — 5IdE) 7 € ker(f? + IdE) d’autre part. La premiere
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: iy + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f — 5ldg) et 2 € ker(f? 4 Idg) : cela revient a démontrer que (f — 5Idg) () = 0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:

1

<f—am»@%=f—5mm(lf%m+2€g

—~

1, 5 o o 5
=<%f()+- 2ol @) = (5672 @ + 57)
= o (P @) =57 @) + £ (1) - 57)
:6,

puisque par hypothése de 1'énoncé: f2 — 5 f? + f = 5Idg; donc ¢ € ker(f — 5Idg). Par un
argument analogue :

25

26

et comme: f3 =5 f2— f+5ldg, onaaussi: f4 =5 f3— f2+5 f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: — 26f4 @)+ (@)+57 = 0, donc 7 € ker(f%+1dg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout & € E, il ex1ste 7 € ker(f—5Idg) et Z € ker(f?+1dg)
uniques tels que: ¥ =y + z. Donc: E = ker(f —5Idg) @ ker(f? + Idg).

(7 + 1) () = o /@) + 12 (@) +

Remarque. Pour simplifier —3- f* (Z)+ 13 ( ¥)+2 %, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euchdlenne de ——X 44 %X 24 3—2 par le polynéome annulateur
X3 —5X%2+ X — 5, pour remarquer que:
1 12 25 1 5)
— X'+ X T = (X -5X?P+ X -5 -(—X—)
26 + 13 + 26 ( + ) 26 26
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(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1., 12, 25 , , < 1 5 >
_pptpr 2o (48 _ 51d s
6] T13d T oglds (£ =572+ f=5ldg) o 267 ~ 261de

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de E, on a: f? <(u")n20) =

f ((un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),505 €6

f? ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f ((un)n>o) —5f ((un)ngo) +f ((un>n>0> = (Un+3 = DUns2 + Unt1),50

= (5Un) 0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie :
f2=5 f2+ f = 5Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f* —5 f2+ f —5Idg), or
f3 =5 f2+ f — 5ldg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C F).
Donc FE et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f—5Idg)@ker(f?+1dg). Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f—5Idg) et d'une
suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € £, on a:

(ttn) oo € ker(f = 51dg) <= f ((tn),20) = 5 (Un),z0 = (0),20 <= V1 €N, tny1 = 5.

Autrement dit: ker(f — 5Idg) est l'espace vectoriel des suites géométriques de raison 5,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a-5"),-, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 € ker(f2 +1dg) <= f2 ((un)n;o> + (un)n>0 = (0)n20
< VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit: ker(f? + Idg) est l'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ry = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de r; est: r; = 21" La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u, = bcos (2 7Tn> + csin <2 7m> , avec (b, c) € R?.
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Concluons. On a (uy,),,-, € E = ker(f — 5Idg) @ ker(f* 4 Idg) si et seulement si (uy),-, est
somme d'un élément de ker(f — 5Idg) et d’'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, = a-5" + bcos (27Tn> + csin (27m> .

Corrigé 72. + page 15

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1 —l V13 + 4 55 L/13 + ? D’apres
le critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynome

i (2 X +v13 — 1) (2 X —v13 — 1)( 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f=1dp)o (F = (3VIB+3)1ds) o (£ = (5 VB+3)1de) = (f ~ 1dg) o (42 — = 31ds)
=f-2f—2f+3ldg

(;) 0L(E)7

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{ —IVI3+1iV13+4 }, et on a comme attendu: E = ker(f — Idg) @ ker(f —
(LVI3+ 1) Idp) @ ker(f — (—1 VI3 + 1) Idp).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de £, on a: f ((un)n>o) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Un2),50, €:

f3 ((un)ngo) =/ (f2 ((un)n>0)) =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>o = (Un+3)n;0

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt csultat total t différent si lculez a tort
2 3

(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

P ((n)0) = 207 () 20) = 2F (W) 20) = (tnes — 2tnsz — 201,12
= <_3un)n>0

car (), vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2—2f?—2 f = —3ldg (cette identité prouve en passant que F = ker(f>—2 f2—2 f+3Idg),
or f2 —2f%—2f + 3ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annongai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit: E = ker(f — Idg) @ ker(f — (3 VI3 + §) Idg) @ ker(f — (=3 VI3 + ) Idp).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f — Idg), dans ker(f — (% V13 + %) Idg) et dans

ker(f ( sV 13+ ) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(tn) psg € ker(f —Tdg) <= f ((n),20) = (Un)yng = (0),20 <= Y0 € N, tny1 = uy.
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Autrement dit : ker(f—Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,),, =
(a),o avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f ( V13 + )IdE) et
ker(f — (—5 V13 + 5) Idg).

Concluons. On a (u,),., € E = ker(f — Idg) @ ker(f — (%\/ﬁ—k %) Idg) @ ker(f —
(—%\/ﬁ—i— %) Idg) si et seulement si (u,),., est somme d'un élément de ker(f — Idg),
de ker(f — (% V13 + %) Idg) et de ker(f — (—% V13 + %) Idg), si et seulement si, d’apres

I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\" 1 1\"
3(a,b,c) € R®, ¥n € N, un:a+b<2\/ﬁ+2> —|—c<—2\/ﬁ+2> :

Corrigé 73. + page 15

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {% o — %, -2, —% V5 — ﬁ D’apres
le critéere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
: (2X +V5+ 1) (ZX —V5+ 1)(X +2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynome annulateur de f. Or:

(F+20dw)o (1= (553 1) o (£ = (=5 VB 5) 1ds) = (/ +21dp) o (42 + f — 1d)
=P +3f + f—2dg

(iOL()

d’o le resultat f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{% 1, -2,—1 5—%} et on a comme attendu: E = ker(f + 2Idg) & ker(f —

(3 \/5— 5) IdE) ©ker(f — (—3v5 - 3) 1dp).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>0) =

f ((un+1)n>o) = (U(n+1)+1)n>0 = (Un+2)n>0, et :

f? ((un)ngo) =f (f2 ((un)n>0>) =f ((un+2)n>o) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f? ((un)n>o) +3f° ((un)ngo) +f ((un)n>o) — 2 (tn) 50 = (Unyz + 3unra + Ung1 — 2Un), -
= <O)n>0

car (un),,5, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de £ vérifie:
243 f2+ f—2Idg = Org) (cette identité prouve en passant que E = ker(f*+3 f2+ f—2Idg),
or 24 3f%+ f — 2ldg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit: £ = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (% V5 — %) Idg) @ ker(f — (—% V5 — %) Idg).
Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
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s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + 2Idg), dans ker(f — (% V5 — %) Idg) et dans

ker(f — (—% V5 — %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.

En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(ttn) o € ker(f +2Idg) <= f ((un),20) +2 (tn),ng = (0),59 <= V0 € N, w1 = —2uy,

Autrement dit: ker(f + 2Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (uy),., = (a-(=2)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (35 — ) 1dg) et ker(f — (=3 V5 — §) 1dp).

Concluons. On a (up),., € E = ker(f + 2Idg) @ ker(f — (%\/3— %) Idg) @ ker(f —
(—%\/3— %) Idg) si et seulement si (uy),s, est somme d'un élément de ker(f + 2Idg),
de ker(f — (% 5— %) Idg) et de ker(f — (—% V5 — %) Idg), si et seulement si, d’apres 'ex-
plicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\" 1 \"
3(a,b,c) € R?, ¥n € N, un—a-(—2)"+b(2\/_—2> +c<—2\/_—2),

Corrigé 74. + page 15

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 — 2X + 1 sont
deux polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que
X + 1 admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne:
4 # 0. Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +Idg) @ ker(f? — 2 f + Idg) = ker ((f +1dg) o (f2 = 2 f +1dg))
=ker(f* — f2— f +1dg).

Or d’aprés I'égalité (x) on a: f3 — f2 — f + Idg = O(p), donc: ker(f? — f> — f+1dg) = E.
D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? — 2 f + Idg), puis en montrant
que ker(f + Idg) et ker(f? — 2 f + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X2 —2X 4 1 par X 4+ 1. On a en effet :

X2 2X+1=(X+1)Q +4,

avec () € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

J2(@) = 2f () + 7 = (f +1dg) 0 Q(f)(Z) + 47 (1)
Remarquons également que 'on a: X® — X2 - X +1= (X + 1) (X? —2X + 1). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de

la somme F = ker(f + Idg) + ker(f? — 2 f + Idg):

[P fTdp = (f+1dp)o (2= 2f+1dg) = (f*—2f +1dg) o (f +1dg).  (})
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Preuve de l'égalité E = F 4+ G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (v, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? — 2 f + Idg) tel que: ¥ = y + Z. Posons pour cela:

g= @) - f @+ 7, et Z=_(f+1dp) o Q(f)().
4 2 4 4
Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on

a bien: ¢ € ker(f + Idg), et: Z € ker(f2 —2 f +1dg). On a:
(f +1ds) () = (f +Tdp) (ifQ(f)—;f(f) 17)
e ()
—1(f3—f2—f+IdE) (Z)

*

2,

—

donc: ¢ € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f=2f+1dgp) (2) = ! (/> =2 +1dg) ((f +1dg) 0 Q(f)())
(= 12 = f +1dg) (QUN(@))

donc: 7 € ker(f? — 2 f + Idg). On a donc bien démontré que pour tout & € E, il existe
(7,7) € ker(f + Idg) x ker(f? — 2 f + Idg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f + Idg) +
ker(f2 —2 f + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f+Idg)Nke (f —2 f41Idg) = {0}. Soit & €
ker(f+1dg) Nker(f2—2 f+1dg). Onadonc: (f +1dg) (7) = 0, et: (f> =2 f +1dg) (7) = 0.
En considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 47 = 0 + 0, d’ott le résultat: on a
montré que si ¥ € ker(f + Idg) Nker(f? — 2 f + Idg) alors &

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) Nker(f? — 2 f +1dg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? — 2 f + Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f +1Idg) x ker(f? —2 f +1dg) tel
que: T = ¢/ + 7 ('existence du couple montre que E = ker(f +Idg) + ker(f? — 2 f + Idg), et
'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit & € E. On suppose qu'il existe (1, Z) € ker(f + Idg) x ker(f* — 2 f + Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer 3 et 2’ nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i/ et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité & = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par 3/ et 2. Pour voir ou aboutir, notons
que du fait que i € ker(f + Idg), on a: f(¢) = —7, et la condition Z € ker(f? — 2 f + Idg)
implique: f?(2) — 2f (2 ) + 7 =0, puis: f?(%) = 2f () — Z. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y + 7 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + Z
[@) = [ +f(5) =1 [@) = -7 + f3)
@) = ) +4(3) @ = 7 - 7+ 2f(7)
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Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (y, 2, et f(2) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération Lz <— L3 — 2L, alors le systeme équivaut a:

T = y + Z
f(Z) = - v + f(Z)
@) -2f (@) = 3y - 7

A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 < L3 + L, ou L3 < L3 — 3L, pour en déduire
que si ¥ et Z conviennent, alors:

= — _— — — t = — - -
Synthése. Soit T € E. Posons: § = 1 f2(2) — 3 f (Z) + 1, et: 2= =12 (@) + L f (Z) + 32

Vérifions qu’on a bien & = ¢y + 2 d'une part, et § € ker(f + Idg), 2 E ker(f2 - 2f + Idg)
d’autre part. La premiére vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
y+ Z = . Vérifions donc que § € ker(f + Idg) et 2’ € ker(f2 —2f +1dg): cela revient a
démontrer que (f +Idg) (7)) =0 et (f>— 2 f +1dg) (2) = 0. Or:

(F +15) () = ( +1d5) (12 (@) = 57 @)+ )
£ —f()if@)—@jﬁ@wﬂfm—ia
(

2
2@ = 2 (&) = | (&) + %)

1
(3
1

=
0,

puisque par hypothése de I'énoncé: f3 — f?2 — f = —Idg; donc ¢ € ker(f + Idg). Par un
argument analogue :

(=2 +1de) () = 3 £ () + £ () -

et comme: f2 = f2+ f —Idg, on a aussi: f* = f2 + f2 — f, ce qui permet de simplifier
Pégalité précédente pour en déduire: —1f* (%) + f2 (%) — 372 (Z) — f(Z) + 37 = 0, donc
Zeker(f2—2f+1dg).

Ceci acheve de démontrer que pour tout ¥ € E, il existe i € ker(f + Idg) et Z € ker(f? —
2 f 4+ Idg) uniques tels que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f + Idg) @ ker(f? — 2 f + Idg).

Remarque. Pour simplifier —;f*(Z) 4+ f*(Z) — 1% (%) — f (Z) + 3Z, une démarche plus
méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de —iX X3 %X X+ % par
le polynéme annulateur X3 — X2 — X + 1, pour remarquer que:

1 1 3 1 3
XX XX+ T = (XXX 1 -<—X )
4 * 2 + 4 ( * ) 4 + 4
(le reste est nul), de sorte que trivialement :
Loy s Lo Sii (g3 4
S P PSP = (P P ) o (1 f + i)

Plus généralement, la connaissance d’un polynome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>0) =

7 (1)) = (1) = (s

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>0)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f3 ((un)n>0> - f2 ((un)ngo) —f ((Un)n;()) = (Un+43 — Ungo — Un+1)n>0

- <_un)n20

car (un),,>, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:
2 — f?— f = —Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f® — f? — f + Idg), or
2 — f2 — f + Idg commute avec f en tant que polyndome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premieére question de cet exercice, et on en
déduit: F = ker(f + Idg) @ ker(f? — 2 f + Idg). Autrement dit: toute suite de £ (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f + Idg) et d'une suite dans ker(f? — 2 f + Idg). Or il s’aveére qu’on sait expliciter ces
deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (u")n20 € F,ona:

(ttn) 50 € ker(f +1dg) <= f ((tn)yzg) + (Un)ysg = (0),59 <= Y0 €N, tpi1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est Iespace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (u,),., = (a - (=1)"),5, avec a € R. Ensuite:

(tn)zo € ker(f* = 2.f +1dg) = 1 ((un)z0) = 2f ((tn)z0) + (n) iz = (0,12
< Vn €N, upio — 2upy1 +u, =0.
Autrement dit: ker(f% — 2 f + Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation
de récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique
est: 72 — 27 4+ 1 = 0. Identité remarquable oblige, on reconnait 1a: (r — 1)* = 0, et on en
déduit que I'équation caractéristique admet pour unique solution: r = 1. La théorie des

suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

Vn €N, u, =bn+c, avec (b, c) € R%.

Concluons. On a (uy),5, € E = ker(f +1dg) @ ker(f* —2 f +1dp) si et seulement si (u,),,,
est somme d’un élément de ker(f+Idg) et d'un élément de ker(f*—2 f+Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) eR®, Yn €N, u, =a-(=1)"+bn+c.

Corrigé 75. <+ page 16
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1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X? + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 1 donne: 2 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Tdg) @ ker(f? + Idg) = ker ((f —Idg) o (> +1dg))
=ker(f* — f2+ f — 1dg).
Or d’apres I'égalité (x) on a: f* — f2 + f —Idg = O, donc: ker(f* — f2+ f —1dg) = E.
D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que

ker(f — Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X — 1. On a en effet:

X24H1=(X-1)Q+2,

avec () € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € E, nous obtenons:

(@) +7 = (f - 1dg) 0 Q(f)(T) + 2. (1)

Remarquons également que 'on a: X? — X2+ X —1 = (X — 1) (X? 4+ 1). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg) :
[P P4 f=1dp = (f —1dg) o (£ +1dg) = (f* +1dg) o (f — dp). (1)

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (7, 2) € ker(f —
Idg) x ker(f? + Idg) tel que: ¥ = i + Z. Posons pour cela:

I I O 1 B

y = §f (@) + PR et: 2= B (f = 1dg) o Q(f)(2).

Isoler 7 dans I'égalité (1) implique immédiatement que 'on a: & = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f* +1dg). On a:
1

(f = 1g) (7) = (f ~ 1dg) (52 @) + ;)

= (f —Idg) o (; 7+ ;IdE) (@)
1
2P 1) @)
“ g,
donc: i € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:
(2 +1dg) (2) = ; (f? +1dg) ((f = 1dg) 0 Q(f)(%))
D 2P~ P+~ de) (@) (@)

*

= 0.

—
~
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donc: Z € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe (7, 2) €
ker(f —Idg) x ker(f? 4+ Idg) tel que: & =+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f — Idg) Nker(f2 4+ Idg) = {0}. Soit & €
ker(f — Idp) Nker(f? + 1dg). On a donc: (f —1Idg) (£) = 0, et: (f*+1dg) (¥) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 2% = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si 7 € ker(f — Idg) Nker(f? + Idg) alors # = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout & € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f — Idg) X ker(f? + Idg) tel
que: ¥ =y + 2 (1’ex1stence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et 2 qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit T € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par iy et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f — Idg), on a: f(¢) = ¥, et la condition Z' € ker(f? + Idg)
implique: f2 ()42 =0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I'égalité
Z =y + Z suffit, puisque cela nous donne:

T =y +7 T = g+ Z
(@) = fly) +f(@) <=4 f@ = ¢ + f(2)
(@) = ) +r2 2@ = ¥ - Z

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + Ly, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si i et Z conviennent, alors :

=l
D
-+
S
|
&h
(Y]
5
S~—
+

Synthése. Soit ¥ € E. Posons: i = 2f2( r) + 3: et: 7= —2f2( ) + w Vérifions qu’on a
bien ¥ = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f — IdE) Z € ker(f?+1dg) d’ autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2’ = Z. Vérifions donc
que § € ker(f —Idg) et 2 € ker(f? +Idg) : cela revient a démontrer que (f — Idg) (%) = 0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:

(f = 1dg) (7) = (f ~ ) (1f2 @)+ 37
- (32 @+ f()) (32 @+ 57)
;(f3 2(7) + f (%) - &)
o

puisque par hypothése de 'énoncé: f? — f? + f —Idg = Orp); donc ¢ € ker(f — Idg). Par
un argument analogue:

l\D\»—l

(f2+1dg) (2) =—ff (&) +
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et comme: f2 = f2 — f +1dg, on a aussi: f* = f3 — f2 + f, ce qui permet de simplifier
Dégalité précédente pour en déduire: —3 f* (Z) + %f = 0, donc 7 € ker(f? 4 1dp).

Ceci achéve de démontrer que pour tout ¥ € E, il existe i € ker(f —Idg) et Z € ker(f%+1dg)
uniques tels que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier —3 f* (Z) + 3Z, une démarche plus méthodique aurait ét¢ d’ef-
fectuer la division euclidienne de —%X 4 + 1 par le polyndme annulateur X° — X2 + X — 1,

2
pour remarquer que:

1 1 1 1
— X' o= (XXX -1 -(—X—)
2 +2 ( + ) 2 2

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

(R T 1.1
—§f +§IdE—<f —f +f—IdE>O<—2f—21dE)

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynéme d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja l'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)n>0) =

7 () = (103, = (2

f3 ((un)n>0> =/ (f2 ((un)n>0)) =/ ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

f3 ((un>n>o> - f2 ((un>n>o) + f ((un)n>o) - (un)ngo = (Unt3 — Ungo + Uny1 — un)n>0
= (O)n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2= f?+ f —1dg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — f2+ f —Idg),
or f2— f2+ f —Idg commute avec f en tant que polynéome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f —Idg) ®ker(f?+1Idg). Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (Un)@() € F,ona:

(tn)so € ker(f = Tdg) <= f ((Un)20) = (tn)psg = (0),20 <= V1 €N, wpi1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite:

n=>0 =

(tn) 50 € ker(f2 +Tdg) <= £ ((un),29) + (tn)z0 = (0),2
<~ VneN, upio+u, =0.
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Autrement dit : ker(f? 4 Idg) est espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ry = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de ry est: r; = 2™ La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u, = bcos <2 7rn> + c¢sin <2 7m> , avec (b,c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* + Idg) si et seulement si (uy,),,-, est
somme d’'un élément de ker(f — Idg) et d'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) € R?, ¥n €N, u, = a+ bcos <2 7m> + ¢sin <2 7m) .

Corrigé 76. + page 16
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X —1 et X? — X + 2 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 1 donne: 2 # 0. IIs sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Idg) @ ker(f? — f + 2Idg) = ker ((f — 1dg) o (f* - f + 21dg))
=ker(f* -2 f*+3f—2ldg).
Or d’apres Iégalité (x) ona: f3—2 f2+3 f—2Idg = Opg), donc: ker(f*—2 f243 f—2Idg) =
E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? — f + 2Idg), puis en montrant

que ker(f — Idg) et ker(f? — f + 2Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X% — X + 2 par X — 1. On a en effet:

X?PoX+2=(X-1)Q+2,

avec (@ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

F(@) = [ (@) +28 = (f — 1dg) 0 Q(f)(T) + 24 (1)

Remarquons également que l'on a: X2 —2X?4+3X -2 = (X — 1) (X? — X + 2). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme F = ker(f — Idg) + ker(f? — f + 2Idg) :

fP=2f243f—2dp = (f —Idg)o (f*— f+2dg) = (f* = f+2Idg) o (f — Idg) . (})

Preuve de l'égalité E = F + G. Soit © € E. On doit montrer qu'il existe (¢, 2) € ker(f —
Idg) x ker(f? — f + 2Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela:

L1 . 1. . L1 o
y= §f2($) - §f($)+ff7 et: 2= §(f—IdE)OQ(f)($)-
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Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: Z € ker(f* — f + 2Idg). On a:

(F = 12) () = (f = 1) (32 0) = 57 (2) +7)
(= Tdp) o <;f2— ;erIdE) (@)
;(f3—2f2+3f—21dE) (@)
()

=0,

—~
=
—

donc: ¥ € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a l'identité (%) de I’énoncé:
(2= f+21dg) (2) = ; (2= f +21dg) ((f — Tdg) 0 Q(f)(E))
9 (7~ 27 +3f - 21d5) (QUH)

*

:6

—

donc: 7 € ker(f?— f+2Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € F, il existe (¢, Z) €
ker(f—Idg)xker(f?— f+2Idg) tel que: Z = §+2. Donc: E = ker(f—Idg)+ker(f*—f+21dg).
Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f —Idg)Nker(f2— f+2Idg) = {0}. Soit Z €
ker(f —Idg)Nker(f?— f+2Idg). On a donc: (f —Idg) (Z) =0, et: (f> — f 4 2Idg) (Z) = 0.
En considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 22 = 0 + 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si ¥ € ker(f —Idg) N ker(f2 [+ 2Idg) alors T =
Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? — f + 2Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? — f + 2Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (¥, 2) € ker(f —Idg) x ker(f? — f +2Idg) tel
que: ¥ = ¢+ 7 (I'existence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f? — f + 2Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et Z qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit T € E. On suppose qu’il existe (¢, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? — f + 2Idg) tel
que: ¥ = i+ 2. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f —Idg), on a: f(%) = ¥, et la condition Z € ker(f?— f+2Idg)
implique: f2(Z) — f(2) + 27 = 0, puis: f2(2) = f (%) — 27. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y + 2 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = ¥y + Z
f@) = J) +/(2) —=1{ /@ = ¢ + f(?)
f@) = £+ @ = g - 22 + [f(2)

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¥, 2, et f(Z) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en trés peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération Lz < L3 — Lo, alors le systeme équivaut a:

= 7+ 7
y

f2(f) f(@) = - 27

Il

+ f(2)
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On a directement :
IS DFU S g Lz
I= g @GS (@), et G=i-i=f (D) -

Synthése. Soit T € E. Posons: § = f2 (&) — 3 f (Z) + &, et: Z= —5 f2 (&) + 1 f (&). Vérifions
qu'on a bien Z = ¢+ Z d’une part, et ¢ € ker(f — Idg), Z € ker(f? — f + 2Idg) d’autre part.
La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + Z = Z.
Vérifions donc que 7 € ker(f —Idg) et 2 € ker(f? — f + 2Idg) : cela revient & démontrer que
(f —=1dg) (i) = 0 et (f> — f +2Idg) (2) = 0. Or:

(f =1dp) () = (f ~ o) (52 () = 3/ (#) + )

P@) =32 @+ @) — (3@ - 37 (@) +7)
£3(3) = 2f? (2) + 3f (¥) — 27)

(f
e

"2
0

— NI

puisque par hypothése de I'énoncé: f? —2 f* + 3 f — 2Idg = Oyp); donce ¢ € ker(f — Idg).
Par un argument analogue :

(= f +20d5) () =~ P @) 4 P (@)~ 5 @) + 1 @)

et comme: f3 = 2 f% — 3 f + 2ldg, on a aussi: f4 =2f3—3f2+2f, ce qui permet de
simplifier I'égalité précédente pour en déduire: —1 f* () + f3 (2) = 2 f2(2) + f () = 0, donc
7 € ker(f% — f + 2Idg).
Ceci acheve de démontrer que pour tout # € E, il existe ¢ € ker(f — Idg) et 2 € ker(f? —
f + 2Idg) uniques tels que: ¥ =+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) ® ker(f? — f + 2Idg).

2. Appelons E lespace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),., de E, on a: f? ((Un)@()) =

f ((Un+1)n>o) = (“(n+1)+1>n>0 = (Un+2) 50, €6

f? ((un)n>o) =f (f2 ((un)n>o)) =f ((un+2)n>o) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

7 ((un)n>0) —2f? ((“n)@O) +3f ((un)n>0) = 2(tUn) o = (Unys — 2Unya + 3tny1 — 2Un), g
= (0>n>0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de I vérifie:
f2=2f*+3f—2Ildg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — 2 f? +
3 f—2Idg), or f>—2 f*+3 f—2Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f — Idg) @ ker(f? — f + 2Idg). Autrement dit : toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
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dans ker(f — Idg) et d’une suite dans ker(f% — f + 2Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (u,),-, € £, on a:

(tn) pso € ker(f = Tdg) <= f ((n),20) = (Un)yng = (0),20 <= Y0 € N, tny1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite:

n=0 =

(un)n>0 S ker(f2 — f+2ldg) <= f2 ((Un>n;0> —f ((un)ngo) +2 (“n>n>0 = (O>n>o
< Vn €N, u,io — Ups1 + 2u, =0.

Autrement dit: ker(f? — f + 2Idg) est Pespace vectoriel des suites vérifiant une relation
de récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique
est: 7> —r + 2 = 0. Son discriminant est: A = —7. Il est strictement négatif, et on en
1—iV7

déduit que les solutions de I’équation caractéristique sont complexes, égales a r; = 5

1+iV7
2

de r1, que vous ne parviendrez pas a écrire sous une forme simple et explicite. La théorie des
suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

et ro = . Or la forme exponentielle de r; est: 7 = v/2¢, ot § € R est un argument

N|=

Vn € N, u, = (bcos(nf) + csin(nf)) 22", avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),~, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* — f +2Idg) si et seulement si (u,),,,
est somme d’un élément de ker(f —1Idg) et d’un élément de ker(f*— f+2Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

3(a,b,c) € R?, ¥n € N, u, = a+ (bcos(nd) + csin(nf)) 237,

Corrigé 77. <+ page 16

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe demandée
soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable ; de plus, les noyaux dans le membre
de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,—5,12}. D’apres le critére polynomial de
diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 5)(X — 1)(X — 12),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f —12ldg) o (f —Idg) o (f +51dg) = (f — 12Idg) o (f* +4 f — 5ldp)
= 3-8 253 f+60ldg

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,—5,12}, et on a
comme attendu: F = ker(f — 12Idg) @ ker(f — Idg) & ker(f + 5ldg).

2. Appelons E lespace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de £, on a: f? ((un)n>o) =

f ((Un+1)n>o) = (u(n+1)+1>n>0 = (Un2),50, €:

f? ((un)n>o) =/ <f2 ((un)n>o>) =/ ((un+2)n>0) - (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

187



LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

£ ((Wn)yz0) = 852 ((n)y20) = 53 ((tn)sg) + 60 (tn),0 = (tnis — Stz — B3t + 60 ), o
- (O>n20

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=8f* =53 f+60Idg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — 8 f? —
53 f+60Idg), or f3—8 f2—53 f 4+ 60Idg commute avec f en tant que polyndéme en f, donc
son noyau est stable par f : ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypothéses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f — 12Idg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + 5ldg). Autrement dit: toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f —12Idg), dans ker(f —Idg) et dans ker(f +5Idg). Or il s’avere qu’on
sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 € E,ona:

(ttn) s € er(f —121dp) <= f ((un)z0) = 12 (Un)zg = (0),150 <= V1 €N, g1 = 12u,,.

Autrement dit: ker(f — 12Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 12,
c’est-a-dire de la forme (u,),., = (a-12"),., avec a € R. On trouve de méme pour les
éléments de ker(f — Idg) et ker(f + 5ldg).

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f —12Idp) @ker(f —Idg) @ker(f+5Idg) si et seulement
si (Un),o est somme d’un élément de ker(f — 12Idg), de ker(f — Idg) et de ker(f + 5ldg),
si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €ER® ¥Yn €N, u, =a-12"+ (=5)"c +b.

Corrigé 78. + page 16
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X2 + 13 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 1 donne: 14 = 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f — Idg) @ ker(f? + 131dg) = ker ((f — Idg) o (f*+ 131dg) )
=ker(f* — f2+13 f — 131dg).
Or d’apres 'égalité (x) ona: f3— f2+13 f—13Idg = Or(g), donc: ker(f*— f?+13 f—13Idg) =
E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 13Idg), puis en montrant que

ker(f — Idg) et ker(f? + 13Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 13 par X — 1. On a en effet:

X2 +13=(X-1)Q + 14,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

f2(%) + 137 = (f — 1dp) 0 Q(f)(2) + 147. (1)
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Remarquons également que 'on a: X? — X2 + 13X — 13 = (X — 1) (X? 4 13). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme F = ker(f — Idg) + ker(f? + 13Idg) :

f2 =213 f = 131dg = (f — 1dg) o (f2 +131dg) = (f* +131dg) o (f = 1dg). (1)

Preuve de l'égalité E = F + G. Soit £ € E. On doit montrer qu'il existe (y,2) € ker(f —
Idg) x ker(f? + 13Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela :

1

o 2 Z= g (= 1de) 0 QUN(@D).

<y
I
|
k.’
(Y]
Q
_|_
L
o
Y

—

Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f — Idg), et: 7 € ker(f? + 13Idg). On a:
1 13
1) () = (f —1d 2 (7 *)
(f = 1de) (@) = (f — We) (/2 (@) + 147

:(f—IdE)O< /2 +131dE>( v)

14

1 —
@ = (f* = 2+ 13 f — 131dg) (7)
g

donc: i € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+131de) () = ~ (24 131dg) ((f — 1dg) 0 Q(F) (@)
D L (F*~ 2413 £~ 1318) (QU)(@)

donc: 7 € ker(f? + 13Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € F, il existe (¥, Z) €
ker(f —1Idg) x ker(f?+13Idg) tel que: = ¢+ 2. Donc: E = ker(f —Idg) +ker(f*+ 131dp).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f — Idg) N ker(f2 + 13Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f —Idg) Nker(f? + 13Idg). On a donc: (f —Idg) (Z) =0, et: (f* + 131dg) (Z) = 0.
En considérant () avec ce vecteur #, on a donc: 14% = 0 4+ 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si @ € ker(f — Idg) Nker(f? + 13Idg) alors & = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f? + 13Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f? + 131dg).

Démonstration treés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (¥, ) € ker(f — Idg) x ker(f? + 13Idg) tel
que: ¥ =y + 2 (1’ex1stence du couple montre que E = ker(f — Idg) + ker(f? + 131dg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’une seule possibilité pour
les ¢/ et Z qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (7, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + 13Idg) tel
que: ¥ = i+ Z. Pour déterminer ¢ et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que 7 € ker(f —Idg), on a: f(¢) = ¢, et la condition Z € ker(f? + 13Idg)
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implique: f2(Z) 4+ 132 = 0, puis: f2(Z) = —13%. Par conséquent, appliquer f deux fois &
Iégalité ¥ = i + 2 suffit, puisque cela nous donne:

i = g +7 i o= § + 7z
(@) = flH) +f(E) =4 (@) = ¢ + f(2)
@) = Ay +42) 7)) = § — 137

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (¢, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L <— L3 + 13L4, ou
L3 <+ L3z — Ly, pour avoir immédiatement que si ¢/ et 2’ conviennent, alors:

1 13 1

Synthése. Soit T € E. Posons: § = & f2 () + ﬁx et: 2= — f2(Z) + £ @. Vérifions qu'on a
bien # = i+ Z d’une part, et i € ker(f —Idg), 2 € ker(f?+13Idg) d’autre part. La premiere
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: ¢y + 2= #. Vérifions donc
que 7 € ker(f —Idg) et Z € ker(f? + 13Idg) : cela revient & démontrer que (f — Idg) () =0

et (f%+13Idg) () = 0. Or:
<f—1dE><*>=<f—1dE>(114f2<f>+ﬁ:z)
( P@+ @) - (57 @+ 57
L(P@- f2()+13f()—13f)
3

puisque par hypothese de 'énoncé: f3 — f? + 13 f — 13Idg = Oyp) ; donc ¢ € ker(f — Idg).
Par un argument analogue :

1 1
(/% +181g) (2) =~ f* (8) ~ 22 (@) + 1}?
et comme: f2 = f2 — 13 f + 13Idg, on a aussi: f* = f2 — 13 f2 + 13 f, ce qui permet
de simplifier I'égalité précédente pour en déduire: — f4(2) — Sf2 (%) + 37 = 0, donc
7 € ker(f% + 13Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout # € E, il existe i € ker(f — Idg) et Z € ker(f? +
13Idg) uniques tels que: = 5+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f? + 13Idg).

Remarque. Pour simplifier —7; f* (Z) — g f? (*) + 1@, une démarche plus méthodique aurait

été d’effectuer la division euclidienne de ——X 4 6X 2 4 % par le polynéme annulateur
X3 — X2 4+ 13X — 13, pour remarquer que :
1 6 13

_7)(4 - 7X2
14 7 14

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

= (X* - X?+ 13X —13) - (—1X - 1)

P2 Dl = (£ - 4137~ 13ldg) o (1 £ - 114
= O(m).-

Plus généralement, la connaissance d’un polynome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>0) =

7 (1)) = (1) = (s

P2 ((n)nzo) = £ (7 ((n)zo)) = £ ((ns2)nse) = (wr2ye), ) = (Wnss) s

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt ssultat total t différent si lculez & tort
2 3

(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

£ ((n)nz0) = F2 ((n)so) + 13F ((n)n9) = 13 (tn)p = (s — iz + 13t 41 — 13un),2
= (O)n>0

car (up),>, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:
2= f?+13 f—13Idg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — f2413 f —
13Idg), or f2 — f2 + 13 f — 13Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f —Idg) @ ker(f%+13Idg). Autrement dit : toute suite de F (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f —Idg) et d'une suite dans ker(f? + 13Idg). Or il s’aveére qu’on sait expliciter ces deux
sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (Un)@[) € F,ona:

(tn)pso € ker(f —Tdg) <= f ((n),29) = (Un)yng = (0),20 <= Y0 € N, tny1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,),,-, =
(@), avec a € R. Ensuite

(tn),ps0 € Ker(f? +131dg) <= £ ((un),20) + 13 (1) 129 = (0),.2
< Vn eN, u,o+ 13u, = 0.

Autrement dit: ker(f? + 13Idg) est l'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r2+13 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes 1 = i v/13 et ry = —i /13
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de 71 est: r; = \/1_36%”. La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1 1
VneN, u, = (bcos (2 Wn) + csin (2 7m>>132", avec (b,c) € R%,
Concluons. On a (uy),~ € E = ker(f — Idg) @ ker(f* + 13Idg) si et seulement si (uy),,,

est somme d’un élément de ker(f —Idg) et d'un élément de ker(f? + 13Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) €R®, ¥n €N, u, =a+ (bcos (2 7m) + csin <2 7m>)13§”.

Corrigé 79. + page 16
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1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable de plus les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C { 117 —i— = -1,z \/ﬁ + %} D’apres
le critére polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de demontrer que le polyndéme
i (2X +4/17 — 1) (2X — /17— 1>(X + 1), qui est scindé et & racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f +1dp) o (f— (;\/1_7+;)1d,3> o (f— <—;\/1_7+;> IdE) — (f+1dg)o (f2 = f — 41dy)

= f*—5f —4ldg

@ OL(m)
d’ou resultat f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{—f\/ + IVIT+ 4 }, et on a comme attendu: E = ker(f + Idg) @ ker(f —

(3 V17 + 5) IdE) @ ker(f — (=4 VIT+ 1) 1dp).
2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((Un)n>o) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

P ((n)so) = £ (1 ((n)uso)) = F ((uns2)n0) = (ums2er), ) = (wnta)zo
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

f? ((Un>n>o) —5f ((un)n>o) = (Unt3 = Sttnt1),,5
= (4un),>0

car (up),-, vérifie (f) par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E
vérifie: f? — 5 f = 4Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3 — 5 f — 41dg),
or f2—5f — 4ldg commute avec f en tant que polynéome en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(E) C
E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice, et on
en déduit: B = ker(f + Idg) @ ker(f — (3 V17 + 3)1dg) @ ker(f — (=3 VI7+ }) Idp).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + Idg), dans ker(f ( V1T + ) Idg) et dans

ker( f ( sSVIT+ ) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(t1n) 0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)z0) + (Un)ysg = (0),59 <= Y0 € N, tpp1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f ( VIT + )IdE) et ker(f — (—% VIT + %) Idg).

Concluons. On a (n),2g € E = ker(f + Idg) @ ker(f — (§VI7+ })Tdg) @ ker(f —
(—%\/1—7—1— %) Idg) si et seulement si (u,),., est somme dun élément de ker(f + Idg),
de ker(f — (% V1T + %) Idg) et de ker(f — (—% V1T + %) Idg), si et seulement si, d’apres

I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\" 1 1\"
J(a,b,c) € R, Vn € N, un:a-(—l)n+b<2\/1_7+2> +c<—2\/ﬁ+2> .
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Corrigé 80. + page 17

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,3, —1}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 1)(X — 1)(X — 3),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéome annulateur de f. Or:

(f = 31dg) o (f —1dg) o (f +1dg) = (f - 3ldg) o (> — Idp)
=fP—3f— f+3ldg

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,3, —1}, et on a comme
attendu: E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((un)n>0) =

F((m)0) = (0s10) 1y = 02

f? ((un)ngo) =f <f2 ((un)n>0>) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f3 ((Un)ngo) - 3f2 ((Un)ngo) —f ((Un)ngo) +3 (un)nzo = (Uny3 — JUny2 — Upy1 + 3un)n>0
= (0)n20

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=3 f2— f+3Idg = Orp) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*—3 f2— f+3Idg),
or f3—3 f?— f+3ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg). Autrement dit: toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 31dg), dans ker(f —Idg) et dans ker(f + Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces
trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(Un),so € ker(f —3ldg) <= f ((un)n>0) =3 (Un)pso = (0),50 <= Vn €N, upy1 = 3u,.

Autrement dit : ker(f —3Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3, c’est-
a-dire de la forme (u,),-, = (a-3"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),-, € £ = ker(f —3ldg) @ ker(f —Idg) @ ker(f + Idg) si et seulement
si (Un),>o est somme d'un élément de ker(f — 3ldg), de ker(f —Idg) et de ker(f + Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-3"+(=1)"c+b.

Corrigé 81. + page 17
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,2, —1}. D’apres le critére polynomial
de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynome (X + 1)(X — 1)(X — 2),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f = 20dg) o (f —1dg) o (f +1dg) = (f — 2ldp) o (f* — Idp)
=[P =2/ [+20dg

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,2, —1}, et on a comme
attendu: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((un)@o) =

F(()0) = (101000, = () 0

f3 ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>0)> =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n20 = (un+3)n>o

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

f? ((un>n>0) —2f? ((un)n>o) —f ((un)ngo) + 2 (Un)pso = (Unts = 2Unya — Unir + 2Un),
= (O)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
[3=2 f2— f+2Idg = Oy p) (cette identité prouve en passant que E' = ker(f*—2 f2— f+2Idg),
or f3—2 f?— f+2Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 2Idg), dans ker(f —Idg) et dans ker(f + Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces
trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(tn) g € Ker(f = 20dg) <= f ((tn),20) — 2 (tn),i20 = (0),2 <= ¥n € N, tpy1 = 2u,.

Autrement dit : ker(f —2Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison 2, c¢’est-
a-dire de la forme (u,),., = (a-2"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),-, € B = ker(f —2Idg) @ ker(f —Idg) © ker(f +Idg) si et seulement
si (Un),so est somme d'un élément de ker(f — 2Idg), de ker(f — Idg) et de ker(f + Idg), si
et seulement si, d’apres 1'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €R®, ¥Yn €N, u, =a-2"+ (—1)"c+b.
Corrigé 82. + page 17
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le

membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {% 85 — %, -1, —% V85 — %} D’apres

le critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
i (2 X 4+ V85 + 9) (2 X — V8 + 9) (X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(F+1ag)o (7~ (5V85~ 3 )1dp) o (£~ (5 VBB~ 3 ) 1s) = (/ +Hdp) o (£ +97 ~ 1ds)

2
=P 4+10f24+8f —1dg

(*:) OL(E)7

d’'ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{%\/85—%,—1,—% V85 — g}, et on a comme attendu: E = ker(f + Idg) & ker(f —

(% V85 — %) Idg) ® ker(f — (—% V85 — %) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((Un)n>o) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

P ((n)so) = £ (F ((n)nzo)) = F ((uns2)n0) = (ums2sr), ) = (wnta)zo
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

& ((Un)@o) + 102 ((Un)n>0) +8f ((un)@O) = (Uny3 + 10Upt2 + BUni1),50
= (un)n>0

car (uy),-, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2+10 f2+8 f = Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+10 f*>+8 f —Idg),
or f2+10f? + 8 f — Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit: E = ker(f + Idg) @ ker(f — (% V85 — %) Idg) @ ker(f — (—% V85 — %) Idg).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f 4+ Idg), dans ker(f — (% V85 — %) Idg) et dans

ker(f— (—% V85 — %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(t1n) 0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)zg) + (Un)ysg = (0),50 <= Y0 €N, tpp1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (% V85 — %) Idg) et ker(f — (—% V85 — %) Idg).

Concluons. On a (u,),5, € E = ker(f + Idg) ® ker(f — (%\/%— %) Idg) @ ker(f —
(_%\/%_ g) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f + Idg),
de ker(f — (% 85 — %) Idg) et de ker(f — (—% V85 — %) Idg), si et seulement si, d’apres

I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 9\ " 1 o\
3(a,b,c) € R®, Vn € N, un:a-(—l)"+b<2\/8_—2> +c<—2\/8_—2> .
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Corrigé 83. + page 17

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe demandée
soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable ; de plus, les noyaux dans le membre
de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1,34,—1}. D’apres le critére polynomial de
diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polynéme (X + 1)(X — 1)(X — 34),
qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéome annulateur de f. Or:

(f = 341dg) o (f = Idg) o (f +1dg) = (f — 34Idp) o (f* — Idp)
= f2 =34 f* — f+ 341dg

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1,34,—1}, et on a
comme attendu: E = ker(f — 34ldg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((un)n>0) =

F(()) = (os10) 1y = 02

f? ((un)ngo) =f <f2 ((un)n>0>) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f3 ((un)n20) - 34f2 <(un)n>0) —f ((un)ngo) = (Upy3 — 34Upyo — Un+1)n>0
= (—34uy,)

n=0

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3=34 f?— f = —341dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3—34 f2— f+341dg),
or f3—34 f?— f+341dp commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f — 341dg) @ ker(f — Idg) @ ker(f + Idg). Autrement dit: toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f — 34ldg), dans ker(f — Idg) et dans ker(f + Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter
ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O e E,ona:

(ttn) s € ker(f = 341dp) <= f ((un),50) = 34 (Un)pzg = (0),50 <= V1 €N, 41 = 34u,,.

Autrement dit: ker(f — 34Idg) est Iespace vectoriel des suites géométriques de raison 34,
c’est-a-dire de la forme (u,),., = (a-34"),., avec a € R. On trouve de méme pour les
éléments de ker(f — Idg) et ker(f + Idg).

Concluons. On a (uy),~, € E = ker(f —34ldg) @ ker(f —Idg) ©ker(f +1dg) si et seulement
si (Un),>q est somme d'un élément de ker(f — 34Idg), de ker(f —Idg) et de ker(f +Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) ER®, Yn €N, u, =a-34" + (—=1)"c+b.

Corrigé 84. + page 17
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

1. D’apres le critére de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1, % V5 — %, —% V5 — %} D’apres
le critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
i (2X +/5 + 1) <2X -5+ 1)(X — 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynoéme annulateur de f. Or:

(F=1dp)o (f = (3v5 -5 )We) o (£ = (=5 VB~ 3 )1dp) = (f ~1dp) o (42 + f ~ 1dy)

2 2 2
=f—2f+1dg
(;) OL(E)?
d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1, % — %, —% V5 — %},

et on a comme attendu: E = ker(f — Idg) @ ker(f — (%\/5—%) Idg) @ ker(f —
(-3 V65— 3)1dg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),., de F, on a: f? ((un)ngo) =

7 (1)) = (1) = (s

i ((un)n>0) =f <f2 ((Un)n>0)> =f ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>0 = (un+3)n>0
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((“n)@O)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f3 ((Un)n>0) —2f ((un)n>0> + (un)n>0 = (Un+43 — 2Upy1 + Un)n>o
car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2 =2f+1dg = Oyp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f? — 2 f + Idg), or
2 — 2 f + Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f—Idg)®ker(f— (% V5 — %) Idg)@ker(f— (—% V5 — %) Idg). Autrement dit : toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f—Idg), dans ker(f— (% V5 — %) Idg) et dans ker(f— (—% V5 — %) Idg).
Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(un)@O € E,ona:
(tn)so € ker(f = Tdg) <= f ((Un)20) = (tn)psg = (0),20 <= V1 €N, wpi1 = uy.

Autrement dit : ker(f—Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,),, =

(a),so avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f — (% V5 — %) Idg) et
ker(f — (—3v5—§) 1dg).

Concluons. On a (u,),., € E = ker(
(—% V5 — %) Idg) si et seulement si (uy,)
ker(f — (% V5 — %) Idg) et de ker(f — (—% V5 — %) Idg), si et seulement si, d’apres 'expli-

citation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\" 1 \"
J(a,b,c) € R®, ¥n € N, un:a+b(2\/_—2> +c<—2\/5—2>.

f = Tdg) @ ker(f — (35— 3)1dp) @ ker(f —

nso st somme d'un élément de ker(f — Idg), de
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LA BANQUE DES CENT Suites récurrentes d’ordre 3 et polynéomes d’endomorphismes

Corrigé 85. + page 18

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-

dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans le

membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—% 13 — %,% 13 — %, —5}. D’apres

le critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
i (2 X +V13+ 3) (2 X —V13+ 3) (X +5), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f+51dE)o<f—(;x/l_—;’)IdE>o(f—(—éﬁ—i)ldE)=(f+5IdE)O(f2+3f—IdE)
= 3482414 f —5ldg
(;)OL(E)a

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{—%\/13— 3.LV13 - %,—5}, et on a comme attendu: E = ker(f + 5Idg) @ ker(f —

(4vI3— %) Idp) @ ker(f — (—5 VI3 — 2) Idp).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de F, on a: 1? ((un)n>0) =

f <(u”+1>n>0) - (u(”“)“)@o = (tn42),,50, €F:

P2 ((n)nzo) = £ (7 ((n)zo)) = F ((ns2)nne) = (wrore), ) = (nsa) s

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

7 ((Un)n>0) + 812 ((Un)n>o> +14f ((un)@O) = (Uny3 + 8tnya + 14upi1),5

= (5Un) 0

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
248 f2+14 f = 5Idg (cette identité prouve en passant que F = ker(f3+8 f2+14 f —5Idg),
or f34+8f%+ 14 f — 5Ildgy commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annongai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiére question de cet exercice, et

on en déduit: E = ker(f + 5ldg) @ ker(f — (3 VI3 = §) Idg) @ ker(f — (=3 VI3 - §) Idp).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)
s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + 5Idg), dans ker(f — (% V13 — %) Idg) et dans

ker(f— (—% V13 — %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(Un),so € ker(f + 5ldg) <= f ((un)@O) +5 (Un)pso = (0),50 = Vn €N, U1 = —5u,.

Autrement dit: ker(f + 5Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —5,

c’est-a-dire de la forme (u,), - = (a-(=5)"),, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — <% V13 — %) Idg) et ker(f — (—% V13 — %) Idg).
Concluons. On a (uy),5, € E = ker(f + 5ldg) @ ker(f — (%\/ﬁ— %) Idg) & ker(f —
(—% V13 — %) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f + 5Idg),
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de ker(f — (% 13 — %) Idg) et de ker(f — (—% V13 — %) Idg), si et seulement si, d’apres
I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 n 1 n
I(a,b,c) R’ Vn €N, unza'<—5)"+b(2\/1_—g> +c(_2¢1_—2).

Corrigé 86. <+ page 18
1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-
tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 5 et X? +2X + 1 sont
deux polyndmes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que
X + 5 admet —5 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —5 donne:
16 # 0. Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + 51dp) @ ker(f2 + 2 f + Idg) = ker ((f + 51dg) o (f2 +2 f +1dg))
=ker(f* +7f*+11f+5ldg).

Or d’apreés I'égalité () ona: f3+7 f2+11 f+5Idg = Orp), donc: ker(f3+7 f2+11 f+5ldg) =
E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 5Idg) + ker(f2 + 2 f + Idg), puis en montrant
que ker(f +5Idg) et ker(f?+2 f + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications,
nous utiliserons la division euclidienne de X2 +2X + 1 par X + 5. On a en effet :

X2 42X 4+1=(X+5)Q+ 16,

avec @ € R[X] ('expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

F@) +2f (@) + 7 = (f +51dg) 0 Q(f)(Z) + 167. (1)

Remarquons également que 'on a: X3 +7X%2+ 11X +5= (X +5) (X? 4+ 2X + 1). En éva-
luant cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration
de la somme E = ker(f + 5Idg) + ker(f? +2 f +Idg):

P72 +11 f451dg = (f +51dg)o (2 + 2 f +1dg) = (f2+2f +1dg)o(f + 5ldg) . (})
Preuve de l’égalité E = F + G. Soit £ € E. On doit montrer qu’il existe (¢, 2) € ker(f +
5Idg) x ker(f? + 2 f +Idg) tel que: ¥ = ¢ + Z. Posons pour cela:

J= @)+ f @)+ oF et 7= (7 4+ 515) 0 QU(E)
= —f (D) +=f(¥)+—=Z, et: = — o 7).
16 8 16" 16 o

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: ¢ € ker(f + 5ldg), et: Z € ker(f? + 2 f + Idg). On a:

N

1

(f +51d5) (5) = (f+5IdE)(116f()+ @)+ T

z(f+51dE)o< 2yl f+IdE)(f

&) (f3+7f +11 f + 51dg) (7)

*

—~

—
=

16
0,
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donc: ¥ € ker(f + 5ldg) ; de méme, toujours grace a l'identité (x) de 1’énoncé:

(F+2f+1dg) (2) = —= (£ +2.f +1dg) ((f + 5ldg) 0 Q(N)()

PAHTH1Lf +51dR) (Q(F)()

16

A

—

*

=

il
i

donc: 7 € ker(f? 4+ 2 f + Idg). On a donc bien démontré que pour tout & € E, il existe
(¢, 72) € ker(f +5Idg) x ker(f?+2 f + Idg) tel que: ¥ =5+ Z. Donc: E = ker(f + 5ldg) +
ker(f? +2 f + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f+5Idg)Nker(f2+2 f4+1Idg) = {0}. Soit Z €
ker(f+5Idg)Nker(f2+2 f+Idg). Onadonc: (f + 5Idg) (Z) = 0, et: (f>+2 f +1dg) (¥) = 0.
En considérant () avec ce vecteur &, on a donc: 162 = 0 4+ 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si Z € ker(f 4 5ldg) Nker(f? + 2 f + Idg) alors Z = 0.
Ayant démontré: E = ker(f + 5Idg) Nker(f? +2 f +Idg), et que les deux sous-espaces sont
en somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 5ldg) Nker(f? + 2 f + Idg).
Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout # € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f + 5Idg) x ker(f? +2 f + Idg)
tel que: ¥ = i+ 2 (I'existence du couple montre que E = ker(f +5Idg) +ker(f2+2 f +1dg),
et I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢ et 2 qui conviennent, ce qui montrera l'unicité).

Analyse. Soit Z € E. On suppose qu'il existe (¢, Z) € ker(f +5Idg) X ker(f*+2 f 4+ Idg) tel
que: ¥ =+ Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2’; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¥ et Z. Pour voir ou aboutir, notons
que du fait que i € ker(f + 5Idg), on a: f(y) = —5y, et la condition Z € ker(f?+2 f + Idg)
implique: f2 (%) + 2f( 7) 4+ Z =0, puis: f2(2) = —2f (Z) — Z. Par conséquent, appliquer f
deux fois a 1’égalité ¥ = y + 7 suffit, puisque cela nous donne:

r =y +Z r = y + Z
f@) = f) +f(5) =1 [(@) = - 5 + f(?
@) = £+ @ = 2§ - 7 - 2f(%)

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, 2, et f(2) qui ne
nous intéresse pas): nous savons résoudre. Au lieu de se lancer dans un échelonnement
(qui marcherait en tres peu de calculs), on peut se contenter de remarquer que si l'on fait
I'opération Lz <— L3+ 2Ls, alors le systeme équivaut a:

7 — i o+ z
/(@) = - 5y + f(2)
P@+2f(E = 15§ - %

A ce stade, il suffit de faire 'opération L3 < L3+ L1, ou L3 < L3 — 151, pour en déduire
que si ¥ et Z conviennent, alors:
1 1 1 1 1 15

of @+ 68 et F=—0o (@) - of (1) + 57

Synthése. Soit T € E. Posons: § = 7= f2(Z) + 8f( T)+ 7, et: Z= — f2(Z) — + [ (2) + 27
Vérifions qu’on a bien & = i + 2 d’une part, et § € ker(f + 5ldg), 7 € ker(f? +2 f + Idg)
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d’autre part. La premiere vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct :
y + Z = Z. Vérifions donc que ¢ € ker(f + 5ldg) et 2’ € ker(f2 + 2 f 4 1Idg): cela revient a
démontrer que (f 4 5Idg) (7)) =0 et (f2+2f +1dg) () = 0. Or:

(F +51de) (7) = (f+51dE)<116f (f)+1f(f)+116:f>
( @)+ 5@+ 16 @) = (— @) - 21 @) - 17)

1—(f3< )+ 717 (&) + 11f (&) + 57)
=0,

puisque par hypothese de 'énoncé: f2+7 f2 411 f + 5Idg = Oy g ; donc § € ker(f + 5Idg).
Par un argument analogue :

15

16"

et comme: f3 = —7f2—11f—5Idg, on aaussi: f4 = —7f3—11f2 -5 f, ce qui permet de
simplifier I'égalité précédente pour en déduire: —¢ f4 (Z) — 1 f2 (Z) + 3 /2 () + 1 f () + 127

0, donc 7 € ker(f? + 2 f + Idp).

Ceci achéve de démontrer que pour tout Z € E, il existe ¢ € ker(f + 5Idg) et 2 € ker(f? +

2 f + Idg) uniques tels que: ¥ = i+ Z. Donc: E = ker(f + 5ldg) @ ker(f? + 2 f + Idg).

(P +2f +1d5) () =~ 1 @) = 1 @) + 2P @ + 17 (@) +

Remarque. Pour simplifier —¢ f* (Z) — 1 /3 (£) + 2 f* (Z) + 1 f (¥) + 124, une démarche plus
méthodique aurait été d’effectuer la division euclidienne de — 1 76X 4 1X 34 %X 2+ ZX + %2
par le polynéme annulateur X3 + 7X? + 11X + 5, pour remarquer que:

1 1 5 7. 15 1 3
— X - X X X+ — = (XPHTXPH 11X +5 ( —X )
16 R S R T; = (X7 +7X°+ 11X +5) 6" 16
(le reste est nul), de sorte que trivialement :
Ll 1+ f2+ f+EId = (7 +11f +5ldp) o ( f+3d>
16 16 ° F 16~ °

= Opp).

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 <(Un)n>o) =

f ((Un—s—l)n;()) = (U(n+1)+1)n>0 = (un+2)n20, et:

f? ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

2 () mg) + 78 () m0) + 10 ((n)sg) + 5 (tn)sg = (s + Ttnra + 1t gs +510) .2
= (O>n>0
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car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
[P+ T7 2+ 11 f +5ldg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* +7 f* +
11 f+5Idg), or f347 f2+11 f +5Idg commute avec f en tant que polynome en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, a savoir
que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f + 5Idg) @ ker(f% + 2 f + Idg). Autrement dit : toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f +5Idg) et d'une suite dans ker(f?+2 f +Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter
ces deux sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € E,ona:

(ttn) s € ker(f +5Idg) <= £ ((tn)50) + 5 (tn)sg = (0),2 <= V1 € N, upy1 = —5uy,.

Autrement dit: ker(f + 5Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —5,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=5)"),, avec a € R. Ensuite:

(un)n>0 S ker(f2 +2f+1dg) <= f2 ((un)n>o) +2f ((un)n>o) + (Un)n>o = (0)n>0
<~ VneN, upio+ 22Uy +u, =0.

Autrement dit: ker(f? + 2 f + Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation
de récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique
est: 7?2 + 27 + 1 = 0. Identité remarquable oblige, on reconnait la: (r + 1)2 = 0, et on en
déduit que I’équation caractéristique admet pour unique solution: » = —1. La théorie des
suites récurrentes linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant
la relation ci-dessus sont celles de la forme:

Vn €N, u, = (bn +c)(—1)", avec (b, c) € R

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f + 5Idg) @ ker(f* + 2 f + Idg) si et seulement si
(Un) 0 est somme dun élément de ker(f + 5Idg) et d'un élément de ker(f* 42 f +Idg), si
et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

I(a,b,c) €R®, Yn €N, u, =a-(=5)"+ (bn+¢c) (—=1)".

Corrigé 87. + page 18

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X — 1 et X2 + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X — 1
admet 1 pour unique racine, mais que le second polyndéme évalué en 1 donne: 2 # 0. Ils sont
donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f —Idg) @ ker(f* + Idg) = ker ((f —1Idg) o (f2 + IdE)>
=ker(f* — f2+ f —1dg).
Or d’aprés I'égalité (x) on a: f3 — f2+ f —Idg = O(p), donc: ker(f* — f>+ f —Idg) = E.
D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
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ker(f — Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 +1 par X — 1. On a en effet:

X2+1=(X-1Q+2,

avec () € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

(@) +7 = (f —1dg) 0 Q(f)(T) + 27. (1)

Remarquons également que 'on a: X? — X2+ X —1 = (X — 1) (X? + 1). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg) :

[P P4 f=1dp = (f —1dg) o (f*+1dp) = (f* +1dg) o (f — dp). (1)
Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu'il existe (7, 2) € ker(f —
Idg) x ker(f? + Idg) tel que: & = i + Z. Posons pour cela:

F-LP@iE e F= (-0 QU@

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f — Idg), et: Z € ker(f? +Idg). On a:
, | o
(F 1) (7) = (7 — 1dg) (5% (2) + 57)
1 1
= (f—1Idg)o (2 I2+ 2IdE> (@)
w1/ 2 -
=5 (1= f-1dp) @

*

g

—
~

donc: y € ker(f — Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+1dg) (2) = ; (2 +1dg) ((f = 1dg) 0 Q(F)(%))
(12— 2+ 1dp) (QUN(@))

—

*

S N

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (7, %) €
ker(f —Idg) x ker(f? 4+ Idg) tel que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f — Idg) Nker(f2 4 Idg) = {0}. Soit # €
ker(f — Idg) N ker(f? + Idg). On a donc: (f —Idg) (&) = 0, et: (f2 +1dg) (£) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur &, on a donc: 27 = 040 =0, d’ot le résultat : on a montré
que si # € ker(f — Idg) Nker(f? + Idg) alors # = 0.

Ayant démontré: E = ker(f — Idg) Nker(f* + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f — Idg) Nker(f* + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € E, il existe un unique couple (i, %) € ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = ¢ + 7 (I'existence du couple montre que F = ker(f — Idg) + ker(f? + Idg), et
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I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’une seule possibilité pour
les ¢/ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (¢, 2) € ker(f — Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer g et z, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et Z'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢ + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f — Idg), on a: f(¢) = ¥, et la condition z' € ker(f? + Idg)
implique: 2 (2)+ 2 = 0, puis: f2 (Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois a 1'égalité
T =y + Z suffit, puisque cela nous donne:

r =y +zZ r = ¥y + Z
[@) = fy) +f(5) <=4 /@) = 74 + f(Z)
(@) = ) +£22) @ =y -z

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, z, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 < L3 + Ly, ou
L3 + L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si ¥ et 2’ conviennent, alors:

i3
8l

l\')\»—t

et: :——fz()

l\')\»—t

7= 3 @)+

Synthése. Soit ¥ € E. Posons: § = £ f*(Z) + 3@, et: £ = —3 f? (&) + 5&. Vérifions qu'on a
bien & = ¢+ Z d’une part, et § € ker(f — IdE) 7 € ker(f? + Idg) d’autre part. La premicre
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2" = Z. Vérifions donc
que i € ker(f —Idg) et 2 € ker(f2 4 Idg) : cela revient & démontrer que (f — Idg) (7) = 0
et (f2+1dg) (£) = 0. Or:

~ 1dg) (52 (@) +

1., 1, . 1
@+ 5 @) - (352 @ +57)
(FP @@+ f@-7)

(f —1dg) (¥) =

—_

(f
E

"2
0

puisque par hypothése de Pénoncé: f* — f2 + f —Idg = Oy ; donc ¢ € ker(f — Idg). Par
un argument analogue :

(F+1ds) (5) = —2 1 () + 27

2 277

et comme: f* = f%— f+Idg, on a aussi: f* = f3 f2 + f, ce qui permet de simplifier
Pégalité précédente pour en déduire: —1 f* (%) + 27 = 0, donc 7 € ker(f? + Idg).
Ceci acheve de démontrer que pour tout 7 € E, il ex1ste v € ker(f—1Idg) et 2 € ker(f2+1dg)
uniques tels que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f — Idg) @ ker(f* + Idg).

Remarque. Pour simplifier —= f4 ( ) + 1 Z, une démarche plus méthodique aurait été d’ef-
1

fectuer la division euclidienne de — X 4 + 3 par le polynome annulateur X S X2+ X -1,
pour remarquer que:
1 1

—2X4+2:(X3—X2+X—1)-(—1X—1)
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(le reste est nul), de sorte que trivialement :

I T 1.1
_§f +§IdE—<f —f +f—IdE>O<—2f—21dE)

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (un)n>0 de E, on a: f? <(u")n20) =

f ((un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),505 €6

f? ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (u(”+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f? ((un>n>0> ~f? ((un>n>o> +f ((un)ngo) = (Un) pz0 = (Unt3 = Unsa + Unj1 — Un),,2g
= (0)n>0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
3= f*+ f —Idg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* — f2+ f —Idg),
or f3— f2+ f —Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C F).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f —Idg) @ ker(f*+1dg). Autrement dit : toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f —Idg) et d'une
suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € £, on a:

(ttn)pso € ker(f = Tdg) <= f ((n),29) = (Un)yzg = (0),20 <= Y0 € N, tny1 = uy.

Autrement dit : ker(f —Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,)
(@), avec a € R. Ensuite:

n=0 =

(un)n>0 € ker(f2 +1dg) <= f2 ((un)n;o> + (un)n>0 = (0)n20
< VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit: ker(f? + Idg) est l'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? +1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ry = —i (jlose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de r; est: r; = 21" La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u, = bcos (2 7Tn> + csin <2 7m> , avec (b, c) € R?.
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Concluons. On a (uy),, € E = ker(f —Idg) @ ker(f* + Idg) si et seulement si (uy,),,-, est
somme d’un élément de ker(f — Idg) et d'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

1 1
J(a,b,c) € R®, ¥n €N, u, = a+ bcos (2 7m> + csin (2 7rn> .

Corrigé 88. + page 18

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/5,—\/5,2}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/5) (X — \/5) (X —2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f = 20dg) o (f = V2Idg) o (f + V2Idg) = (f — 21dg) o (f* — 21dp)
=2 —2f+41dg

v OL(&),

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/5, —V/2, 2}, et on a

comme attendu: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — v/2Idg) ® ker(f + v/2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),., de E, on a: f? ((un)n>o) =

f ((un+1)n>0) = (U(n+1)+1>n>0 = (un+2)n>0’ et

f? ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>0)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+l)n>o = (Un+3) 0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

P ((n)0) = 207 () 20) = 2F (W) 20) = (tnes — 2tnsz — 2uni1),2
= (—4un),~

car (), vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2=2f?2—2 f = —4ldg (cette identité prouve en passant que F = ker(f>—2 f2—2 f+41dg),
or f3—2 f2—2 f+4ld commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — v/2Idg) @ ker(f + v/2Idg). Autrement dit : toute suite de E
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
dans ker(f — 2Idg), dans ker(f — v/2Idg) et dans ker(f + +/2Idg). Or il s’avere qu’on sait
expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € F,ona:

(Un),so € ker(f —2ldg) <= f ((un)@O) =2 (Un)pso = (0),50 <= VN €N, upy1 = 2u,,.

Autrement dit : ker(f —2Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 2, c’est-

a-dire de la forme (uy,),-, = (a-2"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
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de ker(f — /2Idg) et ker(f + v/2Idg).
Concluons. On a (uy),-, € E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — v2Idg) @ ker(f + v2Idg) si et

seulement si (uy),, est somme d'un élément de ker(f — 2Idg), de ker(f — V2Idg) et de
ker(f 4+ v/2Idg), si et seulement si, d’aprés I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

J(a,b,c) €R?, ¥n €N, u, = a-2”+2%"b+c(_\/§)"

Corrigé 89. < page 18

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les no;raux dans

le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1, —% V5 + %, % V5 —I—% . D’apres
le critéere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
i (2X + /5 — 1) (2X — 5 — 1) (X — 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un

polynéme annulateur de f. Or:

(F=1dp)o (= (35 +3)1de) o (1= (=5 VB+3) Me) = (7 = dg) o (2 f — 1d)
=f—2f+1dg

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {1, —% V5 + %, % V5 + %},

et on a comme attendu: F = ker(f — Idg) @ ker(f — (%\/5%—%) Idg) ® ker(f —
(-% V5 + %) Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de E, on a: f? ((un>n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Un2),50, €:

P2 ((n)nzo) = £ (7 ((n)zo)) = £ ((ns2)nne) = (wrore), ) = (tnsa) s

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt ssultat total t différent si lculez & tort
2 3

(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

f? ((un)n;o) —2f? ((un)n>o> = (Unts — 2un+2)n>0
= (_“n)n>0

car (uy),-, vérifie (f) par définition de E. On en déduit que I'endomorphisme f de E
vérifie: f? — 2 f?2 = —Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f® — 2 f? + Idg),
or f3 —2f? 4+ 1Idp commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E =ker(f—Idg)®ker(f— (% V5 + %) Idg)®ker(f— (—% V5 + %) Idg). Autrement dit : toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f—Idg), dans ker(f— (% V5 + %) Idg) et dans ker(f— (—% V5 + %) Idg).
Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(Un) s € E, on a:

(tn) sg € ker(f —Tdg) <= f ((n),20) = (Un)yng = (0),20 <= Y0 € N, tny1 = uy.
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Autrement dit : ker(f—Idg) est 'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,),, =

(a),s0 avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f ( V5 + )IdE) et
ker(f — (=3 v5+3) Idg).

Concluons. On a (un),., € E = ker(f — Idg) @ ker(f — (l V5 + l) Idg) & ker(f —
(—l V5 + l) Idg) si et seulement si (uy),-, est somme dun élément de ker(f — Idg), de
ker(f ( V5 + )IdE) et de ker(f — (—5 V5 + 5) Idg), si et seulement si, d’apres 1'expli-

citation ci-dessus de ces noyaux:

1y - 1y
J(a,b,c) € R?, ¥n € N, un:a+b<2\/g+2> +c<—2\/5+2) .

Corrigé 90.

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/5,—\/5,1}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/5) (X — \/§) (X — 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f —1dg)o (f — V2Idg) o (f + V2Idg) = (f —1dp) o (f* — 2Idp)
=f—fF-2f+2dg

(;) 0L(E)7

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/5, -2, 1}, et on a

comme attendu: E = ker(f — Idg) ® ker(f — v/2Idg) @ ker(f + v/2Idg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de £, on a: f ((un)n>0) =

f ((un+1)n>0) = (U(n+1)+1)n>0 = (Un+2)n>0, et:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)ngo)) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+l)n>0 = (un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f? ((Un)ngo) — f? ((Un)ngo) —2f ((un)n>0) + 2 (un)n>0 (Un+3 — Uny2 — 2Uny1 + 2un)n>0
= (0)n>0

car (un),5, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de £ vérifie:
2= f?=2 f+2Idg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f*— f?—2 f+2Idg),
or f2— f2—2 f+2Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f — Idg) @ ker(f — v/2Idg) @ ker(f + v/2Idg). Autrement dit: toute suite de F

(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
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dans ker(f — Idg), dans ker(f — v/2Idg) et dans ker(f + v/2Idg). Or il s’avere qu’on sait
expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>o € F,ona:

(Un)n>o cker(f —Idg) <= f ((Un)n>o> - (Un)n>0 = (0)@0 = Vn €N, upp1 = up.

Autrement dit : ker(f—Idg) est I'espace vectoriel des suites constantes, de la forme (u,,), -, =
(@), avec a € R. On trouve de méme pour les éléments de ker(f—+/2Idg) et ker(f++/2Idg).
Concluons. On a (uy), € E = ker(f—Idg)@ker(f—+/2ldg)Pker(f++/21dE) si et seulement
si (Un),,5 €st somme d’un élément de ker(f —1Idg), de ker(f —v/2Idg) et de ker(f+v/21dg),

si et seulement si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

E|<a7 b7 C) € jo Vn € N, Uy = a+2%”b+c(_\/§)n

Corrigé 91. + page 19

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {\/5,—\/3, —4}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X + \/3) (X — \/3) (X +4), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynéme
annulateur de f. Or:

(f +41dg) o (f — V3Idg) o (f + V3Idg) = (f + 41dg) o (* - 31d)
=441 -3f—12ldg
“

= VL(E),

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {\/g, —/3, —4}, et on a
comme attendu: E = ker(f + 4ldg) @ ker(f — v/3ldg) @ ker(f + v/31dg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans £, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),, de £, on a: 12 ((“n)n>o) =

f ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1>n>0 = (Unt2),50, €:

f? ((un)ngo) =f (f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

P2 ((Wn)so) + 472 ((n)yn0) = 3F ((tn)n0) = (s + Btz — Btngn), g
= (12un)n>0

car (uy),s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f3+4 f2—=3 f = 12Idg (cette identité prouve en passant que £ = ker(f3+4 f2—3 f—12Idg),
or f3+4 f?2—3 f—12Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir que f(F) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f + 4ldg) @ ker(f — v/3ldg) @ ker(f + v/3Idg). Autrement dit: toute suite de F
(qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite
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dans ker(f + 4Idg), dans ker(f — v/3Idg) et dans ker(f + v/3Idg). Or il s’avére qu’on sait
expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)ngo € F,ona:

(ttn)so € ker(f +41dg) <= £ ((un),20) + 4 (tn),ng = (0),29 <= Y € N, w1 = —duy,.

Autrement dit: ker(f + 4Idg) est 'espace vectoriel des suites géométriques de raison —4,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=4)"),>, avec a € R. On trouve de méme pour les
éléments de ker(f — v/3Idg) et ker(f + v/3Idg).

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f + 4ldg) @ ker(f — v/3ldg) @ ker(f + v/3ldg) si et
seulement si (uy),-, est somme d'un élément de ker(f + 4ldg), de ker(f — V3ldg) et de
ker(f 4+ v/3ldg), si et seulement si, d’aprés I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

Ha,b,c) €R®, Vn €N, uy = a- (—4)" + 32" + ¢ (—v/3)"

Corrigé 92. + page 19

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 2 et X2 + 3 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 2
admet —2 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —2 donne: 7 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f + 2Id) @ ker(f? + 31dg) = ker ((f + 2Idg) o (f* + 31dg))
=ker(f*+2f*+3f+6ldg).
Or d’apres Dégalité () ona: f34+2 f2+3 f+6Idg = Op,g), donc: ker(f?+2 f243 f+61dg) =
E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 2Idg) + ker(f? + 3Idg), puis en montrant que

ker(f + 2Idg) et ker(f? + 3Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 3 par X + 2. On a en effet:

X2 +3=(X+2)Q+7,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € F, nous obtenons:

f2(&) + 37 = (f +2ldg) o Q(f) () + T4 (1)

Remarquons également que l'on a: X? + 2X? + 3X + 6 = (X + 2) (X% + 3). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + 2Idg) + ker(f* + 3Idg) :

P22 43f46ldg = (f +2Idg) o (f2+3IdE) = (f2+31dE) o(f+2Idg). (f)

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (¢, 2) € ker(f +
2Idg) x ker(f? + 3Idg) tel que: Z = i + Z. Posons pour cela:

(f +2ldg) 0 Q(f)(2).

~J|

J=-f (@) + o2, et: Z=
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Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: y € ker(f + 2Idg), et: Z € ker(f* + 3Idg). On a:

1 3

(f +21dg) () = (f + 21dg) <7f2 (7) + 75)

= (f +2Idg) o (,17 2+ iIdE> (%)

;1(f3+2f2+3f+61d15) ()

7
0,

—
-+

—

*

~

donc: y € ker(f + 2Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f2+31dg) (2) = ; (2 +31dg) ((f + 21dp) 0 Q(f)(%))
DL (420243 f +61ds) (QU) (@)

donc: 7 € ker(f? + 3Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe (¢, 2) €
ker(f+2Idg) x ker(f?+3Idg) tel que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f +2Idg) +ker(f?+ 3Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f + 2Idg) N ker(f? + 3Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f 4 2Idg) Nker(f2 +3Idg). On a donc: (f + 2Idg) (£) = 0, et: (f2+ 3Idg) (Z) = 0.
En considérant (1) avec ce vecteur #, on a donc: 72 = 0 + 0 = 0, d’ott le résultat: on a
montré que si Z € ker(f + 2Idg) Nker(f2 4 3Idg) alors # = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + 2Idg) Nker(f? + 3Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 2Idg) Nker(f? + 3Idg).

Démonstration treés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (¢, 2) € ker(f + 2Idg) x ker(f? + 3Idg) tel
que: & = ¢ + Z (I'existence du couple montre que E = ker(f + 2Idg) + ker(f? + 3Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et Z qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit © € E. On suppose qu'il existe (7,2) € ker(f + 2Idg) x ker(f? + 3Idg) tel
que: ¥ = i+ 2. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par 1 et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par i/ et 2. Pour voir ou aboutir, notons
que du fait que ¢ € ker(f + 2Idg), on a: f(y) = —2y, et la condition Z € ker(f? + 3Idg)
implique: f2 (%) + 32 = 0, puis: f2(Z) = —37. Par conséquent, appliquer f deux fois &
I'égalité ¥ = iy + 2z suffit, puisque cela nous donne:

i o= 17 T q + z
f(@) = [ +f(2) =< f@ = - 27 + f(?
2@ = A9 +r22) 2@ = A7 — 37

Nous avons 1a un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + 3Lq, ou
L3 < L3 — 4L,, pour avoir immédiatement que si ¥ et Z conviennent, alors:

N
y==f (7) +

3 1 4
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Synthése. Soit T € E. Posons: i = £ f2 (&) + 2, et: 7= —1f2(¥) + 24 Vérifions qu'on a
bien ¥ = ¢+ Z d’une part, et i € ker(f +2Idg), Z € ker(f?+3Idg) d’ autre part. La premiere
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f +2Idg) et Z € ker(f2+3Idg) : cela revient & démontrer que (f + 2Idg) (7) = 0
et (f2 + 3Idg) (2) = 0. Or:

puisque par hypothese de Pénoncé: f? 42 f2+ 3 f 4 6Idg = Org); donc ¥ € ker(f + 2Idg).
Par un argument analogue :

(/2 +31ds) (2) = =2 (2) + 22 () + 172

et comme: f3 = —2f%2 —3f —6ldg, on a aussi: f4 = —2f3 -3 f2—6f, ce qui permet
de simplifier 'égalité précédente pour en déduire: —2 f*4 (&) + 1% (%) + 27 = =0, donc 7 €
ker(f? + 3Idg).

Ceci achéve de démontrer que pour tout Z € E, il existe ¢ € ker(f + 2Idg) et Z € ker(f? +
3ldg) uniques tels que: ¥ =+ 2. Donc: E = ker(f + 2Idg) @ ker(f? + 3Idg).

Remarque. Pour simplifier —% (@) +4 112(Z) + 27, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de —1X 4 1X 2 + 1—72 par le polynéome annulateur
X3 +2X?% 4 3X + 6, pour remarquer que:

1 1 12 1 2
SoX X4 = (X0 2X 43X 1 6) - (X 4+ 2)
X X = (X0 2XP 43X 4 6) - (X
(le reste est nul), de sorte que trivialement :
1 1 12
o[PS = (P 427 48] 4 6ldp) o (—f+ IdE>
= Ou(p)-

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja 1'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de E, on a: 12 ((u")n20) =

/ ((un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €t:

f? ((un)n>0> =f <f2 ((Un)ngo)) =f ((Un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0
(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

2 ((Wn)nso) + 26 ((n)ng) +3F ((Un)nz0) + 6 (n)ng = (nys + 2tnyz + Bun i1 + 6un), 2
= (O)n>0
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car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2+2f*+3f+6ldg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f? + 2 f2 +
3f+6ldg), or f3+2f2+3 f+6Idg commute avec f en tant que polyndome en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncgai plus haut, a savoir
que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit : £ = ker(f +2Idg) ®ker(f?+3Idg). Autrement dit : toute suite de E (qu’on
cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f + 2Idg) et d’une suite dans ker(f? + 3Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux
sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@() € E,ona:

() =0 € ker(f + 20dp) <= f ((n),n) + 2 (n),n9 = (0),59 <= V1 € N, w11 = —2u,.

Autrement dit: ker(f + 2Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —2,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=2)"),5, avec a € R. Ensuite:

(tn), € ker(f2 + 3Idg) <= £* ((un),20) + 3 (tn) 20 = (0),5¢
< Vn €N, upio+ 3u, = 0.

Autrement dit: ker(f? + 3Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r? + 3 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = ivV3etry=—iv3
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ry est: r; = V/3e2™. La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1 1
vneN, u, = (bcos (2 7m> + csin <2 7T’I”L))32n, avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f + 2Idg) @ ker(f? + 3Idg) si et seulement si (uy),,-,
est somme d’un élément de ker(f + 2Idg) et d’'un élément de ker(f? + 3Idg), si et seulement
si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1 1
J(a,b,c) eR? VneN, u, =a-(-2)" + (bcos (2 ﬂn) + csin (2 7rn>>32".

Corrigé 93. + page 19

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 + 21 sont deux
polyndémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —1 donne: 22 # 0.
Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f 4+ Idg) @ ker(f? + 211dg) = ker ((f +1dg) o (f2 + 21IdE))
= ker(f* + f*+21 f + 211dg).

Or d’apres 'égalité (x) ona: f3+ 2421 f+21Idg = Oyg), donc: ker(f?+ f?+21 f+211dg) =
E. D’ou le résultat.
Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
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deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 211dg), puis en montrant que
ker(f + Idg) et ker(f? + 211dg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X? + 21 par X + 1. On a en effet:

X2 421 =(X+1)Q+ 22,

avec @ € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
T € FE, nous obtenons:

f2(2) + 217 = (f +1dp) 0 Q(f)(7) + 227. (1)
Remarquons également que 'on a: X? + X2 +21X +21 = (X + 1) (X2 + 21). En évaluant

cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + Idg) + ker(f? + 211dg) :

Pt P21 f+21dg = (f +1dg) o (f2+211dE) = (f2+21IdE) o(f+Idg). (1)

Preuve de l'égalité E = F 4+ G. Soit ¥ € E. On doit montrer qu'il existe (v, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? + 21Idg) tel que: Z = i/ + Z. Posons pour cela :

J= g @+ SE et F= o (f+1dp) 0 QU(E)

Isoler ¥ dans 1’égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f + Idg), et: Z € ker(f? + 21Idg). On a:
( +18) () = (7 +1e) (5 f2<*>+21*)
g Bi\g27 W T "

= (f +1p)o (55 + S1de) ()
&)

/\

2—(f3+f2+21f+211dE)( 7)

2,

—

donc: i € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(f?+211dg) (z*> = i 5 (7 +211de) ((f +1dg) 0 Q) (@)
5 (217 421 f + 211 ) QU (@)

donc: 7 € ker(f%+211dg). On a donc bien démontré que pour tout # € F, il existe (7, 2) €
ker(f +1dg) x ker(f?+21Idg) tel que: ¥ = ¢+ 2. Donc: E = ker(f + Idg) + ker(f? +211dg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f + Idg) N ker(f2 + 21Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f + Idg) Nker(f% + 211dg). On a donc: (f + Idg) (@) = 0, et: (f2 + 211dg) (¥) = 0.
En considérant (1) avec ce vecteur &, on a donc: 227 = 0 + 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si & € ker(f + Idg) N kelr(f2 + 21Idg) alors & = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 211dg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + 211dg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (i, Z) € ker(f + Idg) x ker(f? + 211dg) tel
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que: & = ¢ + Z (I'existence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? + 211dg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et Z qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit © € E. On suppose qu'il existe (7,2) € ker(f + Idg) x ker(f? + 21Idg) tel
que: ¥ = i+ 2. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que i € ker(f+Idg), on a: f(y) = —¢, et la condition Z € ker(f*+211dg)
implique: f2(Z) 4 217 = 0, puis: f2(Z) = —21%. Par conséquent, appliquer f deux fois &
Iégalité ¥ = i + z suffit, puisque cela nous donne:

i o= g +7 i = q + z
f@ = fly) +f2) <=4 f@ = - ¢ + f(2)
2@ = Ay +2) f2(2) j — 217

Nous avons la un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, 2, et f(Z) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération Lg <— L3+ 21L;, ou
L3 < L3 — Ly, pour avoir immédiatement que si ¥ et 2’ conviennent, alors:

= = t: = 7
m 22f (Z) + 5ol € Z 22f (%) + 557
Synthése. Soit T € E. Posons: § = 55 f2 (Z) + 27, et : 7= — 55 f? (Z) + 554 Vérifions qu'on a

bien ¥ = 5+ Z d’une part, et i € ker(f +1dg), Z € ker(f?+211dg) d’autre part. La premiére
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: iy + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f +1dg) et Z € ker(f2+211dg) : cela revient & démontrer que (f + Idg) (7) = 0
et (f2 +211dg) (2) = 0. Or:

(F+106) () = ( +10p) (5 () + o7
= (5572 @)+ 55 @) = (5572 @ — 57)
1

puisque par hypothése de I'énoncé: f3 + f? 421 f + 21Idg = Oy gy ; donc ¢ € ker(f + Idg).
Par un argument analogue :

(7 +211dp) (2) = =5 f* (2) = =2 (F) + 557,

et comme: f3 = —f2 — 21 f —211dg, on a aussi: f* = —f3 — 21 f2 — 21 f, ce qui permet
de simplifier 1’égalité précédente pour en déduire: —%f‘l (%) — % 2(2) + %f = 0, donc
7 € ker(f? + 211dg).

Ceci acheve de démontrer que pour tout 7 € E, il existe i € ker(f + Idg) et ' € ker(f? +
211dg) uniques tels que: ¥ = ¢+ Z. Donc: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + 211dg).

Remarque. Pour simplifier — 5 f* () (Z)+ 247, une démarche plus méthodique aurait
été d’effectuer la division euclidienne de —%X 4 %X 2 + % par le polyndome annulateur
X34 X2 4+ 21X + 21, pour remarquer que :

1 10 21

1 1
—— X' X2 T = (X3 XP 21X +21) - <—X )
22 e T ( A * ) 2 T

10 2
11
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(le reste est nul), de sorte que trivialement :

1, 10, 21 . < 1 1 )
o “ldp = 21 f + 211d 414
! Tl tplde (£ + f2+21f +211dg) 0 50/ T plde

Plus généralement, la connaissance d’'un polyndéme annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja I'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (un)n>0 de E, on a: f? ((u")n20) =

f <(u”+1)n>0) - (u(”“)“)@o = (tn42),,50, €F:

f? ((un)ngo) =/ <f2 ((un)n>0>) =/ ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez & tort
2 3
(f ((un)n>0)> et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

f? ((un)n>o) + f? ((un)ngo) +21f ((un>n>o) + 21 (Un) 50 = (Unts + Unsa + 21uppr + 21u,), 5

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie :
3+ 12421 f+211dg = Op) (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+ f>4+21 f +
211dg), or f3 + f? + 21 f + 211dg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus haut, a savoir
que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice,
et on en déduit: £ = ker(f +Idg) @ ker(f?+211dg). Autrement dit : toute suite de £ (qu'on
cherche justement & expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f +Idg) et d’une suite dans ker(f? +211dg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux
sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (Un)@() € E,ona:

(tn) s € ker(f +1dg) <= f ((tn)ysg) + (Un)ysg = (0),50 <= Y0 €N, tpi1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),5, avec a € R. Ensuite:

(tn)s0 € Ker(f? + 211 g) <= £ ((un),120) + 21 (1), = (0),.2
<~ VneN, u, o+ 21u, = 0.

Autrement dit: ker(f? + 21Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r2 421 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes 1 = i v/21 et ry = —i /21
(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de 71 est: r; = V21ezi™. La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1
VneN, u, = (bcos (2 ﬂn) + csin (2 7m>>215", avec (b,c) € R%,
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Concluons. On a (uy),, € E = ker(f +1dg) @ ker(f* + 21Idg) si et seulement si (uy),,,
est somme d’un élément de ker(f +Idg) et d'un élément de ker(f*+ 211dg), si et seulement
si, d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
J(a,b,c) €ER? YneEN, u, =a-(—1)" + (bcos (2 7m> + csin (2 7m>)21%".

Corrigé 94. + page 19

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe de-
mandée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux
dans le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {—3 V6, 2,3\/6}. D’apres le
critere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
(X +3 \/63 (X -3 \/6)(X — 2), qui est scindé et a racines simples sur R, est un polynome
annulateur de f. Or:

(f —2Idg) o (f —3V6ldg) o (f +3V6ldg) = (f — 2Idg) o (f* - 541dp)
= f*—2f*—54f+108ldg

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {—3 v6,2.3 \/6}, et on
a comme attendu: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — 3/61dg) @ ker(f + 3+/61dg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),., de E, on a: 12 ((un)@o) =

! <(u”+1>n>0) - (u(”“)“)@o = (Unt2) 2, €t

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n>0

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt ésultat total t différent si lculez a tort
2 3

(f ((un)n>0)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E:

£ ((Wn)yz0) = 202 ((n)yn0) = 54F ((tn)sg) + 108 (tn),ng = (Uns — 2tni2 — 54t sy + 108uy), 2

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f?—2f*—=54 f+108ldg = Orp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f? —2 f? —
54 f+1081Idg), or f3—2 f?2—54 f+108Idr commute avec f en tant que polyndme en f, donc
son noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annongai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premieére question de cet exercice,
et on en déduit: E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — 31/61dg) @ ker(f + 3 v/6ldg). Autrement dit :
toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme
somme d’une suite dans ker(f — 2Idg), dans ker(f — 3/6Idg) et dans ker(f + 3+v/6ldg).
Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(Un),so € F, on a:

(tn)sg € ker(f = 20dg) <= f (tn),20) = 2 (n),20 = (0),20 <= ¥n € N, tpy1 = 2u,.

Autrement dit : ker(f —2Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 2, c’est-

a-dire de la forme (uy,),-, = (a-2"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments
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de ker(f — 31/61dg) et ker(f + 3/61dg).
Concluons. On a (uy,),5, € E = ker(f — 2Idg) @ ker(f — 3V/61dg) & ker(f + 3V/61dg) si et

seulement si (u,),,5, est somme d'un élément de ker(f — 2Idg), de ker(f — 3V/61dg) et de
ker(f 4+ 3+/61dg), si et seulement si, d’apres explicitation ci-dessus de ces noyaux:

Ia,b,c) ER®, VneN, u, =a-2"+b(3V6) +c(-3v6)"

Corrigé 95. + page 20

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus les noyaux dans le
membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {1 V4l 1+3%, -1 \/_ 1+3,— } D’apres
le critére polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de demontrer que le polynome
i (2 X ++/41 — 3) (2 X — /41 - 3) (X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynéme annulateur de f. Or:

(f+IdE)o( ( VAT + )IdE> (—(—W+ )IdE):(f+IdE)o(f2—3f—81dE)
= f3—2f*—11f—8ldg

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
{l\/ —|—§ —l\/41+§ — }, et on a comme attendu: E = ker(f + Idg) @& ker(f —

(3 VAT + ) 1dp) @ ker(f — (—4 VAL + §) 1dp).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((un)@o) =

7 (Orethn) = (i) = () 1

f3 ((un>n>0) =f <f2 ((Un)n>0)> =/ ((un+2)n>0) = (u("+2)+1)n>0 = (Un+3)n;0

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt csultat total t différent si lculez a tort
2 3

(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0>> ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E'

f3 ((un)n>o) - 2f2 ((un)n>0) —11f ((Un)ngo) -8 (un)n>o (Uny3 — 2Unyo — Tupyy — 8un)n>0
= (0)n>0

car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
fP=2f*—11f — 8ldg = O (cette identité prouve en passant que E = ker(f* —2 f* —
11 f—8Idg), or f2—2 f2—11 f —8Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son
noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir
que f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypothéses de la premiére question de cet exercice,

et on en déduit: F = ker(f +1dg) @ ker(f ( VAL + ) Idg) @ ker(f — (—f VAL + ) Idg).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)

s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + Idg), dans ker(f ( VAl + ) Idg) et dans

ker(f— (—f V4l + ) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:

(t1n) =0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)z0) + (Un)ysg = (0),29 <= Y0 € N, U1 = —u,,.
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Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — ( VA4l + )IdE) et ker(f — (—f VA4l + )IdE)
Concluons. On a (un),, € E = ker(f + Idg) @ ker(f — ( VA4l + )IdE) ® ker(f —
(—%\/ﬂ%— §) Idg) si et seulement si (uy),., est somme d'un élément de ker(f + Idg),

de ker(f — (1 VAL + )IdE) et de ker(f — (—f VAL + )IdE) si et seulement si, d’apres
I’explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 n 1 n
3(a,0,¢) € B, Vi €N,y =a- (<1 +b(3 VAT +5) +e( -3 VAT +3)

Corrigé 96. + page 20

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 1 et X2 + 1 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 1
admet —1 pour unique racine, mais que le second polynome évalué en —1 donne: 2 # 0. Ils
sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f +Tdg) @ ker(f? + Idg) = ker ((f +1dg) o (f* + 1dg))
=ker(f* + f2+ f +1dg).

Or d’apres I'égalité (x) on a: f3+ f2 + f + Idg = O, donc: ker(f* + f2+ f+1dg) = E.
D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg), puis en montrant que
ker(f + Idg) et ker(f? + Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 1 par X + 1. On a en effet:

XP+1=(X+1)Q+2,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de @) n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

F2E) + 7 = (f +1dg) 0 Q(f)(T) + 2. ()

Remarquons également que I'on a: X3+ X?+ X +1 = (X + 1) (X? +1). En évaluant cette
égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de la
somme F = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg):

PPH P+ f+1de = (f +1dp) o (f2+1dp) = (2 +1dp) o (f +1dp) . (1)

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (¢, 2) € ker(f +
Idg) x ker(f? + Idg) tel que: ¥ = i + Z. Posons pour cela:

(f +1dg) 0 Q()(2).

Z, et:

DN | —
l\’)\}—t

7= 5f @+
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Isoler 7 dans I'égalité () implique immédiatement que 'on a: ¥ = ¢ + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f +1Idg), et: Z € ker(f?* +Idg). On a:

1

(F +15) () = ( +1d5) (2 @)+ 57)

= (f +1dg) o (; 2+ ;IdE> (%)
(i);<f3+f2+f+1dE) (@)

*

=0,

—
~

donc: i € ker(f + Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I’énoncé:

(7 + 1) (2) = 5 (£ + ) ((F + 1ds) 0 Q@)
DL (p 1) @)

donc: 7 € ker(f? + Idg). On a donc bien démontré que pour tout 7 € E, il existe (¥, %) €
ker(f +Idg) X ker(f? + Idg) tel que: ¥ =g+ Z. Donc: E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg).

Preuve que la somme est directe. Montrons : ker(f 4+ Idg) Nker(f? 4+ Idg) = {0}. Soit & €
ker(f 4 Idg) N ker(f2 4 Idg). On a donc: (f +1Idg) (Z) = 0, et: (f>+1dg) (¥) = 0. En
considérant (1) avec ce vecteur Z, on a donc: 2% = 0+ 0 = 0, d’ott le résultat : on a montré
que si 7 € ker(f + Idg) Nker(f? + Idg) alors Z = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + Idg) Nker(f? + Idg), et que les deux sous-espaces sont en
somme directe, on peut conclure: E = ker(f + Idg) Nker(f? + Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout ¥ € F, il existe un unique couple (7, 2) € ker(f + Idg) X ker(f? + Idg) tel
que: ¥ = ¢ + Z (Iexistence du couple montre que E = ker(f + Idg) + ker(f? + Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese ('analyse démontrera en méme temps qu’il n'y a qu’'une seule possibilité pour
les ¢/ et Z qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit ¥ € E. On suppose qu'il existe (1, 2) € ker(f + Idg) x ker(f? + Idg) tel que:
Z = y + Z. Pour déterminer ¢ et 2, nous faisons le constat habituel suivant: nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I'égalité ¥ = i + 2, autant de fois
que nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¢ et Z. Pour voir ou aboutir,
notons que du fait que ¢ € ker(f +Idg), on a: f(y) = —y, et la condition Z € ker(f?+ Idg)
implique: f2 ()42 =0, puis: f2(Z) = —Z. Par conséquent, appliquer f deux fois & I'égalité
T = ¢ + Z suffit, puisque cela nous donne:

r =y +7 r = y + 7
f@) = f4) +f(5) <=4 @) = -7 + f(?)
(@) = fAy) +(2) @) = g -z

Nous avons 1 un systéme a trois équations, avec trois inconnues (7, Z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas): nous savons résoudre. Il suffit méme de faire 'opération L3 <— L3 + L;, ou
L3 <+ L3z — Ly, pour avoir immédiatement que si ¢ et 2’ conviennent, alors:

1 1 1
§:§f2(5)+§fa et: 5=—§f2(5)+

z.

N | —
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Synthése. Soit Z € E. Posons: § = 1 f? (%) + 12, et: 2= —1 (%) + 3. Vérifions qu'on a
bien # = ¢ + Z d’'une part, et i € ker(f + Idg), 7 € ker(f? + Idg) d’autre part. La premicre
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: iy + 2" = Z. Vérifions donc
que 7 € ker(f 4+ Idg) et Z € ker(f? + Idg) : cela revient & démontrer que (f + Idg) (7)) = 0
et (f2+1dg) (%) =0. Or:

1

(F +1d8) () = (f +1dg) (52 @) + 57)

puisque par hypotheése de I'énoncé: f2 + f? + f = —Idg; donc ¢ € ker(f + Idg). Par un
argument analogue : . |
2 - 4= -

(£ +1d) () = = f* (@) + 5,
et comme: f3 = —f%— f —Idg, on a aussi: f* = —f2 — f2 — f, ce qui permet de simplifier
I’égalité précédente pour en déduire: —%f‘l (%) + %f = 0, donc 7 € ker(f? + Idg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout ¥ € F, il existe ¢ € ker(f+1dg) et Z € ker(f%+1dg)
uniques tels que: ¥ = ¢ + Z. Donc: E = ker(f + Idg) @ ker(f? + Idg).

Remarque. Pour simplifier —% (@) + %_’, une démarche plus méthodique aurait été d’ef-

fectuer la division euclidienne de —1X* + L par le polynéme annulateur X3 + X2 + X + 1,

2 2
pour remarquer que:
1 1 : 1 1
—— X' o= (X3P X2+ X +1)- (—X )
X = (X X 1) (X

(le reste est nul), de sorte que trivialement :

L, 1 e, 1 1
-5/ +§IdE—(f + f +f+IdE)o(—2f+21dE>
= Or(m).-

Plus généralement, la connaissance d’un polynéome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja 1'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans F, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f ((Un)n>o) =

f ((un+1>n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

f3 ((un)n>o) =f (f2 ((un)ngo)) =f ((un+2)n>o) = (U(n+2)+1)n>0 = (un+3)n20

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),~, € E:

P (Wn)nso) + 2 ((n)sg) + F ((n),50) = (s + thnga + 1),

= <_un)n20
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car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2+ f2+ f = —Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3 + f2 + f + Idg), or
3+ f2+ f + Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f +1dg) @ ker(f?+1dg). Autrement dit : toute suite de ' (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f +1dg) et d'une
suite dans ker(f? 4+ Idg). Or il s’avére qu’on sait expliciter ces deux sous-espaces vectoriels.
En effet, pour toute suite (u,),-, € £, on a:

(t1n) 0 € ker(f +1dg) <= f ((tn)yz0) + (Un)ysg = (0),20 <= Y0 € N, tpp1 = —u,.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=1)"),>, avec a € R. Ensuite:

(Un)ngo € ker(f* +1dg) <= f* ((Un)n>0> + (Un)n>0 = (0)n20
< VneN, u,o+u,=0.

Autrement dit : ker(f? + Idg) est 'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de ré-
currence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r> + 1 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes r; = i et ro = —i (jose
espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre compte).
Or la forme exponentielle de r; est: r; = 2™ La théorie des suites récurrentes linéaires
du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus sont
celles de la forme:

1 1
Vn € N, u,, = bcos (2 7TTL> + csin <2 7m> , avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),, € E = ker(f 4+ Idg) @ ker(f* + Idg) si et seulement si (uy,),,-, est
somme d’un élément de ker(f + Idg) et d'un élément de ker(f? + Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

1 1
3(a,b,c) €eR®, ¥n €N, u, =a-(—=1)" + bcos (2 7T7”L) + c¢sin (2 7rn> )

Corrigé 97. + page 20

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {% 5 — %, -1, —% V5 — ﬁ D’apres
le critéere polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de démontrer que le polyndéme
y (2X +v5+ 1) (ZX — 5+ 1)(X + 1), qui est scindé et a racines simples sur R, est un

polynome annulateur de f. Or:

(F+1dp)o (= (3v5 5 ) 1) o (£ = (=5 V= 3) 1) = (f +1dg) o (£2+ f — 1dy)
= fP+2f° —ldg

- OL(E)s

b

le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans
,—1,—% 5—%}, et on a comme attendu: E = ker(f + Idg) @ ker(f —

)1dg) @ ker(f — (4 V5 — 1) Idp).

d’ou
{3v5
(13

N= N =
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2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (1). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien a valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (uy),-, de £, on a: f? ((un)n>o) =

7 (1)) = (1) = (s

f? ((un)ngo) =f (f2 ((un)n>o>) =f ((un+2)n>0) = (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3),50

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

I ((un)n>0> + 212 ((un)@O) = (Un) 50 = (Ungs 4 2Unyo — Un) s
= <O)n>o

car (uy), -, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
2+ 2f* —Idg = Oyp) (cette identité prouve en passant que E = ker(f* + 2 f? — Idg), or
3+ 2f% — Idg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau est stable
par f: ceci démontre a peu de frais ce que jannongai plus haut, a savoir que f(E) C E).
Donc F et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et on en déduit :
E = ker(f+I1dg)®ker(f— (% V5 — %) Idg)®ker(f— (—% V5 — %) Idg). Autrement dit : toute
suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme
d’une suite dans ker(f+Idg), dans ker(f— (% V5 — %) Idg) et dans ker(f— (—% 5— %) Idg).
Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite
(un)@O € E,ona:

(tn) 50 € ker(f +Tdg) <= f ((tn),20) + (n)ysg = (0),50 <= ¥n € N, w1 = —uy.

Autrement dit: ker(f + Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —1,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=1)"),5, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (35 — ) Idg) et ker(f — (=3 V5 — §) Idp).

Concluons. On a (u),o € E = ker(f + Idp) @ ker(f — (§v5—§)1dp) & ker(f —
(—% V5 — %) Idg) si et seulement si (uy),., est somme dun élément de ker(f + Idg), de
ker(f — (% V5 — %) Idg) et de ker(f — (—% V5 — %) Idg), si et seulement si, d’apres 1'expli-

citation ci-dessus de ces noyaux:

1 1\ 1 "
3(a,b,c) € R®, ¥n € N, un:a-(—l)n+b(2\/5—2> +c<—\/5—) :

Corrigé 98. + page 20

1. Selon les résultats que vous connaissez, il y a plusieurs fagons de traiter cette premiere ques-

tion. Je propose donc plusieurs démonstrations, de la plus conceptuelle a la moins exigeante
en termes de pré-requis (mais elle est plus calculatoire).
Démonstration avec le lemme des noyaux. On note que X + 9 et X2 + 5 sont deux
polynémes sans racine (complexe) commune: on vérifie en effet immédiatement que X + 9
admet —9 pour unique racine, mais que le second polynéme évalué en —9 donne: 86 # 0.
Ils sont donc premiers entre eux, et par le lemme des noyaux on a:

ker(f 4 91dg) @ ker(f? + 5Idg) = ker (( f+91dg) o ( 2+ 5IdE))
=ker(f*+9f*+5f+451dg).
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Or d’apres I'égalité () ona: f3+9 f2+5 f+451dg = Og), donc: ker(f3+9 f2+5 f+451dg) =
E. D’ou le résultat.

Démonstration avec le lemme des noyaux, mais sans le dire. Nous procédons en
deux temps, en démontrant que E = ker(f + 9Idg) + ker(f? + 5Idg), puis en montrant que
ker(f + 9Idg) et ker(f? + 5Idg) sont en somme directe. Pour les deux vérifications, nous
utiliserons la division euclidienne de X2 + 5 par X +9. On a en effet:

X2 4+5=(X+9)Q + 86,

avec ) € R[X] (I'expression explicite de () n’est d’aucune utilité dans le raisonnement). En
évaluant cette égalité en f, puis en appliquant I’endomorphisme ainsi obtenu en un vecteur
Z € E, nous obtenons:

f2 (%) + 57 = (f +91dp) o Q(f)(%) + 867. (1)

Remarquons également que I'on a: X3 +9X% +5X + 45 = (X +9) (X? +5). En évaluant
cette égalité en f, on obtient une autre identité qui nous servira dans la démonstration de
la somme E = ker(f + 9Idg) + ker(f? + 5Idg):

FP 491745 f+451dg = (f +91dp) o (2 +5ldg) = (f* +5ldg) o (f +91dg) . (1)

Preuve de l’égalité E = F + G. Soit & € E. On doit montrer qu’il existe (¢, 2) € ker(f +
9Idg) x ker(f? + 5Idg) tel que: Z = i + Z. Posons pour cela:

5

1
86

86

—

g]:églfjfz(f)%— Z, et: Z=—(f+9ldg)oQ(f)().

Isoler ¥ dans 1'égalité (1) implique immédiatement que l'on a: ¥ = i + 2. Vérifions que 'on
a bien: i € ker(f + 9Idg), et: Z € ker(f* + 5Idg). On a:

(F +98d) (7) = ( + 91p) (o 12 (@) + oo7)

1 5 .
= (f + 9IdE) o (86 f2 + 86IdE) (‘r)
&) 816 (f2+92+5f +451dp) (7)

—~

—

*

=0,

~

donc: ¢ € ker(f + 9Idg) ; de méme, toujours grace a 'identité (x) de I'énoncé:

(72 +51di) (2) = o (£ +51d5) (7 +91d5) 0 QU)(@))

= 5 (P97 45 f + 451dp) (QUN(@))

donc: 7 € ker(f? + 5Idg). On a donc bien démontré que pour tout ¥ € E, il existe (¢, 2) €
ker(f+91dg) x ker(f2+5Idg) tel que: & = ¢+ Z. Donc: E = ker(f +91dg) +ker(f?+5Idg).
Preuve que la somme est directe. Montrons: ker(f 4+ 9Idg) N ker(f? + 5Idg) = {0}. Soit
7 € ker(f 4 91dg) Nker(f2+5Idg). On a donc: (f + 9Idg) (£) = 0, et: (f2+ 5ldg) (Z) = 0.
En considérant () avec ce vecteur #, on a donc: 86Z = 0 4+ 0 = 0, d’ot le résultat: on a
montré que si Z € ker(f + 91dg) Nker(f2 4 5Idg) alors # = 0.

Ayant démontré: E = ker(f + 9Idg) Nker(f? + 5Idg), et que les deux sous-espaces sont en
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somme directe, on peut conclure: E = ker(f + 91dg) N ker(f? + 5Idg).

Démonstration trés terre-a-terre sans le lemme des noyaux. Nous allons démontrer
que pour tout Z € E, il existe un unique couple (i, Z) € ker(f + 9Idg) x ker(f? + 5Idg) tel
que: T = ¢+ Z (existence du couple montre que E = ker(f + 9Idg) + ker(f? + 5Idg), et
I'unicité montre qu’ils sont en somme directe). Pour cela, nous allons procéder par analyse
et synthese (I'analyse démontrera en méme temps qu’il n’y a qu’une seule possibilité pour
les ¢/ et 2’ qui conviennent, ce qui montrera 'unicité).

Analyse. Soit Z € E. On suppose qu'il existe (i,7) € ker(f + 9ldg) x ker(f? + 5Idg) tel
que: ¥ =+ Z. Pour déterminer g et 2, nous faisons le constat habituel suivant : nous avons
deux inconnues pour une seule équation. C’est insuffisant. Nous devons trouver une autre
équation vérifiée par i et 2'; pour cela, appliquons f a I’égalité ¥ = ¢+ 2, autant de fois que
nécessaire pour obtenir une nouvelle équation vérifiée par ¥ et z. Pour voir ou aboutir, notons
que du fait que ¢ € ker(f + 9Idg), on a: f(7) = —9%, et la condition Z € ker(f? + 5Idg)
implique: f2(%) + 52 = 0, puis: f2(Z) = —5Z. Par conséquent, appliquer f deux fois &
Iégalité ¥ = iy + 7 suffit, puisque cela nous donne:

r = 7 +7 T = y + 7
[@) = [ +f(25) =1 [(@) = - 9% + f(@
@) = ) +£22) @) = 81y — 5%

Nous avons 1a un systéeme a trois équations, avec trois inconnues (7, z, et f(2) qui ne nous
intéresse pas) : nous savons résoudre. Il suffit méme de faire U'opération L3 <— L3 + 5L4, ou
L3 <+ L3 — 81L4, pour avoir immédiatement que si i/ et Z’ conviennent, alors:

Synthése. Soit T € E. Posons: § = 5= [ (Z) + &, et : 7= —g 2 () + 5. Vérifions qu'on a
bien = ¢+ Z d’une part, et i € ker(f+91dE) 7 € ker(f?+5Idg) d’autre part. La premicre
vérification est immédiate, étant donné que par un calcul direct: i + 2= #. Vérifions donc
que i € ker(f +91dg) et 7 € ker(f2+5Idg) : cela revient & démontrer que (f + 91dg) () = 0
et (f2 + 5Idg) (2) = 0. Or:

(f +91dg) (7) = (f + 9dp) (1f2 @+ o7)
6f“ + ot @) - (-5 @ - 527
(f3 +9f2()+5f()+45f)

Oloo

Y

puisque par hypothése de 1'énoncé: f2 +9 f? + 5 f = —45Idg ; donc 7 € ker(f + 9Idg). Par
un argument analogue :

1 38 405
2 N S N s B
(£ 4 51dg) () = o f' (@) + 5 f* (@) + o 7,
et comme: f3 = —9f2 —5f —45Idg, on a aussi: f* = -9 f> —5f% —45f, ce qui permet
de simplifier 'égalité précédente pour en déduire: —g- f* (%) + 82 (7) + 27 = 0, donc

7 € ker(f% + 5ldg).
Ceci achéve de démontrer que pour tout # € E, il existe § € ker(f + 9Idg) et Z € ker(f? +
5Idg) uniques tels que: ¥ = i+ Z. Donc: E = ker(f + 91dg) @ ker(f? + 5Idg).
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Remarque. Pour simplifier —gz f* (Z) + 35 f2 (&) + 927, une démarche plus méthodique au-
rait été d’effectuer la division euclidienne de —%X iy %X 24 %‘:’ par le polynéme annulateur

X3 +9X? 4+ 5X + 45, pour remarquer que :

1 38 405 1 9
—— X'+ =X+ — = (X®+9X*+5X +45 -(—X )
86 * 43 * 86 ( * * * ) 86 * 86
(le reste est nul), de sorte que trivialement :
1, 38 ., 405 . < 1.9 )
—— — —Idg = 9 5 451d —— —Id
s/ Tt e e = (PO 5 +48lds) o (g /4 g5lds

= Or().-

Plus généralement, la connaissance d’un polynome annulateur permet de simplifier TOUT
polynome d’endomorphisme de degré supérieur, c’est déja 'idée a la base de la méthode de
calcul de puissances matricielles par la division euclidienne (c’est justement le principe de
cette division).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un
argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((Un)@()) =

/ ((un+1)n>0) = (u("“)“)@o = (Unt2),50, €:

f3 ((un)n>o) =f (fQ ((un)ngo)) =f ((un+2)n>o) = (u(n+2)+l)n>0 = (un+3)n>0

remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tor

bi bt csultat total t différent si lculez a tort
2 3

(f ((un)n>0)) et (f ((un)@O)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),-, € E':

f3 ((un)n>0) + 9f2 ((un)n>o) +5f ((un>n>0> = (Uny3 + Npya + 5un+l)n>o
= (—45uy,)

n=0

car (uy),, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie :
349 f245 f = —451dg (cette identité prouve en passant que E = ker(f3+9 f2+5 f+45Idg),
or f2+9f%+5f+ 45Idg commute avec f en tant que polyndme en f, donc son noyau
est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annoncai plus haut, a savoir que
f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
on en déduit: E = ker(f + 91dg) ® ker(f? + 5Idg). Autrement dit : toute suite de E (qu'on
cherche justement & expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans
ker(f + 9Idg) et d’une suite dans ker(f? 4+ 5Idg). Or il S’avére qu’on sait expliciter ces deux
sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)n>0 € E,ona:

(ttn) 0 € ker(f +91dg) <= £ ((un),20) + 9 (tn),ng = (0),59 <= Y € N, w1 = —9uy.

Autrement dit: ker(f + 9Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —9,
c’est-a-dire de la forme (u,),-, = (a - (=9)"),>, avec a € R. Ensuite:

()5 € ker(f? +51dp) <= 2 ((tn), ) +5 (1), = (0),12
<~ VneN, u,.o+ du, =0.

Autrement dit: ker(f? + 5Idg) est I'espace vectoriel des suites vérifiant une relation de
récurrence linéaire du second ordre a coefficients constants. Son équation caractéristique est :
r2 +5 = 0. Elle admet immédiatement pour solutions complexes 1 = iv/5 et 75 = —i /5
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(j'ose espérer que vous n’avez pas besoin de calculer un discriminant pour vous en rendre
compte). Or la forme exponentielle de ry est: r = \/ge%”. La théorie des suites récurrentes
linéaires du second ordre nous permet d’en déduire que les suites vérifiant la relation ci-dessus
sont celles de la forme:

1 1
vn eN, u, = (bcos (2 7m> + csin <2 7m>)5§”, avec (b, c) € R?.

Concluons. On a (uy),~ € E = ker(f + 91dg) @ ker(f* 4 5ldg) si et seulement si (uy),,,
est somme d’un élément de ker(f + 9Idg) et d'un élément de ker(f? +5Idg), si et seulement
si, d’apres I'explicitation ci-dessus de ces noyaux:

n

(NI

1 1
J(a,b,c) eR? YneN, u, =a-(=9)" + <bcos (2 7m> + csin (2 7m>>5

Corrigé 99. + page 20

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe deman-
dée soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable; de plus, les noyaux dans
le membre de droite semblent indiquer que: Sp(f) C {3,% -1 -1 \/_— ? D’apres
le critére polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de demontrer que le polynoéme
y (2X + 5+ 1) (ZX — 5+ 1)(X —3), qui est scindé et a racines simples sur R, est un
polynome annulateur de f. Or:

(F = 8idp)o (7~ (35— 1) 1ds) o (7~ (3 V5~ 1 )1ds) = (f ~ 81de) o (1 + f — 1ds)
= f3—2f*—4f+3ldg
=N

—

L(E)>

d’ou le résultat : f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans {3 5— =2 —l V5 — f}
et on a comme attendu: E = ker(f — 3ldg) & ker(f — (% V5 — 5) IdE) @ ker(f —
(—% Vb — %) ldg).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 <(“n)n>o) =

/ ((un+1)n>0) = (u("“)“)@o = (Unt2),50, €:

f? ((un)ngo) =f <f2 ((Un)ngo» =f ((un+2)n>0) - (u(n+2)+1)n>0 = (Un+3) 0

remarquez blen que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
bi b csul 1 diffé i lculez 2

2 3
(f ((un)@O)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,), -, € E:

f3 ((Un)ngo) - 2f2 ((un)n>0> —4f ((Un)ngo) = (Unt+3 — 2Upt2 — 4un+1)n>0
= (=3Un) =g
car (un),>, vérifie () par définition de £. On en déduit que I'endomorphisme f de E vérifie:
f3—2f?—4 f = —31dg (cette identité prouve en passant que £ = ker(f3—2 f>—4 f+3Idg),
or f3—2f? —4f+ 3ldg commute avec f en tant que polynéme en f, donc son noyau

est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j’annoncai plus haut, a savoir que
f(E) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premiere question de cet exercice, et
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on en déduit: F = ker(f — 3Idg) @ ker(f — (% V5 — %) Idg) @ ker(f — (—% V5 — %) Idg).
Autrement dit : toute suite de E (qu’on cherche justement a expliciter dans cette question)

s’écrit comme somme d’'une suite dans ker(f — 3Idg), dans ker(f — (% V5 — %) Idg) et dans

1

ker(f — <—§ V5 — %) Idg). Or il s’avere qu’on sait expliciter ces trois sous-espaces vectoriels.

En effet, pour toute suite (u,),., € E, on a:
(tn) g € Ker(f = 31dg) <= f ((tn),20) = 3 (tn),20 = (0),2 <= ¥n €N, tpy1 = 3u,.

Autrement dit : ker(f —3Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison 3, c’est-
a-dire de la forme (u,),-, = (a-3"),-, avec a € R. On trouve de méme pour les éléments

de ker(f — (35— 3)Idg) et ker(f — (—3 /5 — 1) Idp).

Concluons. On a (u,),., € E = ker(f — 3ldg) @ ker(f — (l\/g— l) Idg) & ker(f —

( 15— 7) Idg) si et seulement si (uy),., est somme dun élément de ker(f — 3ldg),

de ker(f — l NG= CP Idg) et de ker(f — ( 3 L5 — 5) Idg), si et seulement si, d’apres I'ex-
e

plicitation 01 dessus ces noyaux :

1 1\" 1 1\"
3(a,b,c) € R®, ¥n € N, un:a~3"+b<2\/_—2> —i—c<—2\/§—2>.

Corrigé 100. + page 21

1. D’apres le critere de diagonalisation, pour que la décomposition en somme directe demandée
soit vraie, il suffit de démontrer que f est diagonalisable ; de plus les noyaux dans le membre
de droite semblent indiquer que: Sp(f) C { V3169 + @ - \/3169+ 169 } D’apres
le critére polynomial de diagonalisation, il suffit pour cela de demontrer que le polynome
: (QX + 3+/3169 — 169) (2X — 33169 — 169) (X + 3), qui est scindé et a racines simples
sur R, est un polynéme annulateur de f. Or:

(f+3IdE)o<f—<3\/m+129)IdE> ( —<—\/ﬁ+169)1dE>:(f+31dE)o(f2—169f+

2
= f3 — 166 f? — 497 f + 30Id,

(*:) OL(E)7

d’ou le résultat: f est diagonalisable, ses valeurs propres sont dans

{ V3169 +?,—f\/316 - 169 }, et on a comme attendu: E = ker(f + 3ldg) &
ker(f — (3 v/3169 +169)IdE)@ker( — (3 V3169 + 1) 1dp).

2. Appelons E l'espace vectoriel des suites vérifiant (). On vérifie facilement que f est un
endomorphisme de E (pour le fait que f soit bien & valeurs dans E, on donnera plus bas un

argument rapide). On remarque que pour toute suite (u,),-, de £, on a: 12 ((“n)@o) =

/ ((Un+1)n>0) = (u(n+1)+1)n>0 = (Unt2),50, €:

f3 ((un)n>o) =f <f2 ((un)n>o>) =f ((Un+2)n>o) = (U(n+2)+1)n>0 = (Un+3)n>0

(remarquez bien que vous obtenez un résultat totalement différent si vous calculez a tort
2 3
(f ((un)n>0)) et (f ((un)n>0)) ), si bien que finalement, pour toute (u,),, € E:

£ ((un)z0) = 166 ((un)n0) = 497F ((un)ng) = (tnss — 166ty 12 — 49Tt 1),
= (—?)Oun)n20
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car (uy), s, vérifie () par définition de E. On en déduit que 'endomorphisme f de E vérifie:
f2 =166 f2 — 497 f = —30Idg (cette identité prouve en passant que E = ker(f? — 166 f2 —
497 f + 30Idg), or f3 — 166 f* — 497 f + 30Idg commute avec f en tant que polyndme en
f, donc son noyau est stable par f: ceci démontre a peu de frais ce que j'annongai plus
haut, a savoir que f(F) C E). Donc E et f vérifient les hypotheses de la premieére question

de cet exercice, et on en déduit: E = ker(f + 3ldg) & ker(f ( V3169 + 169) Idg) &

ker(f — (—% V3169 + %) Idg). Autrement dit: toute suite de £ (qu’on cherche justement
a expliciter dans cette question) s’écrit comme somme d’une suite dans ker(f + 3Idg), dans
ker(f ( V3169 + 169) Idg) et dans ker(f — (—% V3169 + %) Idg). Or il s’avere qu’on sait
expliciter ces trois sous-espaces vectoriels. En effet, pour toute suite (un)@O € F,ona:

(ttn) o € Ker(f +3Idg) <= f ((un),20) + 3 (tn),ng = (0),59 <= Y0 € N, w1 = —3uy.

Autrement dit: ker(f + 3Idg) est I'espace vectoriel des suites géométriques de raison —3,
c’est-a-dire de la forme (uy),-, = (a-(=3)"),>, avec a € R. On trouve de méme pour les

éléments de ker(f — (3 V3169 + 182) Idg) et ker(f — (—3 v/3169 + 152) Idp).
Concluons. On a (un),>, € E = ker(f + 3ldg) @ ker(f — ( V3169 + 169) Idg) @ ker(f —
(—5 V3169 + %) Idg) si et seulement si (uy),,-, est somme d’un élément de ker(f + 3ldg),

de ker(f — (% V3169 + %) Idg) et de ker(f — (—% V3169 + %) Idg), si et seulement si,
d’apres 'explicitation ci-dessus de ces noyaux :

| 1
3(a,b,¢) €R®, Vn €N, up = a- (=3)" + ( /3160 + 69) c( 2\/3169 29)

229



