La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

Q Exercice d’intégration terme & terme : on développe en série I'intégrande et on justifie qu’il est possible d’intervertir les
symboles somme et intégrale. On a ici besoin du théoréeme de convergence dominée.

Exercice 1. — page 20

1. Démontrer la relation :
“+o0o

! (-1)"
/0 ;v—i—ldx_nz:% n+1’

2. En déduire:

Exercice 2. — page 21

+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) gin (2x) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 ( ) 2
T"gin (2x)de = .
/0 e sin (2x) dx -

2. Démontrer la relation:

+00 (=) (2 ) +oo 2
e sin (2T
/O e =2

n=0 (n+1)2+4

Exercice 3. — page 22

+o00
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) sin () dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 ( ) 1
—nxT 7 d — X
/0 e sin (z) dz FURT

2. Démontrer la relation :

/+°° e(=*) sin (z) do — JFZOO 1 i '
0 1—el=2) —(n+1)"+1

Exercice 4. Démontrer la relation: — page 24
1403 +oo (_1)n
[y C
o z3+1 n:03n+404
Exercice 5. Démontrer la relation: — page 25
T = _
0 ¥ +1 n:025n+1
Exercice 6. — page 26
1. Démontrer la relation :
o r+1 nt 10
2. En déduire: N
X (=1 1
(-1) — 1 (2) 879‘
fgnt 10 2520
Exercice 7. — page 27
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+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=31%) sin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 (=3 na) 1
TNt g de = ———.
/0 e sin (x) do 921

2. Démontrer la relation :

/+OO e(=37) gin (33) de — Z ~ .
0 I9(n+1)"+1

-3z
14 e(=32) —
Exercice 8. — page 29
1. Démontrer la relation:
/1 AP GVl
o 2+17 = 2n+30°
2. En déduire:
*Z“’ (- 1 @ 237371
— — =—1n - .
= 2n+30 2 720720
Exercice 9. — page 31
1. Démontrer la relation:
0o + 1 - n=0 n+ 1
2. En déduire: N
= (-)"
=1n(2
nz::o n+1 (2)
Exercice 10. — page 32
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) sin () dz converge absolument, et qu’on a:
0
+oo ( ) 1
) s dz = .
/0 e sin (z) dz EON]
2. Démontrer la relation:
/*00 e(=7) gin (x)d ic (0"
——dx = _ .
0 14 el=o) — (n+ 1)’ +1
Exercice 11. — page 34
1. Démontrer la relation :
/1 2185 e — too (_1)n
o @2 +1 7 204186
2. En déduire:
+§ (=)™ 1 n(2) 98865207494361758778055982524017553807
—_— = — N — .
= 2n 4186 2 287506701978195782121788902826030117760
Exercice 12. — page 35
1. Démontrer la relation :
/1 2307 1 +§ (_1)n
T = .
0o z+1 —n 308

2. En déduire:
= (=" 19227973640877086868204320534388253912694714223755807677195021116738866681153253216242:

= —In(2
D n + 308 B )+ 57675 1806389747309336217908720 12309084635221725400151 30124367 44040500743043 13827336 183

n=0
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Exercice 13. — page 36

1. Démontrer la relation :

2. En déduire:

Exercice 14. — page 37

“+o0
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / el sin (14 ) dz converge absolument, et qu’on a:
0

14

+oo
(") gin (14 2) de = ——————.
/0 e sin (14 =) dx 196

2. Démontrer la relation :

20 ¢(=%) sin (14 7) = 14
(& S T
—dw:

/0 2

1—el=2) —(n+1)°+196

Exercice 15. — page 39

1. Démontrer la relation :

2. En déduire:

Exercice 16. — page 41
1. Démontrer la relation :
/1 T - +oo (_1)77,
2. En déduire: N
=~ (="
=—In(2 1
Z:: n 4+ 2 n(2) +
Exercice 17. — page 42

1. Démontrer la relation :

1 .89 +oo n
-1
/ m dx:E ( )
o z+1 n:0n+9

2. En déduire:

io (=™ In(2) + 100445296219864371632765235386207115199
=—In .
n + 90 143753350989097891060894451413015058880

n=0

Exercice 18. — page 43

+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que 'intégrale / e(=37) gin (z) da: converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 (=3na) 1
TNt g de = ——.
/0 e sin (z) do Ty
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2. Démontrer la relation :

Exercice 19. — page 45

“+ o0

1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(711n®) gin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

1

“+o0
(—11nz) _; de = ]
/0 e sin (x) dz e T 1

2. Démontrer la relation :

oo (—11z) o; too 1
[Ty
0o l—el-lo) —=121(n+1)° +1

Exercice 20. Démontrer la relation: — page 47
1 QJ7 +oo (71)n
| s =Y 5
o 5 +1 3n+8
n=0
Exercice 21. — page 48
1. Démontrer la relation :
o TH1 T =n+ 1

2. En déduire:

Exercice 22. Démontrer la relation: — page 49

1 5 +oo n
T (-1

de = .

/0 1 Z3n+6

n=0

*Z‘” (-1)"
Gréce a l'identité que nous venons de démontrer, nous pourrions obtenir la valeur exacte de la somme 306
n
n=0

1 5
T
Pour cela, il suffit de calculer explicitement I'intégrale / ﬁdm. C’est possible grace a une décomposition en
0 X

éléments simples (pénible), mais ce n’est pas exigé. On trouverait alors:

=
3n+6

1 1
= In®2)+-.

1%

=0

3

Exercice 23. Démontrer la relation : — page 50

1 6 too n
z (-1
de=S"
/0 2711 7;067n+7

Exercice 24. — page 51

+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=372) gin (3 ) da converge absolument, et qu’on a:
0

1

—+oo
(—=3nz) o _
e sin(3z)de = ————.
/0 (32) 3(n?+1)
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2. Démontrer la relation :

+o0 e(=32) gin (3 ) = 1
/0 1 —e(=32) dz = Z

n=0 3 ((n + 1)2 + 1) .
Exercice 25. Démontrer la relation:
1 +o00o
1 (="
——dx = B
/0 I R n; 1in+1

Exercice 26.

1. Démontrer la relation :

/1 d ik

T = .

o x+1 n:0n+1
+oo

> (=D" _ In (2).

n:on—i-l

2. En déduire:

Exercice 27.

1. Démontrer la relation :

/1 296 e — +ZDO (71)71
o T+1 —n+ 97"
2. En déduire:

— (2 98897413912101176502959976158939147221

Exercice 28.

+o00
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=272) gin (2) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+oo 1
A 6(72’”'1:) Sin (l’) dl' = m
2. Démontrer la relation:

/+°° e(=2%) sin (x)da? _ f (-1)"
0 1 + 6(72w) 4

o d(n+ )?+1

+o00 n
/1 1 dz = (1)
0 337 + 1 . ’

:07n—|—1

Exercice 29. Démontrer la relation:

Exercice 30.

1. Démontrer la relation :

1 .10 +oo n
z (-1)
d :§
/O:U—i—l x

—nt 11
2. En déduire: .
X (-1)" 1627
E (=) =In(2) — —.
n—+11 2520

n=0

Exercice 31.

© 143753350989097891060894451413015058880

— page 53

— page 54

— page 55

— page 56

— page 58

— page 59

— page 60
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+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=2"%) sin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0
T -2n) 1
TENE g dr = .
/0 e sin (z) dz P
2. Démontrer la relation:
o l4el20 —an+1)°+1
Exercice 32. — page 62

“+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e sin (6 ) d converge absolument, et qu’on a:
0

+oo ( ) 6
gin (6x)dr = ———.
/o e sin (6 ) dz 3136

2. Démontrer la relation :
“+ o0

+o0 (=) sin (6 6
R R o
0 L—elm® —(n+1)"+36
Exercice 33. — page 64
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=272) gin (2) dz converge absolument, et qu’on a:
0
+oo (—2nz) 1
—2nx) o3 de = ——
/0 e sin (z) do e
2. Démontrer la relation: N
+oo (—2z) o0 -1 n
e sin (x
| G-y
0 l+e —4n+1)"+1
Exercice 34. — page 66

+oo
1. Pour tout n € N'\ {0}, montrer que 'intégrale / e(="®) sin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 ( ) 1
—nT i d = .
/0 e sin (z) dx -

2. Démontrer la relation :

/+°° e(=*) sin (z) do — +Z°O 1 i '
o 1 — e(=2) —n+1)"+1

Exercice 35. — page 68

“+o0
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=27%) gin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

1

+oo
(—2nx) o de = )
/0 e sin (z) dz ypoa)

2. Démontrer la relation :

oo (=22) o +o0
/ e 81121 (x)d:v _ Z 1 i .
o l—el29 =an+1)°+1

Exercice 36. — page 70
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1. Démontrer la relation :

1 +00
1 —-1)"
o T + 1 "0 n -+ 1
2. En déduire:

_1)n
v )
n+1
=0
Exercice 37. — page 71
1. Démontrer la relation:
T = .
0o T+1 nTt 6
2. En déduire:
+oo
1" 47
> (=D" _ —In(2) + —.
=n+t 6 60
Exercice 38. — page 72
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=27) gin (z) do: converge absolument, et qu’on a:
0
+oo (—2nz) 1
TENT) g de = —.
/0 e sin (x) dz P
2. Démontrer la relation :
/+°° e(=2%) sin (a:)d f 1
———dzr = _
o 1—el72) —an+1)°+1
Exercice 39. — page 74
1. Démontrer la relation: N
1 3 e n
z (-1)
/o rr1t T nzz:o n+4
2. En déduire: N
oo
_1)n
Z( ) =—In(2)+ =
n+4
n=0
Exercice 40. — page 76
“+oo
1. Pour tout n € N'\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=2"%) gin (z) da converge absolument, et qu’on a:
0
+oo (—2nz) 1
et g de = ——.
/0 e sin (z) do e
2. Démontrer la relation:
/+°° e(=27) sin (z) d f 1
————dzr = _
o l-el20) =an+1)°+1
Exercice 41. Démontrer la relation : — page 77
Lo 15 too (_1)n
de = —_—
/0 PO 7;0 5n+ 16
Exercice 42. — page 78
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1. Démontrer la relation :

2. En déduire:

Exercice 43.

Exercice 46.

— page 79
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=272) gin (4 ) da converge absolument, et qu’on a:
0
+oo (—2nz) 1
™ gin (4x)dr = ——.
/0 e sin (4 x) dx o
2. Démontrer la relation :
/+°° e(=27) sin (4x) i“ (=1)"
———dr = —_—
0 1 + 6(_21) s (n + 1)2 + 4
Exercice 44. — page 81
“+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que 'intégrale / e(="%) sin (6 2) dz converge absolument, et qu'on a:
0
+oo ( ) 6
" sin (6x)dr = ——.
/0 e sin (6 ) dz 7136
2. Démontrer la relation :
/+°° e(=*) sin (6 ) J f 6
———dx = _
0 1—e(=) = (n+1)° +36
Exercice 45. — page 83
1. Démontrer la relation :
/1 T B +oo (_1>7l
o TH1 T — n+ 2
2. En déduire: N
0o _1)n
SO )
=n + 2
— page 84
1. Démontrer la relation:
1 +oo
T (_1)n
da = )
/0 221" 7;) 21 + 2
2. En déduire: N
X (- 1
> D" L (2)
—2n+2 0 2
Exercice 47. Démontrer la relation : — page 85
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+oo
1 n
Gréace a l'identité que nous venons de démontrer, nous pourrions obtenir la valeur exacte de la somme E 3( _3 1
n

1
Pour cela, il suffit de calculer explicitement l'intégrale / ﬁdz. C’est possible grace a une décomposition en
o T

éléments simples (pénible), mais ce n’est pas exigé. On trouverait alors:

400 n
Z?fnl—zl 7\[ + (2).

Exercice 48. — page 86

+
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=372) gin (2 ) da converge absolument, et qu’on a:
0

2

+oo
(=3n0) in (22) dozr = ————.
/0 e sin (2z) dx o2 d

2. Démontrer la relation :

/+oo e(=32) sin3(2 x)dx _ +§ 2 (_1271 |
0 1+el=32) 9 +1) +4

Exercice 49. Démontrer la relation : — page 88
1 +oo n
/ x de = (1)
= = .
o z°+1 o on + 2
~— (=1)"

Gréace a l'identité que nous venons de démontrer, nous pourrions obtenir la valeur exacte de la somme g 5 ok
n

1
X
Pour cela, il suffit de calculer explicitement l'intégrale / ﬁdm. C’est possible grace a une décomposition en
O ‘7/'

éléments simples (pénible), mais ce n’est pas exigé. On trouverait alors:

Jf 5(;2”2 = %\/2¢5+10(¢3—1) arctan (210 (3\/5—5)\/2\/5+ 10)+210 (\/3+ l)marctaﬂ (210 (3‘/5+5)\/

n=0

Exercice 50. Démontrer la relation: — page 89
1 2 +oo n
z (-1
s s
o ¥ + n=0 n
= (=D)"

Gréce a l'identité que nous venons de démontrer, nous pourrions obtenir la valeur exacte de la somme E 8 3
n

1 2
x
Pour cela, il suffit de calculer explicitement l'intégrale / ﬁdm' C’est possible grace a une décomposition en
0 YT

éléments simples (pénible), mais ce n’est pas exigé. On trouverait alors:

o Ly ((114243 V2~ 161564) In (V2 + § V142 + 20+ 2) — (114243 V2 ~ 161564) In (V2 — } V14 V2 +20 4 2) ) V1
DDy
n=0

Exercice 51. — page 90

+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que 'intégrale / e(=37%) gin (2 ) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+oo (—3nz) 2
=80 gin (2) do = ——.
/0 e sin (2x) dx PR
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2. Démontrer la relation:
/+°° e(=3%) sin (2 2) +f 2
————dz = _.
0 1—el=32) =9(n+1)°+4
Exercice 52. — page 92
“+ o0
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=37%) gin (3x) dz converge absolument, et qu’on a:
0
/+0° (=3 sin (3) da = #
o 3(n?2+1)
2. Démontrer la relation:
/+°° e(=3%) sin (3 2) d = 1
x .
0 L—et=50) n=03 ((n +1)° + 1)
Exercice 53. — page 94
1. Démontrer la relation :
Tr =
2. En déduire: .
> n
S ED )
n+1
n=0
Exercice 54. Démontrer la relation : — page 95
1 .’1712 +oo (_1>n
de = )
/0 1 ; 9n + 13
Exercice 55. — page 96
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) sin (32) dz converge absolument, et qu'on a:
0
+oo ( ) 3
“"gin (3x)dr = ———.
/0 e sin (3 ) dx 29
2. Démontrer la relation : N
o0 e(=2) gin (3 = 3(-1)"
/ e bm(ﬂx)dx:Z ( 2) .
0 1+ el=2) = (n+1) 49
Exercice 56. — page 98
1. Démontrer la relation :
/1 22 - too (_1)71
o TH+H1 T n+3
2. En déduire: .
o0
—-1" 1
Z( ) =In(2) — -.
n+3 2
n=0
— page 99

Exercice 57.
1. Démontrer la relation :
/1 1 +oo (_1>n
0

x+1x n+1"
n=0

10
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2. En déduire:

+oo n
> D" _ In(2).

n=0 n+ 1

Exercice 58. Démontrer la relation:

1 +oo
1 ="
L de=S
/0 PR ;::03 n+1

Exercice 59.

1. Démontrer la relation :
+

1 4 o n
-1
/ ;C de = (=1) .
0o z¢+1 n:02n+5

=Xy 1 2
2n+5 4 3

n=0

2. En déduire:

Exercice 60.

+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que 'intégrale / (=) gin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 ( )
—nx i d = .
/0 e sin (z) dz EON]

2. Démontrer la relation :

oo (—z) o +oo
/ el =% sin (x) do — Z 1 i '
o 1—el=2) (n+1)"+1

n=0

Exercice 61.

1. Démontrer la relation :

1,136 +oo n
-1

/x dx:E (=1) .

o x+1 n:On+137

2. En déduire:

io (-n" n(2) - 1206143747993912224689395318112329572972743801162877350361
‘= + 137 N 1749342047920660916901891145781670987072592322134428432000

Exercice 62. Démontrer la relation:
“+oo

1
x N (DT
/0 x3+1dx_nz:%3n+2'
+o00 n
(=1)

Grace a 'identité que nous venons de démontrer, nous pourrions obtenir la valeur exacte de la somme E 3na
n
=0

1
x
Pour cela, il suffit de calculer explicitement I'intégrale / ﬁdx. C’est possible grace a une décomposition en
o T

éléments simples (pénible), mais ce n’est pas exigé. On trouverait alors:

too  1\p
PO R TIC)

n=0

Exercice 63.

11

— page 100

— page 101

— page 102

— page 104

— page 106

— page 107
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+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=6m%) gin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

1

+oo
(—6nz) o3 dr = )
/0 e sin (z) dz B2 1

2. Démontrer la relation :

0 1+ e(=62) =36(n+1)°+1

Exercice 64. — page 109

+oo
1. Pour tout n € N'\ {0}, montrer que l'intégrale / (16712 gin (6 x) dz converge absolument, et qu’on a:
0

6

“+o0
(=167 nzx) 3 62)dr = )
/0 ¢ sin (62) d = o 36

2. Démontrer la relation :

+oo (=167 x) too 1)
[ e =Y
0 1+ e(-1672) “= 27889 (n + 1)° + 36

Exercice 65. — page 111

+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=97) gin (z) da: converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 1
/ eI gin () de = ————.
0 81 n2 + 1
2. Démontrer la relation: N
00 (=9x) o o0 1"
[T e =Y e
o l+e9 Z8l(n+1)"+1
Exercice 66. — page 113

—+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) sin (2 2) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 ( ) 2
T gin (22)dr = 5.
/0 e sin (2x) dx -

2. Démontrer la relation:

/+oo e(—2) gin (2 :c) dr — +ZD:O 2 _ '
0 1—el=2) (n+1)°+4

n=0

Exercice 67. — page 115

1 +oo
1 (="
dz = .
/0 z+1 * T;)nJrl

1. Démontrer la relation :

2. En déduire:

+oo
(",
=1n(2).
nz:% n+1

Exercice 68. — page 116

12
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1. Démontrer la relation :

1 2 +oo n
-1
/ 6ac d:vzg (=1) .
o 2% +1 n:06n+3

2. En déduire:

ZeGnts 127

/

Calculer Uintégrale en reconnaissant un intégrande de la forme — T
u

Exercice 69. — page 117

1 +oo
1 (=n"
dx = —.
/0 rz+1 * T;)nJrl

1. Démontrer la relation :

2. En déduire: N
oo 71 n
g (=1) =1n(2).

—n +1
Exercice 70. Démontrer la relation : — page 118
1 3 +00 n
| =y =
0o 3+1 3n+4
n=0

*Z” (-1)"
Grace a l'identité que nous venons de démontrer, nous pourrions obtenir la valeur exacte de la somme 3 A
n
n=0

1 3
T
Pour cela, il suffit de calculer explicitement l'intégrale / ﬁdx. C’est possible grace a une décomposition en
o T

éléments simples (pénible), mais ce n’est pas exigé. On trouverait alors:

n

+oo
(~1) 1 1
o \Br— - In(2)+1.
§3n+4 9\[7r 3@+

Exercice 71. — page 119
1. Démontrer la relation:
0 T + 1 - 0 n -+ 1

2. En déduire:

Exercice 72. — page 120
“+o0o

1. Pour tout n € N'\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=272) gin (5 x) dz converge absolument, et qu’on a:
0

5

+oo
(=212) gin (5) doz = ————.
/0 e sin (5x) dx 129

2. Démontrer la relation :
/+oo e(—22) sin2(5 x) do — —f:o 5 ! .
0 1—e(—22) 4(n+1)"+25

n=0

Exercice 73. — page 122

13
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1. Démontrer la relation :

00 n
[ E L0
0 $2+1 n:027’l+2'

2. En déduire: N
oo
-1" 1
> D" 1 (2).
Zuon+2 2
Exercice 74. — page 123
+oo
1. Pour tout n € N'\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=7"2) gin (8 ) dx converge absolument, et qu’on a:
0
+oo (—7nz) 8
/0 & SIH(SI)dI:m.
2. Démontrer la relation : .
oo (=Tx) o 8 & 8 (—1 n
e sin (8 x
/ (—7(;p) )dx = Z ( g .
0 L+e =49 (n+1)"+64
Exercice 75. — page 125
“+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=37) gin (z) da: converge absolument, et qu’on a:
0
+oo (—8nz) 1
Ton®) g de = ———.
/0 e sin (z) dz 921
2. Démontrer la relation : N
+o0o (=3z) o3 oo -1 n
e sin (z
/ (73())dx:Z ( )2 _
0 L+el=5% =9(n+1)"+1
Exercice 76. — page 127
1. Démontrer la relation:
o T + 1 o o n -+ 1
2. En déduire: .
o
—1)»
> D"y, (2)
n+1
n=0
Exercice 77. — page 128
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que 'intégrale / e(="%) sin (42) dz converge absolument, et qu'on a:
0
+oo ( ) 4
" gin (4x)de = ——.
A e sin (4 z) dz 2116
2. Démontrer la relation : .
o0 e(=2) sin (4 N
/ e\~ gin ( x)daczz ( 2) .
0 1+el=%) ~(n+1)"+16
— page 130

Exercice 78.
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) gin (13 ) dz converge absolument, et qu’on a:
0

/+0° (=n%) gin (13 2) d= 13
e sin =—.
. n? + 169

14



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

2. Démontrer la relation :

oo () o +00
/ e!=® sin (13 x) do — Z 13 '
0 1—el=2) (n+1)" 4169

n=0

Exercice 79. — page 132

“+ o0
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) gin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+oo ( ) 1
—nx 1 d = .
/0 e sin (z) dz EUST

2. Démontrer la relation :

/+<x> e(=) sin (z) dr — Jf (_1)2” .
0 1+ e(-2) — (n+1)°+1

Exercice 80. Démontrer la relation: — page 134

1 4 +oo n
T (-1)

de = .

/0 Bl Z3n+5

n=0

*Z"" (-1)"
Gréce a l'identité que nous venons de démontrer, nous pourrions obtenir la valeur exacte de la somme 35
n
n=0

1 4
x
Pour cela, il suffit de calculer explicitement l'intégrale / ﬁdm. C’est possible grace a une décomposition en
0

éléments simples (pénible), mais ce n’est pas exigé. On trouverait alors:

=4
3n+5

(1%

1 1 1
——§\/§7T+§ln(2)+§.

n=0

Exercice 81. Démontrer la relation : — page 135

1 “+o0
1 (=n"
do=S" .
/0 2104170 ;;01 nt 1

S~ _(=D)"
Gréce a I'identité que nous venons de démontrer, nous pourrions obtenir la valeur exacte de la somme E Tonsl
n
n=0

1
Pour cela, il suffit de calculer explicitement l'intégrale / T—I—ldx' C’est possible grace a une décomposition en
o T

éléments simples (pénible), mais ce n’est pas exigé. On trouverait alors:

£ (pyn 50000 (2( 22/5 +50(v/5 — 3) arctan <\/4\/5+2\/22\/5+50+ 11) — 8 arctan <\/4\/5+2\/22\/5+50+
2 o1

n=0

Exercice 82. — page 136

“+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=37) gin (z) do converge absolument, et qu’on a:
0

“+oo . 1
/ e 3" gin (z) da = —
0 9 n + 1
2. Démontrer la relation:

/m 9 sin(z) (SiI; ()x)da: - io S
0 1 —el=32 n:09(n—|—1) +1

15



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

Exercice 83. Démontrer la relation: — page 138

1 +o00
x (=D~
dr=Y .
/0 B 1" ;2 nt 2

Exercice 84. — page 139

+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que 'intégrale / e(=27%) gin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 (—2na) 1
TEnT) g de = ——.
/0 e sin (x) do P

2. Démontrer la relation:

+o0 (~22) g oy
[ a ey S
0 1+ e(2e Aan+1)7+1
Exercice 85. — page 141

“+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=272) gin (2) d converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 (=2 na) 1
TEnt) g de = ———.
/0 e sin (z) do e

2. Démontrer la relation :

0 1+€(_ ) n:04(n+1) +1

Exercice 86. — page 143
1. Démontrer la relation :
o TH1 T n+1
n=0

2. En déduire:

Exercice 87. — page 144

1. Démontrer la relation :

2. En déduire:

Exercice 88. — page 145
1. Démontrer la relation : N
1 45 .y n
-1
| S-S
o z+1 —nt 46
2. En déduire:
+Z°° (=)™ () 6632660439700528339
=+ 46 9419588158802421600°
Exercice 89. — page 146

16



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

+o00
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) sin (52) dz converge absolument, et qu’on a:
0

5

“+o0
(=n2) gin (52) de = ———.
/0 e sin (5 x) dz T

2. Démontrer la relation:

/+oo (=) 511217(5);10) dp — +ZO° 52 .
0 I —el=® = (n+1)"+25

Exercice 90. — page 148

“+oo

1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que l'intégrale (=87 gin (22) dx converge absolument, et qu’on a:

g
0

+o0 1
/ (T8 gin (22)der = —————.
o 2(16n% + 1)

2. Démontrer la relation :

o l+e =2 (16(+1)+1)

Exercice 91. — page 150

“+ o0
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) gin (z) dz converge absolument, et qu’on a:
0

2. Démontrer la relation :

oo (=) o +oo 1\
/ el=%) sin () do — Z ( 1)2
0 L+el=) —(n+1)

Exercice 92. — page 152

+o00
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) sin () dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 ( ) 1
—nT) gi d = .
/0 e sin (x) dx FUST

2. Démontrer la relation:
/+°° e(=7) sin (:c)d JFZOO (="
——dx = _—
o 14el® = n+1)’+1
Exercice 93. — page 154
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e sin (22) dz converge absolument, et qu’on a:
0
+o0 ( ) 92
“"gin (2x)de = ———.
/0 e sin (2x) dx o

2. Démontrer la relation:

14 e(=2) S+’ +4

/+°°e(_”’)sin(2x)d f 2 (-1)"
0

Exercice 94. — page 156
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La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

1. Démontrer la relation :
“+oo

1
7171
/ ac dz:E ( )
0 CL‘+1 n:0n+2

2. En déduire:

f (=" _ —In(2) + 1.

n+2

Exercice 95.

— page 157
+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) sin () dz converge absolument, et qu'on a:
0
+oo 1
/ e sin (z) do = ——
0 n< + 1
2. Démontrer la relation :
/+°O e(=%) sin (x)d +§ 1
——2dx = —_—.
0 1—el=2) — (n+ 1)2 +1
Exercice 96. Démontrer la relation : — page 159
1 +oo
1 (="
———dz = —_
/0 PIEN R 7;1 nt1
Exercice 97. — page 160
+oo
1. Pour tout n € N'\ {0}, montrer que I'intégrale / e(=872) gin (9 z) da converge absolument, et qu’on a:
0
+oo (—8nz) 9
oM gin(9x)der = —————.
/0 e sin (9 x) dx 6in? 1 81
2. Démontrer la relation :
/+°° e(=82) sin (9 x)d Ji:.o 9
— 2 dx = _.
0 1—e(-82) = 64(n+1)° +81
Exercice 98. — page 162
“+oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que I'intégrale / e(="%) gin (3x) dz converge absolument, et qu’on a:
0
+oo ( ) 3
) sin (32) de = —5 .
/0 e sin (3 ) dx 19
2. Démontrer la relation:
/+°° e(=*) sin (3 x)d io 3
——dx = —_.
0 1—e(-o —(n+1)°+9
Exercice 99. — page 164
1. Démontrer la relation :
/1 SR N G )
o TH1 T n+6

2. En déduire:
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La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

Exercice 100. — page 165
oo
1. Pour tout n € N\ {0}, montrer que 'intégrale / e(=27%) gin (2 ) dz converge absolument, et qu’on a:
0

+o0 ) 1
/0 e(7272) gin (22) da = ST D)
2. Démontrer la relation :
(20 gin (22) | X (=1)"
/0 1+ e(-22) _n202((n+1)2+1)-
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La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

Corrigé 1. <+ page 1

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

1+Oo +o0 nt1ql £ n
n () n " n? (_1)
d = —1 =
/0x+1 / Z/ v Z[( )n+1]0 ;n+1’

n= (] n=0 n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:

nxn-i-l

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: a1 Z(—l) , ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
x

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / )tz de = Z T est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

n>0 n=0
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléeme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

YN eN, Yz e [01], Sy(z)=) (-1)"a"

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge
—+oo
1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : 2 — Z(—l)"w” =1 (il s’agit essentiellement d’une série
T
n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

N

Z n

(7:C)N+1
= < HYPOTHESE DE DOMINATION).
1+ S l4z ( )

|Sn (z

2
L’application ¢ : x +— 5 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
T

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: lim Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N——+oco 0 0 N——+oco

1 1
. 1
[ vl swtode = 7 o

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

1 1 N
: _ : _1\n,.n
Nl—l>r—Il—10<>/0 SN(x)dx_Nl—lE‘rloo 0 nZ:O( 1) vide
N 1
:Nl_ﬁloo;(_l) /0 2"dx
+oo 1
= Z(fl)"/ z"dx
n=0 0

+ n
= n+1

+oo (_l)n 1 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu : Z = / ) dz
0o T

1
2. On a directement : / dz = [In (z + 1)] = In (2). D’oit le résultat grace a Uidentité de 'exercice.
0

r+1
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La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

Corrigé 2.

1. Soit n € N. L’application 2 + e(="%) sin (2z) est continue sur [0, +oc], et pour tout = € [0, +oo[ on a:

+oo
’e(_m) sin (2 x)’ < e(="®), Or l'intégrale / el dz converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

+oo
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(="%) gin (2x) dz converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

—+oo —+oo )
/ e sin (22) do = Im (/ e(("m“")dx>
0 0
o(—(n—2i)z) 7+
N(E=
-n+2i |,
il
—n + 27
(- —n—21
- n?+4

2
nZ+4

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

oo (—z) o 2 +oo +oo n
/ ¢ THhET) SH(I_(T)@ dz = / e(=%) sin (22) Z (e(ﬂﬁ)) dx
0 1—el™ 0 n=0

) +00  too

= Z/ et D2) gin (22) dz
n=0"0

oy 2
= (n+ 1)2 +4’

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

—+oo
— pour étudier la nature de la série Z / Isin (2 )| e~ " D¥)dz, le plus simple semble étre de majorer
n>070

+00 +00 o(—(n+1)z) 7
|sin (2 x)| par 1, de sorte que: / |sin (22)] e~ (P g < / e~ D2) gy — {} =
0 0 n -+ 1 0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

n+1

qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
—+oo

calculer / sin (2 x)| e+ D) dg sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener aodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,4+00[, Sn(z)= Z e =D gin (22) .

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +o0o[, et la suite (Sy)nyen converge

00 (—z) o 2
simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f : z — Z "D gin (21) = 61871?7()33) (il s’agit essentiel-
—e xT
n=0

lement d’une série géométrique de raison e(~*) €] — 1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue

21

< page 1



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00]. Ensuite, pour tout N € N et tout = €]0, +00], on a:

N
e~ sin (2 ) Z (e(_’”))

n=0
1— (e(—w))N-i-l
1 —el=2)

S ()] =

= ‘e(_w) sin (2 x)‘

2 |e(*z) sin (2z)|

T (HYPOTHESE DE DOMINATION).
— e -

2 }e(’w) sin (2)|

1 =) est continue par morceaux sur |0, 4+00[, et pour tout x au voisinage
— (-

L’application ¢ : x —

deOona:

~J
x—0 x€X xr—0 x—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, 4+00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2e(=)
<
et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
) e(fz) o0

2e(=%) et on sait que l'intégrale / 2e(=2)dg converge. Par le théoreme de comparaison

1— e(_z) x%loo 1

too 9 e(fa:)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx. Toujours
— 6 -
o0 ! o0
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur |0, +o0[

+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oo [ 0 N—+o0

+o0 +00 o(=2) gin (2
/ lim S (z)ds = / e Vsin22)
0 0

N—+o00 1-— 6(7x)

d’une part :

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

+o00 +oo0 N
li = i (=(n+D)z) o1y (92
i | Sy (x)dz Shm ; 7;) e sin (2x) dz
N +00
= I (=(+1)z) iy (2 2) d
Niriloo;/o e sin (2z) dz
+00  too
= Z / e=( D) gin (22) dx
n=070
>
n=0 (T‘L + 1)2 +4
“+oo (71) : 2 +00 2
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / %dx = Z —.
0 1L —el® —(n+1)"+4
Corrigé 3. + page 1

1. Soit n € N. L’application x + e(="®) sin (x) est continue sur [0,+oo[, et pour tout = € [0,+oo[ on a:

“+o00
’e(_”x) sin (m)‘ < e="®) . Or I'intégrale / el dzx converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0
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+o0o
le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives l'intégrale / e(="%) gin (z) da converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

—+oo

% (=7 gin (z) Heo n
- >\ _ (—z) (—x)
/0 o) dz = /0 e\ "% sin (x) E (e ) dz

n=0

Z/ ~(FD2) gin () da
= Z

ou l'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (z)| e(=(*D2) 4z le plus simple semble étre de majorer
n=0

+oo +oo e(f(nJrl)a:)
|sin (z)| par 1, de sorte que: / lsin ()] e =D dg < / D) gy — {—] =
0 0 n 4+ 1 0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

n+1

qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme & terme (en vérité,
+oo

calculer |sin (z)] e~ D) qg sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener éodes intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sn(z)= Z e =D gin (1)
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

oo (~2) g
simplement sur ]0, +oo] vers la fonction f : z — Z (= FD2) gin () = elistn(ic) (il s’agit essentiellement
—e —T
n=0

d’une série géométrique de raison e(~%) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus z = 0, méme si on
remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue cependant
d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur |0, +o0].
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Ensuite, pour tout N € N et tout « €]0, +00[, on a:

N
n
|Sn (z)] = | sin (z) Z (6(793))
n=0
1— (6(71))N+1
. ’ ©
= le sin (z
e sin ()| T
2 |e(’:’3) sin (a:)| R
< 1 oo (HYPOTHESE DE DOMINATION).
—e x
o 2| sin (2)| . g
L’application ¢ : z +— R s w— est continue par morceaux sur ]0, +o0o[, et pour tout x au voisinage
—e —X

de Oon a:

~J
z—0 T z—0 x—0
donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o0:
26(_‘1)
e(x) < PR

et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

2 (%) teo
———  ~ 2¢el=) et on sait que lintégrale / 2e(=?)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1— e(_ll) r—+00 1

too 9 e(71)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬂdx. Toujours
—e
+oo ! +oo
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.

1 0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4oo[. Lhypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apreés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oco 0 0 N—+oco

+oo oo (—2)
/ lim SN(x)dx:/ wdx
0 N —+o00 0

d’une part:

1 —el-2)
et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

+00 oo N

; _ (~(n41)a)
N]_l}riloo ; Sy (x)dz Nl_lffoo | Ze sin (x) dz

- (=(n+1))
Nl_lg_lOOZ/ e sin (z) dz
“+o0 o0
= Z / e~ D2) gin () da
—5 /0
Z (n+ 1

(=) o +oo 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / eistri()@dx = Z —_—
0 L —el=® =n+1)"+1

Corrigé 4. Pour démontrer 'identité de ’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’'un développement en série géomé-  + page 1
trique:

1 403 1 105 +00 X (=) +oo a1 St 403 +o0 p3n+a04 7L £ (—1)"
/O A1 /Ox 7;( ) nz—%/o( )'e ! Z[( ) 3n+404]0 ;371-1-404’

n=0

ou légalité (x) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme
du cours n’est utilisable :
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+oo

1 : . o

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: ﬁ = g )" 3"+404, ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série )3t dqp = ——— est divergente, puisque c’est essentiellement la série
;}/ | Z 3 + 404 BeIRe, prisd
harmonique.
Nous allons a la place appliquer le théoréeme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

N
YN EN, Vo € [0,1], Sy(z)=) (—1)"a®"H03,
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
too 403
x
sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(fl)”x?’ n+403 51 (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
x
n=0

raison —z% €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout € [0,1],

on a:

4031 — (—aB)N+ 9,403

S = m403 - < HYPOTHESE DE DOMINATION).
2z403
L’application ¢ : x T+ est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
x

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apreés le théo-
réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
lim / Sn(z)dz = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
0 0 N—+o0

N —+00
1 1 2403
li S do = —d
[ svone- [ e

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
permet d’écrire :

1 1
lim Sny(z)dz = lim 3 (1) 03,

N—+o00 [y N—+oco
N 1
— 1 _1)» 3n+403
R
+oo 1
— Z(_l)n/ $3n+403d$
n=0 0
“+o0 n
- s
= 3n 4404
+oo (_1)n 1403
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / dzx.

Corrigé 5. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-
trique :

1 1+OO ) 400 .1 - 400 225m+1 1 +o00 (_1)"
TLd - _171, Tld — _1’IL —
[ e [ a3 [aranan = 3 [ ] -3 ol

ou l'égalité (*) est a justiﬁer: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
—+o00

25 n+1 : . .

i Z(—l)"m "t ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser

le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:
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1
1
— la série Z / |(—1)"$25"‘ dr = Z ——— est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
0 25n+1
n>=0 n>=0
nique.

Nous allons & la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vz € [0,1], Sy(z)=>) (-1)"z*"
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nyen converge simplement
+oo
sur [0,1] vers la fonction f : z Z(—l)"ac%” = Fi (il s’agit essentiellement d'une série géométrique de
x

n=0
raison —z?® €]—1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout z € [0,1],
ona:

N - 1— (_x25)N+1 9
Sy(x)| = — = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
S () ;( ) s STeam )
L’application ¢ : = — T35 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apreés le

théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:
1

1
lim Sn(z)dz = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
0 N—4o0

N—+oco 0

1 1
. 1
/0 yhm S (z)de = /O Fr

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N
li - E —1)" 25n
N—lg_loo/(; SN((E)dQ? N—1>I_r|_loo 0 n*O( ) . dz

N

1
— : _1\n 25n
= N1—1>I—ri-loo nE,O( 1) /0 = "dx

—+o0

1
:Z(fl)"/o " dx

n=0

+oo n
=Y

=250+ 1

-/ —~— 4
%n+ 1 25410

n=0

S G A
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z P —— /
0

Corrigé 6.
1. Pour démontrer I’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :
1 9 1 —+00 —+00 1 —+o00 n+10 1 —+o0 n
x () 0 z (=1
dx = z? —x)"dx = / 1)z 0y = -1 = ,
/0$‘|’1 /0 nz::o( : ,;0( ) ;::o( "), ;::O”HO

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable :
+o0

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: P = Z(—l)"m”HO, ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
x

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur Dintervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréeme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
1
— la série Z / |(—1)"x"+9‘ dr = Z 10 est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n>0 0 n>0 nt
nique.
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Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vo€ [01], Sy(z)=) (-1)"a""".

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sn)nen converge
+oo 9
x
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)"w""‘g =271 (il s’agit essentiellement d’une série
x
n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

N 1— (—a)N+1 2g®
|Sn (z)] = |2” Z (—2)"| =2’ T o < Tz (HYPOTHESE DE DOMINATION).
n=0
229

L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
T

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy(x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oco 0 0 N—+oco

1 1 9
/ lim Sy(z)dx z/ a dz,
0 N—+o00 0 X + 1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

1 1 N
: _ s _1\n,.n+9
sl fy Sw@de = Jim J 2 (1)
N 1
= lim (71)"/ 2" Hdx
N—)+oon:0 0
+oo 1
= Z(—l)"/ z"dz
n=0 0

ST
En conclusion, on a bien le résultat voulu: = / dx.

n=0

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

1 9 1
) 1
/ x dx:/ Tt -+ —— +1)dx
0 .'L'+1 0 .'L'+1

1
1 1
—[9x9—8x8 ?x7—6x6+5x5—1x4 3x3—2:52—i—sv—ln(9c—|—1)}0
1
— @)+ o8
2520

D’ou le résultat grace a l’identité de ’exercice.

Corrigé 7. < page 1
1. Soit n € N. L’application z +— e(=3"%)sin () est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oo[ on

+oo
a: |e(*3”“’) sin ()| < e(=372)  Or Dintégrale / e(=3m2)dz converge (c’est une intégrale de référence),
0
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+o00
donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=31%) gin (z)dx
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+oo +oo . )
/ e(=3") gin (z) dz = Im </ (=6 ”Z)m)dx)
0 0

e(—(@Bn—i)z) 7T
=3n+1i |,

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

+o0 (=3z) o; too oo )
A elT(SiISli)x)dx = / e(*gm) sin (x) Z (76(*3:1;)) dx

0 n=0

Z/ )TN gin (z) da
_ Z )

(n+ 1
ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z/ |sin ()] e(=3(+D2) 4z e plus simple semble étre de majorer
n=0

+oo —+oo
|sin (x)| par 1, de sorte que: / |sin ()| (=3 (D) qg < / (32 g — {—
0 0

1

3(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
+o0o

calculer / |sin (z)] e(=3(+1)2) 42 sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

3(n+1)

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

e<3(n+1>w>r°° _
0

ramener émodes intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+o0[, Sn(z)= Z (=1)" e3P i () .

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

n (3 (nil e(=3%) sin ()
simplement sur ]0,4+o0[ vers la fonction f : x — Z (=1)" 3 (DD i (2) = EEVEDN (il s’agit
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(=3%) €] —1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus x = 0,
méme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
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10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(=3%) gin (z) Z (—6(7393))71

n=0

[Sn ()] =

(76(73 z))N+1

1+ e(=32)

= ‘6(731) sin (z)‘

2 |e(73 ) sin (z)] .
<= = 2 (HYPOTHESE DE DOMINATION).

S 1+4e(=32)
o 2|39 sin ()| . g
L’application ¢ : z W est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage
o(—

de Oon a:
2Xx

o()

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +o0o reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
z—=0 2 =0 z—0

de 400:
2 e(73 z)
< -
(p(I) = 1+ e(—3x) ’
et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
) 6(73 z)

+oo
—— . 2e(=3%) et on sait que lintégrale / 2e(=37) g converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(—37) 2400 1

“+oo ) 6(73 x)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1 =+ e(_?’z)
+o0 +too

Toujours par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy(z)dz = / lim Sy(z)dz.
N—+oo [ 0 N—

“+o0

400 oo (=3z)

/ lim Sy(z)dx 2/ wdx,
0 N—+o0 0 1+ e(—32)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

Or on a d’une part:

+o00 400 N
NEE-I&oo 0 Sn(e)dz = Nl—i}iloo 0 nz:;)(_l)n T3V sin (2) dar
[ (-3 (n+1)2)
_ . 1\ (=3 (n+D)z) o
_NE)IEOOZO ; (—1)"e sin () dz
+oo —+oo
= Z (—1)”/ (3 (D) i (2) da
n=0 0
+oo n
-y
=9m+1)" +1

+o0 e(=3%) gin () = (-1)"
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / ——— 3, dr = Z —
0 14 e(=32) —9(n+1)"+1

Corrigé 8.

1. Pour démontrer l’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 1’aide d’un développement en série géométrique :

bop® ! 29+OO 2 (%) = 2n429 = x2n 30 ! = (*l)n
[ rate= [ o Setra O3 [ayatmae =3 | gris] <35 g

=0 n=0 0 n=0

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :
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+oo
21430 . " . ains
o Z(—l)"aj n+30 " ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit :

n 2n+29 1 - : O S ha “a : A1

la série 7;, / ‘ |da: 22: 130 est divergente, puisque c’est essentiellement la série
harmonique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-

version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Ve e [0,1], Sn( Z 1)na2nt29,

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
—+o0
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(fl)
n=0
géométrique de raison —x? €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1]. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

np2nt29 _ (il s’agit essentiellement d’une série

2 +1

ISy (z)| = |22 E g} ()N 207 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
=z .
N 1+ a2 S 142
R 2z%9 ) L
L’application ¢ : x — T+ est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
T

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: lim Sy (x)dzr = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oco 0 0 N—+oco

1 1 J;QQ

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

1 1 N
lim Sy(z)dr = lim Z(fl)":ﬁ"*zgdx

N—+oco 0 N—+oco 0 —o
N 1
= lim (71)"/ 22"y
N
~>+oon:0 0
400 1
:§ :(_1)71/ $2n+29daj
n=0 0

+oo n
_ (1)
N 7;) 2(n+15)

too n 1 29
: : , (1) / T
E 1 b 1 ltat lu: E = dzx.
n conclusion, on a bien le résultat voulu > 3130 L 211 T
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2. On simplifie I'intégrande en faisant apparaitre une somme géométrique. On a:
1 .29 1 28
11—
/ A / AT,
1 T 1 _ (—{L‘2) 14
= 2 — X 2 de‘
o \1l+z 1—(—22?)
1 2 13
2\k
/ (m —z) (=) )dw

k=0
1 x2kt2

=1 1) 1)kt
[2 n (et 1) + Z 2h+2)
1 237371

==-In(2) — ———.
2 1)~ 755730

D’ou le résultat grace a 'identité de ’exercice.
Corrigé 9. + page 2

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

1 +o<> ) +o00 1 +o00 $n+1 1 +oo (_1)n
[ aie= [ Seerar S [rarar= 3 [0 g] =3

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:

nxn-i-l

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: a1 Z(—l) , ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
x

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / )tz de = Z T est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

n>0 n=0
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléeme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

YN €N, Vo € [0,1], Sy(x)=> (-1)"a"

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
+oo
n.,.n

1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(fl) = (il s’agit essentiellement d’une série
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout = € [0,1], on a:

> (o) =

1— (—.Z')N+1 .

S = X
S (@)] 1+ 1+

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
T
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres

le théoréme de convergence dominée, Sn est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: lim / Sn(x da:—/ lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+o0 N—+co

1 1
. 1
[ vl swtarta = [ s
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
Wl f, Svledde = Jlim [ 3 (C1"atds
N 1
= lim (—1)"/ x"dx
N~>+oon:0 0
+o0 1
= Z(—l)"/ z"dx
n=0 0
“+o0 n
(1)

“+o0 (—1)" 1 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu : g 1 = / n 1da:.
n 0

n=0
1
r+1

1
2. On a directement : / dz =[In(x + 1)](1J =In(2). D’ou le résultat grace a l'identité de 'exercice.
0

Corrigé 10.

1. Soit n € N. L’application z +— e(~"%) sin (x) est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,4o00[ on a:

+oo
|e(*m) sin ()| < e(=7®)_ Or I'intégrale / e(="®)dg converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

—+o0
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives l'intégrale / e(="®) gin (z) dz converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

“+o0 +oo )
/ e gin () dz = Im (/ e(_(”_l)a”)dx)
0 0

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

+oo (—z) o +oo +o0
/ e sin(z) / ) sin () 3 (_ew))" de
0 0

1+ el=2) =
() = [T
= Z/ (=1)" =)D gin (2) dz
n=0 0
_ Jio (="
—(n+1)7+1

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments;

“+o0
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin ()| e(=(+D2) 4z le plus simple semble étre de majorer
n=0 0

+00 Foo
|sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] e~z < / e(=(FD2)qy —
0

0

(= (n+1)a) 77
n+1

0
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1

n+1

qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer |sin ()] e(=(*D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener éodes intervalles ot le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Va €]0,+00[, Sn(z) =) (-1)" e gin (x).
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0,400[, et la suite (Sy)nen converge

“+o0

(=) i
simplement sur |0, +o0[ vers la fonction f : z — Z (=1)" =D i (2) = e sin (@)

1+ e(—7)
n=0
tiellement d’une série géométrique de raison —e(~%) €]—1,1]: c’est pour ce passage que j’exclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(=%) sin (x) Z (—e(_£)>n
n=0

1— (_e(—x))N+1
14 el=2)

(il s’agit essen-

|Sn(2)] =

= ‘e(_’:) sin (x)‘

2 !e(_w) sin (x){

e (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o=

X

2 [et=") sin (z)|

e est continue par morceaux sur ]0, +oo[, et pour tout x au voisinage
e

L’application ¢ : z +—

deOona:
2X T

~ ~ x—0,
x—0 2 x—0 x—0

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2e(-7)
< ==
QO('T) ~ 1 T e(_w)a
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
26(_1)

400
——  ~ 2¢el=%) et on sait que lintégrale / 2e(=?)dg converge. Par le théoreme de comparaison
1+ e(*z) T—+o00 1

+oo ) e(—a:)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx. Toujours
o(—
+oo ! +o0
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) 'intégrale ( converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

400 —+o0
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sy(z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+o00 0 0 N—+oco

+oo oo (—z) o
/ lim SN(x)darz/ ﬂdx,
0 0

N—+o0 1+ e(—x)

d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+o00o 400 N
- g 1) (D))
NE}I_I&DO ; Sy (z)dx N1—1>I—ri-loo ; Z( 1)"e sin (z) dz
" ~(nt1)2)
_ n+1l)x
= NETOOZ/ sin (z) dz
+oo —+oo
= Z (—1)”/ e=(FD2) gin () da
n=0 0

72 n+1

X s (x) *2’0 (—1)"

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / & —_—.
0 T+el=® —n+1)+1

Corrigé 11.

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

+oo 2n+186 71 too (_1)n
]

boal® TR 0 [ 2n+185 z
dr = _ ndy = —1)" n+ de = —1)"
/ox2+1$/ox§“x nz:;/o(” =3 [ S

n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :

+oo
1 . . -
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: ——— = )2 86 ce qui ne vaut que si @ € [0,1]: ainsi
272 + 1 ) )
n= O

lintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

1
— la série " 2278 g = ———— est divergente, puisque c’est essentiellement la série
Z / | Z 2n + 186 g » buisq
n=0
harmonique.

Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN eN, Vz €[0,1][, Sn(z)= Z(_l)nx2n+185.

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge

oo 185
x
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — E (—1)ng2n 185 = 1 (il s’agit essentiellement d’une
x
n=0

série géométrique de raison —x? €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour
tout N € N et tout = € [0,1], on a:

1851 _ (_x2)N+1 - 2x185

S = 85 HYPOTHESE DE DOMINATION).
I SO e |
, . 218 . L
L’application ¢ : z — T2 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sn est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: Nl_l)r_r&oo/ Sy (z)dx = / 1\/1_1>I_r|r10o Sy (z)dz. Or on a d’une part:

1 1 IL‘185
/0 im_ Sn(@)de = /U 210

34
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1
li — L -1 n_.2n+185
N_lfﬁoo/() Sy (z)dx NI ; ng,o( ) dz

N 1

— : _1\n 2n+185
= i S [
+o00 1
_ Z(fl)n\/ 221 +185 9.
n=0 0

_Z n—|-93

+00 (—1)" 1185
E lusi bien le résultat voulu: — = dz.
n conclusion, on a bien le résultat voulu §2n+186 /0 poEEL

2. On simplifie 'intégrande en faisant apparaitre une somme géométrique. On a:

/13:185(11':/1—.13_14—1_3:184(11‘
0o 2+1 0 1+ 2?2
1 - 1—(—952)92
:/O <1+x2—x1_(_$2)>dx
' x < 2\k
:/0 (M—xZ(—m)>daz

k=0
k 1L 2k+2
:l In (22 + 1) +Z +2/<:+2
1y @) - 98865207494361758778055982524017553807 .
2 287506701978195782121788902826030117760

D’ou le résultat grace a 'identité de ’exercice.

Corrigé 12. + page 2

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

1 307 1 507 foo ) +oo .1 507 +oo 1308 1 +oo (—1)n
dz = —z)"dz = — 1) 30 qy = | =S
/0 P /0 v ;o( z)"dz ;_:o/o( J'e v nz_:o[( ) n+308L n;n+308’

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:

— pour obtenir ces égalités, on a écrit : = E )" ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi

I'intégrale doit s’interpréter comme une 1ntegrale sur l’mtervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’mtegratlon terme a terme sur un segment ;

1
— la série " 2" 307 4 = ——— est divergente, puisque c’est essentiellement la série
S [ e = Y b e anergente, puis
n>0 n=0
harmonique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN eN, Vz € 0,1, Sn(z)= Z(_l)nxn+307-
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nyen converge
= 307

simplement sur [0,1[ vers la fonction f : z E (=1)"gm+307 = T (il s’agit essentiellement d'une série
T
n=0
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géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout = € [0,1], on a:

N
2307 Z (_ )
n=0

94307
L’application ¢ : x +— T

n| _ x3071 — ()N 223

1+zx S 14z

|Sn(z)| = (HYPOTHESE DE DOMINATION).

est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: lim Sy (z)dx = / lim Sy (z)dz. Or on a d’une part :
g N—+oo

N—=+oo Jo
v 1,307
lim Sy(z)dz = dz,
0 N—+oco 0 1‘—|—1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

1 1 N
. _ . 2 _ 1\ ,.n+307
NLHEOO 0 SN(x)dm o NLHEOO 0 ( 1) * dz

N

1
_ . n n+307
+o0o 1
:Z(_l)n/ 2307 4,
n=0 0
_ *f (="
fnt 308

too (—1)" 1307
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E / dx.

2. On simplifie I'intégrande en faisant apparaltre une somme géométrique. On a:
1 307 1 307
141
/ z dz = / idx
o T+1 0 1+
/1 1 1— <_$)307

= — + dx

0 1+ 1—(—x)

1 306

- /0 ( 1+ * Z )

306
:l +Z l<:+1

192279736408770868682043205343882539126947142237558076771950211 1673886668115325321624:
2767518068897473093362179087201230998463822172540015139124367440405097430431382733618:

—In(2)+

D’ou le résultat grace a 'identité de ’exercice.

Corrigé 13. + page 3

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

1 +oo - +o00 1 . +o00 . x”'H 1 +oo (_1)n
"dy = —1)"z"dx = ~1 =
/ox+1 / (—a)d ;/< parae =3 i >n+1]0 >

n=0

ou I'égalité (%) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:
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+oo
1
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o Z(—l)”x”“, ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
x
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / [(=1)"z"|dx = Z L est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
nx0v0 >0 +1
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN eN, Yz e [0,1], Sy(z) = (~1)"z".

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sn)nen converge
—+oo
1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x Z(_l)nxn ] (il s’agit essentiellement d'une série
x
n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1]. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

N 1— (—2)N+!
|Sn(z)| = nz::o(—:z:)" =Ty STia (HYPOTHESE DE DOMINATION).

2
L’application ¢ : z +— T est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oo Jo g N—+oo

1 1
. 1
/0 NEIEOOSN(:E)dx—/O erldx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
NIAI)IEOO ; SN(x)dx:NEIEm i nz:;)(—l) x"dx
N 1
= i " "d
i, S [anas

- Jf(—l)" /01 2"dx

n=0

“+o0 n
N =D
_;::0 n+1’

+o0 1
-nH" 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E (=1) = / dz.

1

n 1dz: =[ln(z+ 1)](1J =In(2). D’ou le résultat grace a l'identité de 'exercice.
x

1
2. On a directement : /
0

Corrigé 14. < page 3

1. Soit n € N. L’application x + e(="®) sin (14 ) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0,+oo[ on a:

“+o0
’e(_"’c) sin (14 96)’ < el Or 'intégrale / e(=")dz converge (c’est une intégrale de référence), donc
0
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+o00o
par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(="%) gin (14 x)dx
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+oo +oo )
/ e(="%) sin (14 ) dz = Im </ e(("l“)z)dm)
0 0
. o(—(n—14)z) 1 To°
- [ “n+ 14d ]0
tm (- —
—n + 144

_q —n — 143
T2 16
14
C n2 4196

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

+oo L (—z) o 14 +o0 too n
/ Lﬂ(z)dx = / e sin (14 z) Z (e(*"’”)) dx
0 1-— e(_f) 0 0

Z/ (D)D) 6in (14 ) da
B Z 2 1196

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments;

— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (14:ac)|e(_("'*'l)”“')dx7 le plus simple semble étre

>0
" —+o0 —+oo
de majorer |sin(14z)| par 1, de sorte que: / |sin (14 )| e~ (D) 4z < / elm( Do) gy —
0 0
e(—(n+1)z) 7T 1
- = ——; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série
n+1 0 n+1

de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoreme d’intégration
+oo
terme & terme (en vérité, calculer / |sin (14 2)| e~ (™*D?) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

VN e N, Vz €]0,+o0[, Sn(z Z e D) gin (14.2)

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sn)nen converge

= (-) sin (14
simplement sur ]0, +oo| vers la fonction f : z — Z ~(n+2) gin (14 2) = %n(f)x) (il s’agit essen-
—e x
n=0

tiellement d’une série géométrique de raison e(~*) €] — 1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
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10, +o0[. Ensuite, pour tout N € N et tout  €]0, +o0[, on a:

N
e= sin (14 z) Z (e(_x))

n=0
1— (e(—w))N—i-l

1—el=2)

S ()] =

= }e(_””) sin (14 x)‘

2 |e(*I) sin (14 z)| .
< (HYPOTHESE DE DOMINATION).

= 1—el=2)
L 2’6(_“‘”) sin(14aﬁ)‘ . o
L’application ¢ : x — 1 o est continue par morceaux sur ]()7 +oo[, et pour tout x au voisinage
—e
de O on a: 9 % 14
x 14z
~ — ~ 28—
(p(l‘) z—0 xT z—0 8 z—0 0,

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2¢e(=7)

1— e’

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

2 (=) Foo
Sl e(=%) et on sait que lintégrale / 2¢-7)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1—e(=%) z5+00 1

p(z) <

too 9 e(793)

des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz. Toujours

1 1-— 6(_3:)
+oo —+o00
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4oo[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur |0, +o0[

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oc0o 0 0 N—+oco

+oo 499 o= gin (14
/ lim SN(x)dm:/ Lﬂ(m)dx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

d’une part:

“+oo 400 N
li = i (=(n+1)z) iy (14
N ; Sy (z)dz yHm ; Zoe sin (14 z) dz
+oo
:th Z/ e~ tD2) gin (14 z) d
—+00

+oo “+ o0
= Z / e~ TV2) gin (14 z) da
—Jo

(n+ 1 > £196
20 () 5in (14 = 14
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / Lﬂ(m) T = Z —_—
0 1 —el=2) = (n+1) +196

Corrigé 15.

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

! .fL'S ! 8+OO (%) = 1 8 T $n+9 1 too (_1)71
_ _ n T _1 n,.n+ — _1 n —
/0 ij1daz: /Omnz;)( x)"dw ;)/o( Ve Tedx Z[( ) n+9L nz:%nJrg,

n=0

ou 'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable :
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+oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o E (=1)"2™ "9 ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
x
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / |(—1)”x"+8‘ dzr = Z L est divergente, puisque c¢’est essentiellement la série harmo-
nx0v0 n>0 +9
nique.
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN EN, Vo€ [01], Sy(z)=) (-1)"a""5.

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sn)nen converge
+00 8
x

simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — E (=1)"z" T8 = -1 (il s’agit essentiellement d’une série

T
n=0 +

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1]. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

8 Y gl— (*l')NH 21°
S = —z)" = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
ISn(z)| = |z nZ:%( ) T Ttz ( )
228

L’application ¢ : x +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
T

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy(x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part:
N—+o0 /g 0 N—+oo

1 1 8
/ lim Sy(z)dx z/ a dz,
o0 N—o+oo 0o X +1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

1 1 N

: _ s _1\n,.n+8
Nl—lg-loo ; SN(x)dx—Nl_l)rﬂoo ; nz::O( 2" de
N 1
= lim (71)"/ " 8dx
N—+4o00 0
+00 1
— Z(_l)n/ xn+8dx
n=0 0
+oo (_1)TL

S~ (=pr e
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z / dz
0

n:0n+9: x+1

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

Log8 ! - 1
/ d:z::/ 2l a2l -+ —— — 1) dx
0 .T+1 0 .T/'+1

1 1 1 1 1
= {w ——x +$6—x5+m4—x3+x2—x+ln(x+1)]

1

87 7T T6T 50 4T 37 T2 o

D’ou le résultat grace a l’identité de ’exercice.
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Corrigé 16. <+ page 3

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

+°O *) too 1 i too 2 1 foo (_l)n
do = z)"dz —1)ma" e = ~1)" =

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:

nxn+2

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o Z(fl) , ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
x

n=
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréeme d’integration terme a terme sur un segment ;

—laserleZ/ "”+1‘dx—zn_1|_2

n>0 n20
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

YN €N, Vo € [0,1], Sy(x) = (-1)"a"".

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge

“+o0
x
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(fl)"z’”l =71 (il s’agit essentiellement d’une série
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N e Net tout z € [0,1], on a:

1— (—z)Ntt 2z .
=z < (HYPOTHESE DE DOMINATION).
1+z 142

2x
L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoreme de convergence dominée, SN est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: Nl_lffoo/ Sy (x)dx —/ Nl_1>r_r|r100 Sn(z)dz. Or on a d’une part:

1 1
N T
[ vl swtode = 7 22

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

1 1 N
. _ . _1\n,.n+1
NEIEMA SN(x)dx_Nl—lE-I‘rloo 0 n;o( 1) v de
N 1
_ : _1\n n+1
= lim 3o [an e
+o0 1
= Z(—l)"/ "M dz
n=0 0

o n+2

+oo ( 1)n 1 T
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z / dx.
0

n0n+2 r+1
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2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

[ o= (5
dx = —

o= In (o + ]}
=—In(2)+1.

+1> dx

D’ou le résultat grace a l'identité de ’exercice.

Corrigé 17. + page 3

1. Pour démontrer I'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

1 .89 1 . +oo ) too .1 s +o0 o907t Ex (=1)"
dz = —x)"dx = —1)"z"Tdx = -1H" =
/0 s+l /0 v ;( @)"de nz_:o/o( Jle e Z[( ) n+90] 2 wron

n=0 0 n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
“+o00

— pour obtenir ces égalités, on a écrit : 1 Z(—l)nxmrgo, ce qui ne vaut que si x € [0,1[: ainsi
x

Iintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur Vintervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment ;

1
1

— la série 1)z T8 dy = est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-

5 [l s = 30 Lo est divergente, puisa

n>=0 n>=0

monique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN EN, Vo e [01], Sn(z)=) (-1)"a"".
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge

too 89
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(—l)"m""‘sg =211 (il s’agit essentiellement d’une série
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1]. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

N
IESQ Z (71,)”

n=0

— 89 1- (*x)NH 2%

S - X
S (@)l 1+ 1+

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

25689
L’application ¢ : z +— 1

est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: NEIEOO/O Sy (z)dz = /0 1\[1_1>I_r|r10o Sn(z)dz. Or on a d’une part:

1 1,89
/ lim Sy(z)dx = / dzx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

|
T
=
3
T
N
3
O\bd
Hﬁ"
T
3
o
8

|
+fm+
8 o 8
T
—_
~— 3
3
S—
[y
8
3
+
9]
=}
o
8

+oo (_1)n 1 .89
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / dz.
n + 90 0o T+1

n=0

2. On simplifie 'intégrande en faisant apparaitre une somme géométrique. On a:

1 .89 1 89
/ x dx:/ de
o v+1 0 1+
1 89
1 1—-(—
:/ B n —2) "\ 4
0 1+ 1—(—x)
1 1 88
k
= - — d
/0< 1+x+2( x)) T

k=0
88

= l In(z+1)+ Y (-1
k=0

1
xk+1

E+1
0

100445296219864371632765235386207115199
143753350989097891060894451413015058880

—In(2) +

Dot le résultat grace a l'identité de ’exercice.

Corrigé 18. + page 3

1. Soit n € N. L’application # + e(=3"®)sin (z) est continue sur [0,+oc[, et pour tout = € [0,+oc[ on

+oo
a: |e(_3m) sin ()| < e(=372)  Or lintégrale / e(=3m2)dz converge (c’est une intégrale de référence),
0

+
donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=37%) gin (z) dz
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+o0 +oo ,
/ e(=3nx) gi (z)dz = Im (/ (=3 n—z)x)dx)
0 0
e(—(Bn—i)z) 7T
=3n+i |,

D’ou le résultat.
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2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (=3z) o3 ( ) 400 400 n
e sin (x _ (—32) ( (—395))
/0 e dz /0 e sin () g e dz

n=0

o) N~ [

= Z/ o3 (D) i (2) da
—5/0

= Z PYPSETEAEE

(n+ 1
on I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable:
— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (z)| e(=3(+12) 4z e plus simple semble étre de majorer
n>=0
e(=3 (n+1)z) } Foo

3(n+1)

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

—+oo —+oo
|sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] e =3 (M FDP) g </ e(=3 (D) gy — {—
0 0
1

3(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
—+oo

calculer |sin ()| e(=3(*+D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sn(z)= Z (3 (D) gin (2) .
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, +00[, et la suite (Sy)nen converge

= 3 (nitl e(=3%) sin (z)
simplement sur ]0, +o00| vers la fonction f : z E e(T3 D)D) gin (2) = e (il s’agit essentiel-
—el— xr

lement d’une série géométrique de raison el=3%) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que j’exclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00]. Ensuite, pour tout N € N et tout = €]0, +00], on a:

N
e(=3%) gin (x) Z (e(_?’x))n

n=0
1— (e(—3z))N+1
1— 6(7330)

1Sn ()] =

= ‘e(_?’ %) sin (LL')‘

2 ‘e(’i)"'”) sin ()|

o0 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
j— e -

2 ’e(_?’z) sin (x)|

] =) est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage
— e -

L’application ¢ : z —
de Oon a:

2Xx 2
- —0,

~Y ~Y
z—=0 3x z—0 3 z—0

o()

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +o0o reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de 400:
2e(=37)
p(r) < T e( 30
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2 e(—S z) +o00
———  ~ 2¢e(737) et on sait que Pintégrale 2e(739)dy converge. Par le théoreme de compa-
1 —e(=32) 2400 1
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+oo 26(_3 )
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale /

L 1—e30

+o0 +oo
Toujours par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / %)

1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +o0o[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

+oo +oo
10, +o00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz.
N—+oco 0 0 N

— 400

+o0 +oo (=3x) g;

/ lim Sy(z)dx :/ ﬂdx,
o Nooo 0 1 —e(=32)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

Or on a d’une part :

+o0 +o0 IV

i - 1 (=3 (n+1)z) g
Nl—lgloc ; Sn(z)dz Nl—lg-loo ; nz;:)e sin (z) dz

N 400
- 1 (=3 (n+1)z) g
Ngrilw;/o e sin (z) dz

+00  too )
Z / (73 (D) gin (2) Az
n=0"0

—Z

n+1

+o0 e(=3%) gin () ©= 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 73(13: = Z —
o 1—el3 9(n+1)° +1

Corrigé 19.

11 nx)

1. Soit n € N. L’application x  e(~ sin (z) est continue sur [0, +oo[, et pour tout x € [0,+oo[ on

+o0o
a: ‘e(_llm) sin (m)’ < e=1n2)  Or Pintégrale / el 2) dy converge (c’est une intégrale de référence),
0

—+oo
donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=1117) gin (z)dz

0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+oo +oo )
/ e gin () da = Im </ e((n”l)z)dm>
0 0
e(—(lln—i)w) +oo
=Im| |———
—1ln+: |,
R S
—11ln+1
I —1ln—1
AR TIT
_
121n2 +1°

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (—11z) (z) +oo too n
e sin (z
- P\ — (—11z) o (—=11z)
/0 oo dx—/o e sin (z) g (e ) dx

n=0

)N [T it e

) —11 (n+1)x) o:

= e sin (x) dz
Z/O

_2121 (n+1)

241
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ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:
— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a

terme spécifique aux segments ;
+oo
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (m)\e(_ll("ﬂ)”dx, le plus simple semble étre

n=0 0

+oo +o0
de majorer [sin(z)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] e~ (D2 Qg / (T (D) g —
0 0
e(—11 (n+1)z) 7T 1
- = ————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une
nn+1) |, 11 (n+1)
série de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoreme d’in-
+oo
tégration terme a terme (en vérité, calculer |sin ()] e’
0
utilisant la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de
simplifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil
que lapproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-

version (x). Pour cela, posons:

~11(+1)2) 42 sans majorer le sinus, mais en

N
VN €N, Va €]0,+00[, Sy(z)=» e gin (z).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

too (—11z) o
: . . (=11 (n+1)z) - (& Sin (.Z‘)

simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : x +— Zoe sin (z) = it
n=

lement d’une série géométrique de raison e(~11%) €] — 1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus z = 0, méme

si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue

cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N
e(-112) gy (z) Z (e(—lu))n

n=0
1— (e(—ll z))N-‘,—l
1 — e(—112)

(il S’agit essentiel-

1SN ()] =

= ‘e(_n ) sin ()

2 ‘e(’u *) sin (2)]

[ o—iio) (HYPOTHESE DE DOMINATION).
j— e -

~X

2 ‘e(_lu) sin ()|
1 — e(—112)

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur |0, +00[, et pour tout x au voisinage

deOona:
2Xx 2

~ ~ — —>
z—=0 11 z—0 11 z—0

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:

)

( - 26(—111)
¥ .1?) X 1 _ e(—11a)’

et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
) 6(711 x)

+oo
— .~ 2 e(=112) et on sait que l'intégrale / 2e(-11o)qy converge. Par le théoréme de compa-
1—e(-112) g 5100 1

+o0 ) e(—ll x)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdw.
1 — €

+o0 +oo
Toujours par comparaison, I’intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)

1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

+oo +oo
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dr = / lim Sy(z)dz.
N—+oc0 0 0 N—+oco
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Or on a d’une part:

+oo +oo ,(—11lz) ;
/ lim Sy(z)dz = / eism(x)dx,
0 0

N—+o00 1 _ e(—ll Z)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

+o0 +oo0 NV

: — 1 —11 (n41)z
NI_I)IEOO ; Sy (x)dx Ngriloo ; Z ) sin () dz

—+oo
— 11 (n+1)a)
NLHEOOZ/ sin (z) dx
Z/ —11(n+1)2) gipy (z)dz
B Z 121 (n +1) '

_|_

(=11x) +oo 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 67811111(96)(13; = Z —_—.
R e — 121 (n+1)° +1

Corrigé 20. Pour démontrer I'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-  + page 4
trique:

1 7 1 . +oo - +oo .1 ; +oo 23n+8 1 4o (=1)"
dr = _3nd ; —1)" 3n+d — —1)" —
/0m3+1x/0xnz_:0($)x ;}ﬂm o= 3 |V rs), " L ge s

n=0

ou légalité (x) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme & terme

du cours n’est utilisable:
“+o00

- L3S ; : . ains
o Z )*x® ") ce qui ne vaut que si x € [0,1[: ainsi
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’integration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
— la série Z / )" 3”"’7‘ de = Z est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
3n+38
n>0 n>0
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

VN EN, Vo e [0,1], Sn(z)=) (-1 a®"*".

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
—+oo

7
x
sur [0,1] vers la fonction f : z — E (—1)"a3ntT = 5T (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
x
n=0

raison —x% €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout = € [0,1],

on a: N
1— (_xS)NJrl 2£C7
Sn(@) =27 (—2*)"| =" < HYPOTHESE DE DOMINATION).
| N( )| n=0( ) 14 23 14 23 ( )
27
L’application ¢ : x — o8 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
x

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théo-
réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
lim Sn(z)dz = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oo 0 0 N—+oc0

1 1 7
. X
J) i sx@e= [
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N

: _ : _1\n,.3n+7
i, e = lim D (21t

|
P/T?
—_
~ 3

= 1

O\/—\
=

8

w

3

+

~
jol

8

3n+8 ) 23+1

n=0

G Y R
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z / dz.
0

Corrigé 21. <+ page 4

1. Pour démontrer l'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 1’aide d’un développement en série géométrique :

1y 1 400 ) +oo .1 +oo o+l 1 +oo (=1)"
— _ n p— _1nn — _ln —
[ e [ e @3 [erarae =30 [y =S

n=

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:
+o0

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o E (=1)"z" " ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
x
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / [(=1)"2"|dx = Z 1 est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n>0Y0 n>0 n+l
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vz € [01], Sy(z)=) (-1)"a"

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge
+oo

1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : = +— E (—D)"2"™ = ) (il s’agit essentiellement d’une série
x
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout = € [0,1], on a:

al 1 — (—z)N+!
S = —)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
|Sn ()] HZ:%( z) . =2 ¢ )

L’application ¢ : z +—

est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréeme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
on a: Nl_lf.?oo/o Sy (z)dx = /0 Nl_lgrloo Sy (z)dz. Or on a d’une part:

1 1
. 1
f, vl Swenta= [ = as
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

+oo 1
—nH" 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z (=1) = / n ldx.
0 T

dz =[In(x+ 1)](1) = 1In (2). D’ou le résultat griace a 'identité de l'exercice.

1
2. On a directement : /
0o T+1

Corrigé 22. Pour démontrer I'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-  + page 4
trique:

boaP ' 5+OO 3 () = [ 3n+5 — i (=nn
A D N e B e Dl e | e DE et

ou I'égalité (*) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
—+oo

3n+6 . . e
i Z(—l)"m "0 ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
1
— la série Z / |(—1)"x3 "+5| dr = Z 3 5 est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n=0 0 n=0 n+
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

VN EN, Vo e [01], Sn(z)=) (-1)"a®"*>.
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
+oo

sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)"m3”+5 = 557
x
n=0

raison —z% €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout z € [0,1],
on a:

(il s’agit essentiellement d’une série géométrique de

|Sn ()] ° i (—=*)" sl ()T 207 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
z)| = |z -z = )
N P 1T+a% S 1ta8
25
L’application ¢ : x 523 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
x

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théo-

réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:
1

1
lim Sy (z)de = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oco 0 0 N—+o00

1 1 5
, B x
/0 Nl_lfﬁoo Sn(z)dz = /0 g ldx,
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N
. o n,.3n+5
i, e = lim D (21
N 1
= lim (—1)"/ 3T dg
N—>+oon:0 0
+oo 1
:Z(—l)"/ 23" 5 dx
n=0 0
“+oo n
_ (-1)
n=03(n+2)

3n+6 ), 23+1

n=0

G A
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z / dz.
0

Corrigé 23. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a 1’aide d’un développement en série géomé-
trique:

+o0 :C67n+7 :| 1 +o0 (_1)n

1 6 1 +o0 400 1
T ()
2 dr= 6 __ .67 Ny = / —1)" 67n+6d _ B L _ N )
/0x67—|—1x /05”;)(:”) v ;}0( )’z z=2 | VST Z67n—|—7’

n=0 0 n=0

ou I'égalité (*) est a justifier: ¢’est un probleme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme & terme

du cours n’est utilisable:
—+00

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: = Z(—l)"xm"”, ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi

267 4+ 1 —
lintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur Uintervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment ;

1
1
— la série —1)"287 6| dz = ———— est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
> [l e = 3 s gente, puisq
n>=0 n>=0
monique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

N
VN eN, Vz €[0,1][, Sn(z)= Z(il)nx67n+6.
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nyen converge simplement

+o00o
sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(—l)"x67"+6 = (il s’agit essentiellement d’une série géométrique
n=0

267+ 1
de raison —257 €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout
x € [0,1[, on a:

N

67T\N+1 6
[Sn(z)] =20 (—a7)"| = af L= (=277 <= (HYPOTHESE DE DOMINATION).
= 1+ 267 1+ 267
’ 1 1 2:1;6 s . ,
L’application ¢ : x — T3 267 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le

théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:
1

1
lim Sy (z)de = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—=+oo [ g N—+oo

1 1 6
) B x
/0 N1_1>r_r|r100 Sn(z)dr = /0 P ldx,
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
permet d’écrire :

1

1 N
li = 1 —1)" 67 n+6
ylim, J, Sv@de= im0 3 (-1t

N

1
- —1)" 67 n+6
i 3o e s

n=0

—+oo

1
Z(_l)n / 267 +6 3
0

n=0

+oo n
3 D
67n+7
n=0

+oo n 1 6
-1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E 6(77—)#7 = / %de
n o T

n=0

Corrigé 24.

1. Soit n € N. L’application x + e(=3"*)sin (32) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0,4oco] on a:

+oo
le(=312) sin (32)| < e(=3"®). Or I'intégrale / e(=372) 4z converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

—+o0
par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=3n2) sin (3x) dx
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+00 Foo )
/ e(=3) gin (3z) dz = Im (/ e(_(?’"_‘?’)x)dx)
0 0
e(—(3n—=3i)z) 7T
Im | |———%—
—3n+3i |,
(-1
—3n+ 31
—3n— 31
=Tm (———
9n2+9
_ 1
S 3(n2+ 1)

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo

+0 e(=32) sin (3 ) oo n
_ (—3x) o (—=3xz)
/0 T o(32) dz = /0 e sin (3 z) E (e ) dz

n=0

+oo +oo
© Z/ e 3 (D)D) in (3z) da
n=0"0

+o00 1

n=03 ((n+ 1%+ 1)’

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable :

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+oo
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (3)] e+ dz le plus simple semble étre
n>0 0

+oo too
de majorer [sin(3z)| par 1, de sorte que: / lsin (3z)] e 2 FD2) 4y / e(=3()a) gy =
0 0

o1
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o(=3 (n+1)z) 7T 1
—_—— = ————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’'une série
3(n+1) |, 3(n+1)
de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration
+oo

terme & terme (en vérité, calculer / |sin (3)| =2 "V dz sans majorer le sinus, mais en utilisant

0
la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-

plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,400[, Sy(z)= Z (=3 FD2) gin (32)

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur ]0,400[, et la suite (Sy)nen converge

= 3 (a1 e(=3%) sin (3 2)
simplement sur 0, +oo[ vers la fonction f : z E (3D gin (32) = R e (il s’agit essen-
— e x
n=0

tiellement d’une série géométrique de raison e(—3%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus x = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(73%) gin (3z) Z (e(_gm))n

n=0
1— (e(—S;c))N+1
1— 6(739:)

|Sn(z)| =

= ‘e(_M) sin (3 x)

2 |e(_3$) sin (3 ac)|
<
1— e(—3:p)

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

2 |e(=32) sin (3 )|
1— e(—Sw)

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur 0, +o00[, et pour tout x au voisinage

deOona:
2x3x

xr ~

<P( )z~>0 3x z—0 x—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:

<25
PSS T8y

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
2 6(_3 x)

“+ o0
— = 2e(=3%) et on sait que lintégrale / 2e(737) g converge. Par le théoréme de compa-
1 —e(—32) 25400 1

+oo 9 6(_3 x)
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdm.
J— e -
+o0 ' +oo
Toujours par comparaison, ’intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, +o0[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy (z)dz.
N —+oc0o 0 0 N—+oco

Or on a d’une part:
Foo +o0 e(=32) gin (31)
/0 NLHEOO Sy (z)dr = /0 e dz,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

400 oo N

li = 1 (=3 (n+D)z)
yhm ; Sy (z)dz yhm ; ;Je sin (3z) dx

N

+oo
— : (=3 (n+1)x) o;
Nl_lffﬁoo 3,0 /0 e sin (3z) dx

“+o0 400
= Z/ (3 (VD) gin (32) da
n=0"0

+o0 1

n=03 ((n—l— D+ 1).

oo (=3z) o 3 +oo 1
e sin (3
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / ( )dx =
0

L— e n=03 ((n +1)% + 1) '

Corrigé 25. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-
trique :

11n+1:|1 +oo (—1)"

1 1 1 +oo " ) 400 .1 " +o00 z
/0 AT /0 7;)( v)de nz-%/o( Jle e Z{( " Tl = 2 e 1

n=0 0 n=0

ou I'égalité (*) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
+oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: = Z(—l)”xH”H, ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi

Z‘ll + 1
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
1

— la série Z / |(—1)"$11”‘ dx = Z Tinsl est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
0 n

n>=0 n>0
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoréeme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

YN EN, Vo € [0,1], Sy(z)=) (-1)"z""
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
“+o0
sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)"mlln =
n=0
raison —z'! €]—1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout z € [0,1],
on a:

pTR) (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
x

N L 1— (—glh)N+1 9
Sn(z)| = —x = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
ISn ()] nz:%( ) 14 g1t Sl ( )
L’application ¢ : = — T30 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le
théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
NEIEmA Sy (z)de = /0 NI_I)IEOO Sy (z)dz. Or on a d’une part:

1 1
. 1
/O im Sy (@)de = /0 P19

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale

93
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permet d’écrire :

1 1 N
. . 11
N1—1>r£oo/o SN(m)dat—Nl_lngoo ; T;)(_an "dz
N 1
— 3 —_1)" 11n
i Y- [ e
00 1
_ Z(_l)n/ :L’ll ndx
n=0 0

+oo n
-y B
= 11n+1

Z*’” -y _ 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Tinal = / T 1dac.
n x

n=0

Corrigé 26. < page 5

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

1o 1 +oo ) too 1 +00 Zntl 1 too (=1)"
— _ n p— _1nn — _1n —
[ o= [ Seera @S [feyraa =3 (| <3

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:
1 =
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: 11 z:(—l)"ac”“7 ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
1
— la série Z / [(=1)"2"|dx = Z 1 est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n>0 0 n=0 nt
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléeme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vo € [0,1], Sy(x)= (-1)"a"

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
+oo

1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(—l)"m” =i (il s’agit essentiellement d’une série
x

n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout = € [0,1], on a:

1— (—z)N+! 2 .
= < (HYPOTHESE DE DOMINATION).
1+ 1+

[Sn ()] =

L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréeme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: NEIEDO/(; Sy (z)dx = /o Nl—i>I-ri-loo Sy (z)dz. Or on a d’une part:

1 1
. 1
[ vl swtarta = [
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
: — : —1)"r g™
N 1
:Nl_ﬁloo;(_l) /0 2"dx
+oo 1
= Z(fl)"/ x"dx
n=0 0

“+o0 n
o (=)
_nzz;) n+1"

+oo 1
-1 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E (=1) = / m ldx.
o T

1

2. On a directement : = [In (z + 1)]; = In (2). D’ot le résultat grace & identité de 'exercice.

qunglj

Corrigé 27.
1. Pour démontrer l’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 1’aide d’un développement en série géométrique :

1 .'1796 1 06 “+00 (*) 400 1 o6 +o0 .I'"+97 1 400 (_1>n
d — _ nd P _1" n d — _1 n —
[ = [ > (oas ;0/0< 96, g[( >n+97]0 >

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: = E )"z 97 ce qui ne vaut que si € [0,1[: ainsi

I'intégrale doit s’interpréter comme une 1ntegrale sur l’mtervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’mtegratlon terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / )" ”+96’ dr = Z est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
n 4+ 97
n>0 n>0
monique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

YN EN, Vo e [01], Sn(z)=) (-1)"a"*®

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge
+oo 96
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — —1)ngnt96 —
p (0,1] f g;() 1
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

.%'96 Z (_w)n —

2$96
L’application ¢ : z +— 7

(il s’agit essentiellement d’une série

961 — (_af)NH 2%

S - S
|9 ()] 1+ 14z

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sn est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: lim / Sn(x da:—/ lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+o0

N—+o00
1 1 $96
/ lim Sy(z)dx z/ dz,
0 N—+o00 0 X + 1

95
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
. o n,n+96
Wiy e = lim 2 (21
N 1
= lim (—1)"/ "ty
0

N—
Feo n=0

+oo

1
— Z(_1>n/ $"+96dx
n=0 0
“+oo n
=3
n+ 97

n=0

+oo (71)77. 1 :EQG
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E = / dz.
gt 97 o z+1

2. On simplifie I'intégrande en faisant apparaitre une somme géométrique. On a:

/0 :z:+1 /01 _1—~l_i;x de
1 96
/ <1+x 11((>) )d‘r
/ ( 95( ))dx

—+1
In(z + 1) +Z ’“+1Z+1

98897413912101 176502959976158939147221
143753350989097891060894451413015058880

1

=1In(2) -

D’ou le résultat grace a 'identité de 'exercice.

Corrigé 28.
1. Soit n € N. L’application = + e(=2"%)sin (z) est continue sur [0,+oc[, et pour tout = € [0,+oc[ on

+oo
a: [e(=2"sin (z)| < e(729). Or I'intégrale / e(=2"¥)dg converge (c’est une intégrale de référence),
0

e(—2 nx)

donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / sin (z) dz

0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

“+o0 +oo
/ e(=27%) gin (z)dz =Im </ e(-(n—i)z dx)
0 0

e(—(2n—i)z) 7T
—2n+1i |,

D’ou le résultat.

o6
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2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

oo (=2x) 3 400 +o0 n
/ %ilgl()aj)dm = / e(=2%) gin (x) Z (—e(_m)) dz
0 ety 0

n=0

+oo
Z/ —1)" (200D gin (z) da
= Z

on I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1 241’

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)| e(=2(+1)2) 44 e plus simple semble étre de majorer
n>=0
e(—2(n+1)x) } +oo

2(n+1)

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

—+oo —+o0
|sin ()| par 1, de sorte que: / |sin ()| (72 (" FD2) gy </ (T2 A 2) g — {—
0 0
1

2(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
+oo

calculer |sin ()| e(=2(n*+D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,+00[, Sn(z)= Z (—=1)" (720D i ().

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

(—2z) o
sin (z) = e Tsin(z) (il s’agit

n o(=2(n+1)z)
14 e(=22)

simplement sur ]0,4+o0[ vers la fonction f : x — Z (-1

n=0
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(=2%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus x = 0,
meéme si on remarque qu’en = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00]. Ensuite, pour tout N € N et tout = €]0, +00], on a:

N
e(=2%) gin () Z <—e(_2x))

n=0
1— (_e(—Qm))N+1

14 e(—22)

SN ()| =

—2x)

= ‘e( sin (x)‘

2 ’e(*“) sin ()|
14 e(=22)

2 ’e(_“) sin (x)|

14 e(=22)

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

L’application ¢ : z — est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage

deOona:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +o0o reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
x—0 2 z—0 x—0

de 4+00:
2¢e(—27)
< ==
(p(I) = 1+ e(—2x) ’
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2e(=22)

“+oo
——— 2e(=27) et on sait que Pintégrale / 2e(722)qg converge. Par le théoreme de compa-
1+ e(— Z) z—+oo 1
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+oo 2 e(—2 )
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdx
e
+o0 ' +oo
Toujours par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +o0o[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

+oo +oo
10, +o00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz.
N—+oco 0 0 N

— 400

+oo +oo (—22) o

/ lim Sy(z)dx :/ ﬂdx,
0 N—+4o0 0 1+ e(—2x)

Or on a d’une part :

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I’intégrale permet d’écrire :

[e%s) oo N
Jim [ svan = i O+ ;g—w"e<—2<"+1>fﬂ>sm<x>dx
+oo
+oo +oo
= Z (—1)”/0 e(T2( D) i (2) da
n=0

—+o0

_ (-1)"
-2 4(n+1)

“an+1)+1

> (=20 sin (z) =X (=
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / ——— 5 dr = Z —_—Y
0 1+ e(-22) —4(n+1)"+1

Corrigé 29. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-
trique:

1 1+oo () +oo .1 ; +oo 2Tn+1 1 +oo (—1)”
nd : -1 n nd — -1 n —
/0 x7—|—1 / v nz_;)/o( Jlettde Z{( ) 7”"‘1]0 7;)7714'1’

n=0

ou I’égalité (*) est a justifier: c’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
—+o00

1
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: Tl = Z

n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser

le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

)" 2"t ce qui ne vaut que si @ € [0,1]: ainsi

1
— la série )" 2" dx = est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmonique.
D :
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

YN €N, Vz e [0,1], Sn(z)=> (-1)"z""

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
+oo
sur [0,1] vers la fonction f : x — —1)"z™" =
[0.1] f ;}( ) pe
—27 €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1][. Ensuite, pour tout N € N et tout x € [0,1[, on
a:

(il s’agit essentiellement d’une série géométrique de raison

N o 1-— (_$7)N+1
Sy (2)| = g —x = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
| N( )‘ n:()( ) 1+$7 1—|—$7 ( )

o8
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L’application ¢ : z — est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],

2
1+ 27
et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théo-
réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
lim Sn(z)dz = / lim Sy (z)dz. Or on a d’une part :
N—+oo 0 0 N—+oo

1 1
1
1' — —_—
/0 N—1>I-I|-10<> Sy (z)dz /0 7+ ldx’

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N
. o . n. 7n
R - D
N 1
— 3 _1\n ™n
= i Y-y o
400 1
= Z(—l)"/ " "dx
n=0 0

“+oo n
-y =1
= Tn+1

too o \p 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z 7( 1_2 1= / 71+ 1dx.
o T

n=0

Corrigé 30.

1. Pour démontrer I'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

1,10 1 o +oo ) +oo .1 10 +o0 o i e (=1)"
/Ox+1x /()xZ(:r)x 2;0/0< Jrant10dg Z[( )n+11]0 >

n=0 n=0 n=0

ou Iégalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
1 =

— pour obtenir ces égalités, on a écrit : 1 Z(_l)nxnﬂl, ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
x

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment ;

1
1
— la série E / |(=1)" 2"t dx = E est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
0 n+ 11
n>0 n>=0
monique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN EN, Vo€ [01], Sn(z)=) (-1)"a"".

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge

too 10
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)"m""‘lo =211 (il s’agit essentiellement d’une série
n=0

géométrique de raison —zx €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1]. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

N
210 Z (756)”
n=0

10l — (*I)NH 220
1+ S 14z

[Sn(x)| = ==z (HYPOTHESE DE DOMINATION).

99
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xlO

L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: hm /SN dx—/ lir_r: Sn(z)dz. Or on a d’une part:
N—+o0

1 1,10
/0 NLITOOSN(I)dx:/O x—i—ldx’

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

1 1 N
. _ . _1\n,.n+10
N 1
= 1 —1)" n+10d
i S [
+o0 1
= Z(fl)”/ 2" T10dy
n=0 0
—n +11
+oo ( 1)n 1 1‘10
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / dx.
n+ 11 o *+1

2. On simplifie 'intégrande en faisant apparaltre une somme géométrique. On a:
1 .10 1 10
T —1+1—-z
/ do = / _oirloary,
o T + 1 0 1 +x

1 ( — 1(x)10>dx

1
14z  1—(—x)
1 2 .
T Z(—x) )dx
k=0
9

= k +1

0
0

1

0
1627

D’ou le résultat grace a l'identité de ’exercice.

Corrigé 31.

1. Soit n € N. L’application z + e(=27%)sin (z) est continue sur [0,+oc[, et pour tout = € [0,+oc[ on

+oo
a: |e(*2”“’) sin (z)| < e(=272)  Or lintégrale / e(=2m2)dz converge (c’est une intégrale de référence),
0

+
donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=27%) gin (z) dx
0

60
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converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+oo +oo ,
/ 6(_2 nx) sin (l‘) dr = Im (/ 6(_(2 n—l)x)dx)
0 0

e(—(2n—i)z) 7T
—2n+1i |,

D’ou le résultat.
2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

e 6(721) sin (:L') e —2x) ; = —22)\"
/0 EErEDn dr = /o e(72%) gin (z) Z (fe( )) dz

n=0

Z/ V' ("2 D) gin (z) da
= Z

ou 'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1 41

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)] e(=2 (D@ dz le plus simple semble étre de majorer
n=0
e(—2(n+1)z) } oo

2(n+1)

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

+o0 too
sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] e(=2 (D2 4z < / e(72 (Do) g — {—
0 0
1

2(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
—+oo

calculer |sin ()| (=2 "+ D2 qz: sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

ramener éodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléeme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0, 400, Sn(z)= Z (=1)" T2+ DD) i () .
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur |0, +oo|, et la suite (Sy)nyen converge

il ¢ 10, +o00] la foncti . Z ) (2 (D2 iy () — e(=2%) sin (z) (il s'agit
simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f : x — sin(z) = — ey il s’agi
essentiellement d’une série géométrique de raison —e( 2“3) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus x = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +o00[. Ensuite, pour tout N € N et tout  €]0, +oo[, on a:

N

e(=2%) gin (z) Z (—e(_“))n

n=0
_ (_6(72w))N+1

14 e(=22)

S ()] =

1
= ‘6(721) sin (x)‘

< 2 |e(72“’) sin ()|

5o 20 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o—
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2 [e(=2%) sin ()|

L’application ¢ : z — 1+ o(—22)

est continue par morceaux sur |0, +oo[, et pour tout & au voisinage

de Oon a:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
x—0 2 z—0 x—0

de +o00:
9 6(72 x)
< -
@) S T
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2e(=22)

+o0
— 2e(=27) et on sait que Pintégrale / 2e(722) 4y converge. Par le théoreme de compa-
1+ e(— Z) z—+oo 1

+o0o 2 6(72 )
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdx.
e
o0 ! +oo
Toujours par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, +o00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: Nlir_rFl / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz.

N—+oco

+oo oo (—2z) o

/ lim Sy(z)dx :/ ﬂdw,
0 N—+o00 0 1+ 6(72$)

Or on a d’une part :

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I’intégrale permet d’écrire:

+oo 400 N
i = i _1)" e(—2(n+1)z) o
J\’l_lg_loo ; Sn(z)dz NEI_I&OO ; 7;)( H"e sin (z) dz
N 400
— 1) (-2 () g
_Nglﬂm;/o (=1)" e 72T gin (x) dz
+oo —+oo
= Z (—1)”/ e(2( D) i (2) da
n=0 0
“+o0 n
>
n=04(n+1)2+1
+oo (—2z) +o0 1 n
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / eif_lgl(jc)dx = Z (72
0 L4ef==® —4(n+1)"+1
Corrigé 32. < page 6

1. Soit n € N. L’application 2 + e(="%) sin (6z) est continue sur [0, +o0], et pour tout = € [0, +oo[ on a:

+oo
’e(_”x) sin (6 x)’ < (=) Or I'intégrale / (=" dx converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

+oo
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives I'intégrale / e(="%) gin (6 2) do converge
0
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absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

—+o0 —+o0 )
/ e sin (6 z) do = Im (/ e(_("_m)m)dx>
0 0
o(—(n—6i)z) 7+
Im||—
[ —n + 61 } 0
1
—n + 61
—n — 6t
Im( ———+
< n? + 36>
B 6
 n2+36

I

=]

D’ou le résultat.
2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (—z) o +o0 too n
/ e Vsin(6z) dz = / e~ sin (6 ) Z (e(ﬂﬁ)) dz
0 1t 0 n=0
() X [T
= Z/ et D2) gin (6 2) Az
n=0"0
+oo 6

= (n+1)° +36

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+oo

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (6 x)] e~ D2 42 le plus simple semble étre de majorer

n=0 0

+oo +oo o(—(nt1)z) 7T

|sin (6 )| par 1, de sorte que: / |sin (6 z)| e~ (DD g < / em Oy = |
0 0 n+1
1
n+1
qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
—+o0

calculer Isin (6 )| e~ (D) dg: sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener émodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,400[, Sy(z)= Z =D gin (6 2) .
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien sir continue par morceaux sur |0, +oo[, et la suite (Sy)nen converge

I (=2) g
e sin (6 x
simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : x — Z e~ V2) gin (62) = 17(_(3:)) (il s’agit essentiel-
—e
n=0
lement d’une série géométrique de raison e(~*) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que jexclus = 0, méme
si on remarque qu’en z = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout  €]0, +o00[, on a:

N
e~ sin (6 z) Z (e(_w))n

n=0
1— (e(fzv))NJrl
1—el=2)

S ()] =

= ‘e(*w) sin (6 x)‘

- 2 |e(*z) sin (6 )|

< (HYPOTHESE DE DOMINATION).
1 —e(-2)
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2 e sin (6 z)|

L’application ¢ : x —
1 — e(-2)

est continue par morceaux sur |0, +00l, et pour tout z au voisinage

de Oon a:

~Y
x—0 x x—0 z—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
2 6(737)
<
@(x) N1 ()

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

2e(=2) oo
———  ~ 2¢el=?) et on sait que lintégrale / 2e¢-7)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1 —el=%) z5+00 1

too 9 e(7:6)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx Toujours
—e
+o00 ! +oo
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4o0o[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N——+oco 0 0 N—+oo

+oo +oo L (—z) o
/ lim SN(x)dx:/ Lmi(fm)dx,
0 0

N> 400 1 —e(-2)

d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

+oo +oo IV

i = 1 (=(nt+1D)z) g
Nl_lfﬁoo ; Sn(z)dz NI_IH_IOO nz::oe sin (6 z) dz

N 400
= 1 (=(nt+1)z)
Nl_lfﬂoo Z /0 2 sin (6 z) dz
“+oo “+o00
= Z / =) gin (6 2) dz

n—|—1 +36

[ele] (—;C) . 6 “+o00 6
el=%) gin (6 x) UC:Z(

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / I
0 1 —el=2) = (n+1)+36

Corrigé 33. + page 6

1. Soit n € N. L’application z +— e(=2"%)sin () est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oo[ on

+oo
a: |e(*2”“’) sin ()| < e(=272)  Or lintégrale / e(=2m2)dz converge (c’est une intégrale de référence),
0

+oo
donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=27%) gin (z) dx
0
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converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+oo +oo ,
/ 6(_2 nx) sin (l‘) dr = Im (/ 6(_(2 n—l)x)dx)
0 0

e(—(2n—i)z) 7T
—2n+1i |,

D’ou le résultat.
2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

e 6(721) sin (:L') e —2x) ; = —22)\"
/0 EErEDn dr = /o e(72%) gin (z) Z (fe( )) dz

n=0

Z/ V' ("2 D) gin (z) da
= Z

ou 'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1 41

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)] e(=2 (D@ dz le plus simple semble étre de majorer
n=0
e(—2(n+1)z) } oo

2(n+1)

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

+o0 too
sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] e(=2 (D2 4z < / e(72 (Do) g — {—
0 0
1

2(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
—+oo

calculer |sin ()| (=2 "+ D2 qz: sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

ramener éodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléeme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0, 400, Sn(z)= Z (=1)" T2+ DD) i () .
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur |0, +oo|, et la suite (Sy)nyen converge

il ¢ 10, +o00] la foncti . Z ) (2 (D2 iy () — e(=2%) sin (z) (il s'agit
simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f : x — sin(z) = — ey il s’agi
essentiellement d’une série géométrique de raison —e( 2“3) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus x = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +o00[. Ensuite, pour tout N € N et tout  €]0, +oo[, on a:

N

e(=2%) gin (z) Z (—e(_“))n

n=0
_ (_6(72w))N+1

14 e(=22)

S ()] =

1
= ‘6(721) sin (x)‘

< 2 |e(72“’) sin ()|

5o 20 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o—
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La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

2 [e(=2%) sin ()|

L’application ¢ : z — 1+ o(—22)

est continue par morceaux sur |0, +oo[, et pour tout & au voisinage

de Oon a:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
x—0 2 z—0 x—0

de +o00:
9 6(72 x)
< -
@) S T
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2e(=22)

+o0
— 2e(=27) et on sait que Pintégrale / 2e(722) 4y converge. Par le théoreme de compa-
1+ e(— Z) z—+oo 1

+o0o 2 6(72 )
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdx.
e
o0 ! +oo
Toujours par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, +o00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: Nlir_rFl / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz.

N—+oco

+oo oo (—2z) o

/ lim Sy(z)dx :/ ﬂdw,
0 N—+o00 0 1+ 6(72$)

Or on a d’une part :

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I’intégrale permet d’écrire:

+oo 400 N
i = i _1)" e(—2(n+1)z) o
J\’l_lg_loo ; Sn(z)dz NEI_I&OO ; 7;)( H"e sin (z) dz
N 400
— 1) (-2 () g
_Nglﬂm;/o (=1)" e 72T gin (x) dz
+oo —+oo
= Z (—1)”/ e(2( D) i (2) da
n=0 0
“+o0 n
>
n=04(n+1)2+1
+oo (—2z) +o0 1 n
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / eif_lgl(jc)dx = Z (72
0 L4ef==® —4(n+1)"+1
Corrigé 34. < page 6

1. Soit n € N. L’application x + e(~"®) sin (x) est continue sur [0, +oo[, et pour tout x € [0,+oo[ on a:

+o0
’e(_”x) sin (a:)‘ < e=m®) . Or I'intégrale / el dzx converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

400
le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(="%) gin (z) dz converge
0
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absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

“+o0 +oo )
/ el sin (z) dz = Im (/ e(_(”_l)a”)da:)
0 0
{eunim } teo
—n+i |,

D’ou le résultat.
2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (—x) o +o0 too n
[ o (i)
0 1-— 6(_x) 0 "0
) +0  too
= Z/ e DD gin (1) dz
n=0"0
+oo 1

=1+ 1

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

—+o0
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin ()] e~ +D2) 4z le plus simple semble étre de majorer
n=0 0

+oo +oo e(=(n+1)z) 7T

|sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin ()] e~ (DT < / em Oy = | =
0 0 n+1 |,

1

n+1
qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
—+o0

calculer |sin ()|

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

e D2 4 sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,400[, Sy(z)= Z e =D gin (1)

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien sir continue par morceaux sur |0, +oo[, et la suite (Sy)nen converge

oo (o) g
simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : z Z e~V gin () = 617823(5:) (il s’agit essentiellement
—e
n=0

d’une série géométrique de raison e(~%) €] — 1,1[: c’est pour ce passage que jexclus z = 0, méme si on
remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue cependant
d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur |0, +oo.
Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +00[, on a:

N
|Sn (z)] = | sin (z) Z (e(_g”))
n=0
1— (e(fz))N+1

= ’e(*"”) sin (x)’ T
2]e(=%) sin (z

< |61(1§)| (HYPOTHESE DE DOMINATION).

—e T
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2 [e(=") sin (z)|

1 =) est continue par morceaux sur |0, +oc[, et pour tout z au voisinage
p— 6 -

L’application ¢ : z +—

de Oon a:

~J
z—0 €T z—0 x—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o0:
26(737)
e(x) < P EnE

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

2e(=2) oo
———  ~ 2¢el=?) et on sait que lintégrale / 2e¢-7)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1 —el=%) z5+00 1

too 9 e(7:6)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx Toujours
—e
+o00 ! +oo
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4o0o[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N——+oco 0 0 N—+oo

+o0 oo (—z) o
/ lim SN(x)dx:/ eisln(x)dx’
0 0

N—+o0 1 —e(-2)

d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

+o0 +oo IV

i = i (=(n+1)z) g
Nl—lg-loo ; Sn(z)dz Nl_l}r{r_loO ; Ze sin (z) dz

N 400
= Nl_ig_loo ;)/0 (=) gin () da
“+o0 400
= Z / e~ D2) gin () da
—5 /0
; Z (n+ 1

(—z) o “+o0o 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / eistri()@dx = Z —_—
0 L —elm® n+1)"+1
Corrigé 35. + page 6

1. Soit n € N. L’application z +— e(=2"%)sin () est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oo[ on

+oo
a: |e(*2”“’) sin ()| < e(=272)  Or lintégrale / e(=2m2)dz converge (c’est une intégrale de référence),
0

+oo
donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=27%) gin (z) dx
0
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converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+oo t+oo ,
/ 6(_2 nx) sin (l‘) dr = Im (/ 6(_(2 n—l)x)dx)
0 0

e(—(2n—i)z) 7T
—2n+1i |,

D’ou le résultat.
2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

oo o(=22) gip () +o00 I n
_ (—2z) o (—2z)
/0 e dz = /0 e sin (z) E (e ) dx

n=0

+oo
© Z/ 242 gin (2) da
= Z

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

4(n+1) 41

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)] e(=2 (D@ dz le plus simple semble étre de majorer
n=0
e(=2(n+1)x) } teo

2(n+1)

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

+o0 +oo
sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] e(=2 (D) 4z < / e(~2 (D) gy — {—
0 0
1

2(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer |sin ()| (=2 "+ D2 dz: sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

ramener éodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

VN €N, Vz €]0, +oo], Sn(z Ze( 202 gin (z) .
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +00ol, et la suite (Sy)nyen converge

. . _ . e 2sin(z) .
simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : 2 — Z (T2 HD2) gin (2) = e (il s’agit essentiel-
n=0
lement d’une série géométrique de raison e(=2%) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus z = 0, méme
si on remarque qu'en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +o0[. Ensuite, pour tout N € N et tout « €]0, +o0[, on a:

N
e(=2%) gin (z) Z (e(_2””))n

n=0
1— (e(f2w))N+1
1— 6(72m)

|Sn(z)| =

= ’e(*“) sin (x)‘

< 2 }e(’“) sin ()|

[ o—20) (HYPOTHESE DE DOMINATION).
p— 6 -
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e(=22) sin (z)|

L’application ¢ : z — T 120

est continue par morceaux sur |0, +oo[, et pour tout & au voisinage

de Oon a:
2Xx

p()

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:

~ 1—0,

~J
z—=0 2x z—0 z—0

- 26(721)
p(z) < 1_ (22

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2e(~27)

+oo
— 2e(=2%) et on sait que Pintégrale / 2e(722) 4y converge. Par le théoreme de compa-
1 — e(— z) gz too 1

+oo 26(72x)
1 — e(=22) z
+o0 +oo
Toujours par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

+oo +oo
10, +o00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz.
N—+oco 0 0 N

——+o00
+o00 oo (—22) o
/ lim Sy(z)dx = / ¢ sy (z) dz,
0 N—s+00 0 1 — e(—22)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale /
1

Or on a d’une part :

“+o0 400 N
Nl—i>I—ri-loo 0 SN (.’L‘)d.’L‘ - Nl—i>I—ri-loo 0 Z 8(_2 () sin (J:) dz

[ (=2 (n+1)z)
— I —2(n+1)x) o: d
yhm E /0 e sin (z) dz

+oo +00
Z/ e(=2 (D)) gip (z)dz
—5J0

A1) +1
0o (=2x) o; +oo 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / eiagl(x)dx = Z —_—
o l—el20) —4(n+1)°+1
Corrigé 36. < page 6

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

1 +oo ) oo 1 +oo 2l 1 400 (_1)n
dz = o)z = —1)"z"dz = —1)" =
[ wte= [ ey [eraa= 3 oo ] =2

n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable:

nl,nJrl

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o = Z(fl) , ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
x

n=
Pintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’integration terme a terme sur un segment ;

—laserleZ/| "”|dac—zn+1

n>0 n=0

est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

nique.
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Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN EN, Vo€ [01], Sy(z)=)» (-1)"a"

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge
—+oo

simplement sur [0,1] vers la fonction f : = +— Z(—l)"m” =

(il s’agit essentiellement d’une série
n=0 T+ 1

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

N 1— (_x)NJrl
S = —z)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
S = |3 (-2) T )

2
L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+o0 0 0 N —+oco

1 1
. 1
/0 NEIEOOSN(x)dx—/O x+1dx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

1

1 N
yim | Sy(@)de= lm | Z%(—l)"x”dx

+o0 1
" 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z (=1) = / dz.

1
r+1

1
2. On a directement : / dz =[In(x + 1)](1J =In(2). D’ou le résultat grace a l'identité de 'exercice.
0

Corrigé 37.

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

boad S () X[ 5 Feo AR R .
d — _ YLd P _1TL n d — _1TL
o /Ox;)(x) ' nz_;/o( fae Z{( )n+6} 2T e

n=0 0 n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

“+oo
1
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o = Z(fl)”x"H}, ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
x
n=0
Pintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment;
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! 1
— la série / —1)"z" 5 da =
7; 0 ‘( ) ‘ 7; n+6
nique.
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

N
YN eN, Vo € [01], Sy(z)=) (-1)"a"".

n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge

400 5
x
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — E (—1)"z" T = 1 (il s’agit essentiellement d’une série
x
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

N

|Sn(x)] = |=° Z (—z)"| = 51— ()™ 207 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
N ~ 1+a Sl4x ’
225

L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

z
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part :
0 N—+oco

N—+oco 0

1 1 5
/ lim Sy(z)dx z/ a dz,
0 N—+o00 0 X + 1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

1 1 N
li dz = i Y (-1)"a"Td
Wi Jy Sv@de= I, U
N 1
= lim (71)"/ " 5dx
N—+4o00 0 0

L R
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z 6 = / dzx.
n 0

n=0

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

1 :175 1 i 1
/ dz:/ 2ttt — +1|dz
0 $+1 0 $+1

1 1 1
= |:5.T5 - ix‘l—&—gx?’ 2x2+x—1n(x+1)]0
47
=—In(2)+ —.
1(2) + &5
D’ou le résultat grace a l’identité de ’exercice.
Corrigé 38. + page 7
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1. Soit n € N. L’application = + e(=2"%)sin (z) est continue sur [0,+oc[, et pour tout = € [0,+oc[ on

+oo
a: [e(=2" sin (z)| < (729 Or I'intégrale / e(=2"%)dg converge (c’est une intégrale de référence),
0

oo
donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=27%) gin (z)dz

0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

—+o0 “+oo
/ e(=2") gin (z) dz = Im (/ e(~(@n—iz dx)
0 0

e(—(2n—i)z) 7T
—2n+1i |,

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

—+o0

+o0 (=29 gin () oo n
Dt a4 _ (—2z) o (—2z)
/0 [ o20) dz = /0 e sin () E (e ) dx

n=0

Z /+0<> 242 gin (2) da
= Z

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

dn+1)>+1

— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (z)| e(2(+1)2) 4z e plus simple semble étre de majorer
n>=0

+oo —+oo
|sin (x)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] e(2 (D2 4z < / e(72(nF D) gy — {
0 0
1

2(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
—+oo

calculer |sin ()| e(=2(n*+D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

o(=2 (n+1)z) 7T
2(n+1) }

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

0

ramener aodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,4o00[, Sy(z)= Z (2 D2) gin (2) .
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +o0o[, et la suite (Sy)nyen converge

+oo (—22) o
simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f : z +— Z (T2 HD2) gin (z) = 617(812(?) (il s’agit essentiel-
—el— T
n=0

lement d’une série géométrique de raison e(~2%) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
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10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

e(=27) gin (2) g: (e(_2”)>n

n=0
1— (6(721’))]\74’1

1— e(—Q x)

1SN ()] =

= ’e(*“) sin (x)‘

2]e(=2%) sin (z .

< u (HYPOTHESE DE DOMINATION).
1—e(-22)

2 ’6(72“’) sin ()|

L’application ¢ : z 1 o(20)

est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage

de Oon a:
2Xx

~ ~ 1—0,
z—=0 2x x—=0 =x—0

o(z)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +o0o reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2 e(72 z)
p(r) < T e(20)
et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
) 6(72 z)

+oo
— = 2e(=2%) et on sait que Pintégrale / 2e(722)qg converge. Par le théoreme de compa-
1— e(_ x) r—+00 1

+o0 ) 6(72 x)
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de 'intégrale / mdx.
J— e -
+o0 ' +too
Toujours par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur
“+o0 “+o0
10, +00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy(z)dz = / lim Sy(z)dz.
N—+oo i 0o N

—+00
Or on a d’une part:
+o0 oo (—2z)
/ lim Sy(z)dx 2/ wdx,
0 0

N—+o0 1-— 6(_2x)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :
+00 oo N

li = I (=2 (n+1D)z)
yhm ; Sn(x)dz N_lffoo Ze sin (z) dz

_ o(—2(nD)2)
N]_l}r_lf_loo Z / sin (x) dz

“+oo
:Z/ ( 2(n+1z)81n( )d

n=0

—Z

(n+1) 241
(=22) —+o00 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / eisu;(ac)dx = Z —_—
o 1l—el720 4n+1)°+1

Corrigé 39.

1. Pour démontrer l’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

/ d / Z nd ()Z/ n n+3d _+ZOO (_1)nmn+4 1_""2’0(71)71
o r+1 e x_n:o n+40_n:0n+4’

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :
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+oo

pour obtenir ces égalités, on a écrit: o E (=1)"z"** ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
T
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1

la série Z / |(—1)”x"+3‘ dzr = Z L est divergente, puisque c¢’est essentiellement la série harmo-
nx0v0 n>0 +4

nique.

Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-

version (x). Pour cela, posons:

N
YN EN, Vo€ [01], Sy(z)=) (-1)"a""

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sn)nen converge
+oo 3
x
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)”x""‘3 =211 (il s’agit essentiellement d’une série
x
n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1]. Ensuite, pour tout

N € Net tout z € [0,1], on a:

3 Y 3l — (*l')NH 21°
S = —z)" = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
ISn(z)| = |z nZ:%( ) T Ttz ( )
23

L’application ¢ : x +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
T

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy(x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part:
N—+o0 /g 0 N—+oo

1 1 3
/ lim Sy(z)dx z/ a dz,
o0 N—o+oo 0o X +1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

1 1 N
. _ . _1\n,.n+3
Nl—lg-loo ; SN(x)dx—Nl_l)rﬂoo ; nz::O( 2" de
N 1
= lim (71)"/ " 3dx
N—)+oon:0 0
+o0 1
= Z(—l)"/ z"3dz
n=0 0
+oo (_1)TL

(ot oa
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E i / m ldx.
n o &L

n=0

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

1 3 1
1
/ x dx:/ - — —— +1|dz
0 .’I;+1 0 $+1

{1x3—1x2+x—1n(x+1)]

1

37 2 .

=—In(2) +

| ot

D’ou le résultat grace a l’identité de ’exercice.
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Corrigé 40. <+ page 7

1. Soit n € N. L’application = + e(=2"%)sin (z) est continue sur [0,+oc[, et pour tout = € [0,+oc[ on

+oo
a: [e(=2"sin (z)| < (729 Or I'intégrale / e(=2¥)dx converge (c’est une intégrale de référence),
0

e(—2 nx)

donc par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / sin (x) dz

0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

“+o0 +oo
/ e(=27%) gin (z)dz =Im </ e(-(n—i)z dx)
0 0

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

oo (—2z) o +o0 +oo n
/0 elfgi)x)dz = /0 e(=22) sin (x) Z (6(721’)) dx

n=0

Z /+0<> 2+ D) in (2) da
- Z

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1

— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (2)| e(=2(+1)2) 4z e plus simple semble étre de majorer
n>=0

e(=2 (n+1)x) } teo

+oo —+oo
si ar 1, de sorte que: si (=2(n4+D)2) g / (=2(n4D)2) gy = {
sin (x)| par rte qu /o |sin (z)| e x ; e x ICES))

1

2(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
“+ o0

calculer |sin ()| e(=2(n*+D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0
; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

ramener ?aodes intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,400[, Sy(z)= Z (2t D2) gin (2) .
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

too (—2x)
simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : 2 — Z e(72(n D)D) i (2) = 617(812(;6) (il s’agit essentiel-
—el— T
n=0

lement d’une série géométrique de raison e(=2%) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus x = 0, méme
si on remarque qu’en z = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue

76



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00]. Ensuite, pour tout N € N et tout = €]0, +00], on a:

e(=27) gin (2) EN: (e(_2”)>n

n=0
1— (6(72m))N+1

1 — e(—22)

1SN ()] =

= ’e(*“) sin (x)‘

2 e(=22) sin (z .
u (HYPOTHESE DE DOMINATION).

~ 1— 6(72 z)
o 2|29 sin ()| . g
L’application ¢ : z — T m est continue par morceaux sur |0, +oo[, et pour tout & au voisinage
— e -

de Oon a:
2Xx

~ ~ 1—0,
z—=0 2x z—0 z—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

o()

de 400:
9 6(_2 z)
o) S Ty
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2e(~27)

“+oo
————  ~ 2e(=22) et on sait que l'intégrale 2e(729) g converge. Par le théoreme de compa-
1 —e(-22) z5+400 1

+oo 26(_2 )
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1— e(—2a:)

+o0 Foo
Toujours par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)

1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur 0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

+oo +oo
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz.
N—~+oco 0 0 N—~+oco

+oo ) too o(=27) gip (x)
lim Sy(x)dz = ————duz,
0 NS5t 0 1 —e(=22)
et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

Or on a d’une part :

+oo +o0o0 N
Nlirilm ; Sy (z)de = NLHEOO ; nz:%e(d("ﬂ)z) sin (z) dz

N 400
oy (2 (n+1)2)
NEIEOOZ/O e sin (z) dz

+oo +o0

Z/ e(72( D)D) in (2) dz
n=0"0

—+oo

- 1

—an+1)°+1

+o0 e(=29) gin () w©= 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / ——— 5 dr= Z —_—.
0 1—6(— @) n:04(n+1) +1

Corrigé 41. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-
trique:

1,15 1 1r+oo (=) +oo 11 » +o0 gontie L F® (—1)"
dr = 5 75nd .’ —1)" 5n 5d _ —1)" _
s s LTS Y NI o (T ot

n=0 n=0

ou légalité (x) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme
du cours n’est utilisable :

7
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— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o Z(—l)"az5"+16, ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
md

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Yrad T 4y = ——— est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
> / [dz = > =75 gente, puisq
n>0 nz
monique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vo € 01, Sy(x)=» (-1)"a""%.
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien sir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
oo 15
sur [0,1] vers la fonction f : z Z(fl)”x‘r’ nt+ls — 5x+ : (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
x
n=0
raison —z% €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout z € [0,1],
on a:
1 — (—aB)N+1 9715
S = |z1? rt? HYPOTHESE DE DOMINATION).
S (@)l = Z 1+ 25 S l4ab ( )
2.T15
L’application ¢ : x o8 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
x

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théo-
réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
lim Sy (z)de = / lim Sy (z)dz. Or on a d’une part :
N—+oo [ g N—+oo

[

1 1 mlo

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N
NEIEW/O SN(x)dx:NLHEoo ; ;(*1)nx‘)"“5dx
N 1
:NEIE (71)n/ 9:5"+15dx
oon:O 0
o0 1
:Z(_l)n/ .’135n+15d.13
n=0 0

+oo n
:Zi
n:O5n+16'

+oo n 1 15
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E % / %dx.
n o T

Corrigé 42.

1. Pour démontrer l’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 1’aide d’un développement en série géométrique :

L7 1 +oo o +00 e R (—1)»
— n nn — —_1)" —
JAFESTIEY I SERTED o NEER RS of (SIS s

n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable: .
oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: P E (=1)"2"*®, ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
T
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;
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! 1
— la série / —1)"z" 7| dx =
7; 0 ‘( ) ‘ 7; n+8
nique.
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

N
YN €N, Vo€ [01], Sy(z)=) (-1)"a""".

n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge

400 7
x
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — E (=)™t = 1 (il s’agit essentiellement d’une série
x
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

N

ISy (z)] = |27 Z (—2)"| = a:71 — ()" 207 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
~ 1+ Sl42 ’
227

L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

z
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part :
0 N—+oco

N—+oco 0

1 1 7
/ lim Sy(z)dx z/ a dz,
0 N—+o00 0 X + 1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

1 1 N
: _ s _1\n,.n+7
sl fy S@de = Jim [0 (e
N 1
= lim (71)"/ 2" dx
N—+oo 0 0

S
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z e = / dzx.
n 0

n=0

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

1 7 1
1
/ 1’ dx:/ 20—t B — +1|dz
0 $+1 0 SU+1

1

1 1 1 1 1 1
= [7337—6x6—|—5x5—4;34—1—3:103—2x2—|—ac—ln(;z;—&—1)}0
319
= —In(2)+ 22,
2+ o

D’ou le résultat grace a l’identité de ’exercice.

Corrigé 43.
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1. Soit n € N. L’application x + e(=2"®) sin (42) est continue sur [0, 400, et pour tout z € [0,4oo[ on a:
+o0o

’e(_Q"’“') sin (4 sc)| < e(727%) Or I'intégrale / e(=2"%)dz converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

—+oo
par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=27%) gin (4z)dx
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+oo too )
/ 72" sin (4x) dz = Tm (/ e((2"4’)x)dx)
0 0
o(—(2n—4i)a) 7 Fo°
=Im| |——————
[ —2n+4 } 0
1
=Im <_2n+4i)
(- —2n—43
o 4n2+ 16
L
n2+4

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

—+oo

+o0 6(*“)sin(4z) +o0 o o
/0 Wdz:/o 20 sin (42) ) (—e29)) da

n=0

+0 400
© Z/ (=1)" 72+ D) iy (42) dae
—0 /0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1 +4

— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (42)| 2D qg le plus simple semble étre
n>0

+00 Foo
de majorer |sin(4z)| par 1, de sorte que: / |sin (4 )| e 72 (DD qg / g2+ D)) gy
0 0

e(=2 (n+1)z) 7T 1
- = ————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série
2(n+1) |, 2(n+1)

de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration
“+oo
terme & terme (en vérité, calculer / |sin (42)| &2 ("D dz sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+oc0[, Sn(z)= Z (=1)" (2D gin (41) .

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

impl t ]0 + [ la foncti fe 0—>+ZOO( n (=2 (n+1l)z) _; (4 )_ e(—Qw)sin(4CE) (,1 agit

simplement sur |0, 4-o0o[ vers la fonction f : x . e sin (4z) = — o2 il s’agi
n=

essentiellement d’une série géométrique de raison —e(=2%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus x = 0,

meéme si on remarque qu’en = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue

cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
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10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N

e(=2%) sin (4 z) Z (—e(_“))n

n=0
1— (_6(72 I))N+1

1+ e(=22)

1SN ()] =

= ’6(72 ) sin (4 ) ’

2 }e(’“’) sin (4 )|
14 e(—22)

X

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

2 |e(*2“’) sin (4z)|
14 e(—22)

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur 0, +00[, et pour tout x au voisinage

deOon a:

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2e(=22)
P
p(z) < 1+ e(—22)°
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
) 6(72 z)

“+oo
————  ~ 2e(722) et on sait que Pintégrale 2e(729) g converge. Par le théoreme de compa-
1+ e(—2x) T—+00 1
+oo 26(721’)
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / Tre2m T
o(—

+o0 ! too
Toujours par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)

1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypothese de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

+o0 +o0
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy(z)dz = / lim Sy(z)dz.
N—+oo [ 0

N—+o00
+oo oo (—2z) 4
/ lim Sy (x)de = / ¢ sina)
0 N—+o0 0 1+ e(—22)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

Or on a d’une part:

+oo +oo0 N
NEIEOO ; Sy (z)dz = Nlirilm ; Z (=1)" T2 DD) gin (4 2) das
n=0
+oo
= N]lIE Z/ )" e "2 D2) gin (4 2) da
— 400
+oo +oo
= Z (—1)"/ (T2 D2) gin (42) da
n=0 0

—Z

n+1 +4

+o0 (—21z) o 4 00 1)
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / Lm;z) T = Z %
0 1+ e(=22) —n+1)+4

Corrigé 44. + page 8

1. Soit n € N. L’application  + e(="%) sin (6z) est continue sur [0, +oc], et pour tout = € [0,+oc[ on a:

—+oo
|e(_"m) sin (6 JJ)’ < (=) Or Vintégrale / el dx converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

“+oo
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=m%) gin (6 ) dz converge
0
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absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

—+o0 —+o0 )
/ e sin (6 z) do = Im (/ e(_("_m)m)dx>
0 0
o(—(n—6i)z) 7+
Im||—
[ —n + 61 } 0
1
—n + 61
—n — 6t
Im( ———+
< n? + 36>
B 6
 n2+36

I

=]

D’ou le résultat.
2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (—z) o +o0 too n
/ e Vsin(6z) dz = / e~ sin (6 ) Z (e(ﬂﬁ)) dz
0 1t 0 n=0
() X [T
= Z/ et D2) gin (6 2) Az
n=0"0
+oo 6

= (n+1)° +36

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+oo

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (6 x)] e~ D2 42 le plus simple semble étre de majorer

n=0 0

+oo +oo o(—(nt1)z) 7T

|sin (6 )| par 1, de sorte que: / |sin (6 z)| e~ (DD g < / em Oy = |
0 0 n+1
1
n+1
qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
—+o0

calculer Isin (6 )| e~ (D) dg: sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener émodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,400[, Sy(z)= Z =D gin (6 2) .
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien sir continue par morceaux sur |0, +oo[, et la suite (Sy)nen converge

I (=2) g
e sin (6 x
simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : x — Z e~ V2) gin (62) = 17(_(3:)) (il s’agit essentiel-
—e
n=0
lement d’une série géométrique de raison e(~*) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que jexclus = 0, méme
si on remarque qu’en z = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout  €]0, +o00[, on a:

N
e~ sin (6 z) Z (e(_w))n

n=0
1— (e(fzv))NJrl
1—el=2)

S ()] =

= ‘e(*w) sin (6 x)‘

- 2 |e(*z) sin (6 )|

< (HYPOTHESE DE DOMINATION).
1 —e(-2)
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2 e sin (6 z)|

L’application ¢ : x —
1 — e(-2)

est continue par morceaux sur |0, +00l, et pour tout z au voisinage

de Oon a:

~Y
x—0 x x—0 z—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
2 6(737)
<
@(x) N1 ()

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

2e(=2) oo
———  ~ 2¢el=?) et on sait que lintégrale / 2e¢-7)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1 —el=%) z5+00 1

too 9 e(7:6)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx Toujours
—e
+o0o ! +oo
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4o0o[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N——+oco 0 0 N—+oo

+oo +oo L (—z) o
/ lim SN(x)dx:/ Lde,
0 0

N> 400 1 —e(-2)

d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

+oo +oo IV

i = 1 (=(nt+1D)z) g
Nl_lfﬁoo ; Sn(z)dz NI_IH_IOO nz;oe sin (6 z) dz

_ (=(n+1)z)

Nl_lfﬂoo Z / e sin (6 z) dz
“+oo “+o00

= Z/ =) gin (6 2) dz

n—|—1 > 436
[ele] (—;C) . 6 “+o00 6
el=%) gin (6 x) UC:Z(

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / I
0 1 —el=2) = (n+1)+36

Corrigé 45. + page 8

1. Pour démontrer I'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

D R ) g, 22 R (D"
[ = [ e cora 03 [yt = S e 5] -5 00

n=0 n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :

n n+2

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: —— = g , ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi

I'intégrale doit s’interpréter comme une 1ntegrale sur l’mtervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’mtegratlon terme & terme sur un segment ;

—laserleZ/ ”"+1|dx—zni2

n=0 n=0

est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

nique.
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Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vo € [0,1], Sy(x)= (-1)"a""".

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge

+oo
x
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — E (—1)"z" Tt = 1 (il s’agit essentiellement d’une série
x
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

zy (~a)"

n=0

1— (—z)Ntt 2z

-7 1+ S 142

|Sn(z)| = (HYPOTHESE DE DOMINATION).

2x
L’application ¢ : x +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

T
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: lim Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+o0 /g o N—+oo

1 T,
/ lim Sy(z)dz :/ dz,
0 N—+4oo o z+1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:
1 1 N
lim Sy(z)dz = lim > (=12 da
N—+oco 0 N—+oo 0 0
e

N

1
_ : E _1\n n+1

n=0

+oo 1
= Z(—l)"/ z"dx
n=0 0
“+o0 n
-y B
n+2°

n=0

“+o0 (—1)" 1 z
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E = / dz.
n+ 2 o T+1

n=0

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

1 1
/ gc dx:/ — ! +1|dz
0 .7:—1—1 0 Z‘+1

oo+ 1)}
=—In(2)+1.

D’ou le résultat grace a 'identité de 'exercice.

Corrigé 46. + page 8

1. Pour démontrer l’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

1 x 1 too ) ) +oo 1 _— +oo {L‘2n+2 1 +oo (_1)n
L e = _?)rde & 1)t dy = N VA
/0x2+1x /Oxnz_:o( z”)"dw nz_:o/o( )"z x nz_:o[( )2(n+1)]0 ;2”"‘27

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :
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2.

)"x?" 2 ce qui ne vaut que si @ € [0,1[: ainsi

Iintégrale doit s’interpréter comme une 1ntegrale sur l’mtervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

la série Z/ )" 2"+1‘dx—z2n1+2
7>0

n>0
monique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-

version (). Pour cela, posons:

pour obtenir ces égalités, on a écrit :

est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-

VN €N, Vz € [0,1], Sn(z)=

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nyen converge
+oo

simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l) P
n=0

géométrique de raison —x? €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1][. Ensuite, pour tout
N € Net tout = € [0,1], on a:

T ij:o (—xz)n =T

nx2n+1 —

(il s’agit essentiellement d’une série

2x
S 1422

1—(—=x
1+ a2

2 ) N+1
(HYPOTHESE DE DOMINATION).

1SN ()] =

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

€
1+ 22
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
lim
N—+oco

1 1
ona: Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
0 0 N—+oo

1 1
, B T
/0 Nl—lf-rs-loo Sn(z)dz —/0 o) ldx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
) b

I’intégrale permet d’écrire:

lim lim )V'x 2nt1 gy

N—>+oo/0 SN(JJ)d.T - N —+oc0 Z
N

1
_ 1 § -1 n 2n+1d
N—l>r-rl-1<>on:0( ) A v ‘

+oo 1
= Z(—l)"/ 22Tl dy
n=0 0
—2(n+1)
St
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / 5 d
o 2n+2 o z2+1
o 1 1
On a directement : / ﬁd =3 [ln (a: + 1)] 3 In (2). D’ott le résultat grace a l'identité de I'exer-
0 :L.

cice.

Corrigé 47. Pour démontrer I'identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-

trique:

1 1 +00 3 () +oo .1 5 +o0 p3ntl 1 +oo (_1)n
Jrda & —1)"atndr = —1)n =
[ e [ a2y [earena= 3 [ i) -3 S

ou légalité (x) est a justiﬁer: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoreme d’intégration terme a terme
du cours n’est utilisable :
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+oo
i Z(—l)"m3"+1, ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
1
— la série Z / |(—1)"ar:3 "| dz = Z est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmonique.
n>070 n>0 dn+1
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

YN EN, Vo e [01], Sn(z)=) (-1)"2®"

n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
+oo
sur [0,1] vers la fonction f : x — —1)ng3n =
ur [0,1] ver nction f: x 7;0( 'x P
—23 €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout x € [0,1[, on
a:

(il s’agit essentiellement d’une série géométrique de raison

N

1Sn(@)| =Y (==*)" 1— (e 2 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
xX)| = —X = - .
N P 1+a3 S 1+a°
L’application ¢ : x o8 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
x

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théo-

réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:
1

1
lim Sn(z)dz = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N——+oco 0 0 N—+oco

1 1
. 1
J) i sxwe= [

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N
Ngr—ri-loo ; SN(x)d:c:Nl_lerloo ) ;(—1)nx3ndm
N 1
:Nlim (71)”/ z3"dx
—+oo =0 0
400 1
:Z(—l)”/ z3"dx
n=0 0

400
-y ="
n:OSnJrl

+o0 n 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z 3( 1_3 1= / 3:_ 1dx.
n o T

n=0

Corrigé 48.

1. Soit n € N. L’application x + e(=3"®)sin (22) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0,4oo[ on a:

+oo
{e(_?’”w) sin (22)| < e(=37%) Or lintégrale / e(=31%)dz converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

—+oo
par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=372) sin (2x) dx
0
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converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+oo +oo )
/ e(=3) gin (2z) dz = Im (/ e(_(B"_zl)w)dx)
0 0
e(—(3n—2i)z) 7T
Im||————————
—3n+2i |,
1
—3n+2
—3n—2i
Im|——7F7—
9n2 +4
B 2
T 9n2 44’

I

=

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

—+oo

+oo (=3x) 3 (2 ) +oo n
e sin (2% _ (—=32) o (_ (—3w))
/0 SR =T dz /0 e sin (2 z) E e dz

n=0

+
Z/ (=1)" T3 DD gin (22) da
o

fz "

ou 'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable :

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments;

n—|—1 24q’

— pour étudier la nature de la série Z/ lsin (22)] 3 FD2) 4z le plus simple semble étre
n=>0

+o0 too

de majorer [sin(2x)| par 1, de sorte que: / lsin (2)| 73 (T D) dg < / e(=3 (i 1)a) gy
0 0

|: 6(—3(7’L-i-1)x) 1

S 3(n+1) L C3(n+1)
de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série

—+o00
terme & terme (en vérité, calculer / |sin (22)| =2 "D dz sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (*). Pour cela, posons:

VN €N, Vz €]0,+00[, Sn(z)= Z (=1)" (3D gin (21)

Alors pour tout N € N, Sy est bien sir continue par morceaux sur |0, +oo[, et la suite (Sy)nen converge

. . = _ . e(=3%) sin (2z) . )
simplement sur |0, 4+-oo[ vers la fonction f : z Z (=1)" e3P gin (22) = ————2""7 (il sagit
n=0 1 + 6( 32)
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(=3%) €]—1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus x = 0,
méme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
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10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(=3%) gin (22) Z <—e(73“")>n

n=0
1— (_e(—SI))N—i—l

1+ el(=32)

1SN ()] =

= ‘e(_gm) sin (2 x)’
2 |e(=32) sin (22)|
1+ e(=32)

2 |e(=32) sin (22)|
1+ e(=32)

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

~

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur 0, +o00[, et pour tout x au voisinage
de O on a:

2x2x

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [O, +ool, et seule l'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2e(=37)
R —
p(z) < 14 e(—32)°
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
) 6(73 z)

+oo
ey 2e(=3%) et on sait que lintégrale / 2e(739) 4y converge. Par le théoreme de compa-
1+ e(_ z) T—+00 1

+oo 26(73 x)
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdx
e(—3:
+o0 ! +too
Toujours par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1

0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypothese de domination
est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

+o0 +o0
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sy(z)dz = / lim Sy(z)dz.
N—+oo [ 0 N —4o00

+o00 +oo o(=32) gin (2
/ lim Sy(x)dx z/ wdx,
o  N—o+oo 0 1+ e(=32)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

Or on a d’une part:

o s (-3 (n+1)2)
. o . 1\ (=3 (n+1)z)
Nl_l)r_r&oo ; SN(x)dx—Nl_lgloo 7;0( 1)%e sin (2z) dx
N 400
— —1)" (=3 (n41)z)
NEIEWZ/ (=1)%e sin (2z) dx
n=0
+oo 400
:z(fl)n/ e(3 (D) gin (22) da
n=0 0

—Z

n+1 +4

+00 (=3z) o 2 00 2 (—1)™
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / ng(x)dx = Z (72
0 1+ e(=32) 9 (n+1)"+4

Corrigé 49. Pour démontrer I'identité de ’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géomé-  « page 9
trique :

N JERSETTRIR o PRI st MR o o Vi
/0$5+1{E / Z :U Z/ r Z[( )5n+2:|0 7;)5714-2’

n=0 n=0

ou légalité (x) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme
du cours n’est utilisable :
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+oo

1
(=1)"2°"*2 ce qui ne vaut que si @ € [0,1[: ainsi
0

Dl

n—
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
1
— la série Z / |(—1)"ar:5 ”+1| dzr = Z est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
0 on+2
n=0 n=0
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vz € [0,1], Sy(x)=>» (-1)"a"""".
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nyen converge simplement
+oo
sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)"ﬂc5 tl— 1 (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
xd
n=0

raison —z° €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout = € [0,1],

on a:
N

|Sn ()] > (=af)" L= (za®)™ 2 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
z)| = |z —x = < .
o ot 145 1+ ab
L’application ¢ : z — T est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
T

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théo-
réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
lim Sy (z)de = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oo

N—=+o0 Jo 0
1 1
x
li S dz = ——duz,
[ vl swtaxte = [ o5

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N
lim Sy(z)dr = lim 1)ty
N—+o0 Jo n(z) N—+oo Jq T;)( )
N 1
= lim (71)”/ 2o ldg
N—+o00 —o 0
400 1
= Z(—l)”/ 2°"de
n=0 0
“+oo n
-3
—~ 5n+2
S A
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / = dz.
"0 5 n + 2 0 X + 1

Corrigé 50. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-
trique:

boa? ! 2+oo 8 (*) =t 8n+2 = el (=
——dz = —z°)'dx = )" dx = -1)" =
N 5 > REED o KRS ] B I

n=0 n=0

ou I’égalité (*) est a justifier: c’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
—+o00

8n+3 . . o

pea i Z(—l)”x "3 ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser

le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:
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1
1
— la série Z / ’(—1)"338 ”+2| dz = Z est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
0 8n+3
n=0 n=0
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

YN €N, Vz € [0,1], Sy(z)=>) (-1)"a®""2
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
—+oo

sur [0,1] vers la fonction f : z — —1)"g87t2 =

[0.1] f ;( ) p
raison —z8 €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout = € [0,1],
on a:

(il s’agit essentiellement d’une série géométrique de

|Sn (z)] 2 §N (—a®)" 21— (2™ 22° (HYPOTHESE DE DOMINATION)
T)| = |z —T =z < .
v ~ 1+ a8 1+a®
SU 20 . »
L’application ¢ : © — 11 28 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
T

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théo-
réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
lim Sn(z)dz = / lim Sy (z)dz. Or on a d’une part :
N—+oco 0 0 N—+oco

1 1 2
. x
J) sl sx@e= [

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N
. . . n, .8n+2
[ sexia= i[5 -1rate e
N 1
= lim 71)"/ 282y
N—+o00 0
400 1
= Z(—l)”/ 28724y
n=0 0
+oo n
-y o
n208n+3

S~ (e
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / dz.
0

Corrigé 51.

1. Soit n € N. L’application x + e(=3"®)sin (22) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0,4oo[ on a:

+o0
{e(’?’m) sin (22)| < e(=372) Or I'intégrale / (=372 Az converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

+oo
par le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives l'intégrale / e(=372) sin (2x) dx
0
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converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+oo +oo )
/ e(=3) gin (2z) dz = Im (/ e(_(B"_zl)w)dx)
0 0
e(—(3n—2i)z) 7T
Im||————————
—3n+2i |,
1
—3n+2
—3n—2i
Im|——7F7—
9n2 +4
B 2
T 9n2 44’

I

=

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo

Foo ,(=3x) q; (2 ) +o0 n
e sin (2
_ (=32) (-32)
/0 T o(3q) dz /0 e sin (2 z) E (e ) dz

n=0

+
Z/ (3D gin (22) da
7e0
+

ou 'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable :

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments;

n—|—1 47

— pour étudier la nature de la série Z/ lsin (22)] 3 FD2) 4z le plus simple semble étre
n=>0

+o0 too

de majorer [sin(2x)| par 1, de sorte que: / lsin (2)| 73 (T D) dg < / e(=3 (i 1)a) gy
0 0

|: 6(—3(7’L-i-1)x) 1

S 3(n+1) L C3(n+1)
de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série

—+o00
terme & terme (en vérité, calculer / |sin (22)| =2 "D dz sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (*). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sy(z)= Y e sin(22).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien sir continue par morceaux sur |0, +oo[, et la suite (Sy)nen converge

: = +1)z) e(=3%) sin (2z) . .
simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : z +— Z (n+D2) in (22) = R e (il s’agit essen-
—e
n=0
tiellement d’une série géométrique de raison e(=3%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus x = 0, méme

si on remarque qu’en z = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
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10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(=3%) gin (22) Z (e(_“))n

n=0
1— (6(731))N+1
1—el=32)
2 |e(’3z) sin (22)|
1 — e(=3)

1SN ()] =

= ‘6(73 ) sin (2z)

X

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

2 |e(73“’) sin (2z)|
1— 6(73 z)

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur 0, +00[, et pour tout x au voisinage

de Oon a:

( 2X2x 4_)0
. SC) z—=0 3x m—>0§x—>0 ’

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
) 6(_3 x)
P
(p(.%‘) N1 (=33

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
) 6(73 z) +o0
2e(=3%) et on sait que Pintégrale / 2e(=37) g converge. Par le théoreme de compa-

1— e(_3 x) T—+00 1

+o0o 2 6(73 x)

1—e(30) "
+oo “+o0

Toujours par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +o0o[. L’hypothese de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale /
1

+o0 +o0o
10, +o00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy(z)dz = / lim Sy(z)dz.
N—+oo [ 0 N—+o00

+o00 oo (—=3z) 9
/ lim SN(x)dxz/ wdx,
0 N—+4o00 0

Or on a d’une part:

1 —e(=32)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

+oo 400 N
li - 1 (=3 (n+D)z) g5y (2
yhm ; Sn(z)dz yhm | 7;)6 sin (2z) dx
N +00
_ g (=3(n+12) i (2.2) d
N_lffoonz_%/o e sin (2z) dx

+oo +o00
Z / e(73(+D2) gin (22) dx
n=0"0

ff 2
—9(n+ 1)2

+4

oo (=3z) o ) +oo )
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / Lm;z) x = Z —_—.
0 1—el=32) 9(n+1)°+4

n=0

Corrigé 52.

1. Soit n € N. L’application x + e(=3"®) sin (32) est continue sur [0, +oo], et pour tout z € [0,4oco[ on a:

+oo
|e(_3m) sin (3z)| < e(=3"). Or I'intégrale / e(=372) A converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

+oo
par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=372) sin (3x) dx
0
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converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+o0 too )
/ =3 sin (32) dz = Tm (/ e(_(B"_?”)w)dx)
0 0
o(—(3n—3i)z) 0
Im | |————
=3n+3 |,
(-t
—3n+ 31
—3n—3i
=Im|——5——
In2+9
_ 1
C3(n2+1)

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

oo (=3x) 3 (3 ) +oo too n
e sin (3
—fdx:/ e =3 sin (3 ) e=32)) dx
| S i > ()

n=0

O = [
= Z/ T3 HD2) gin (32) da
n=0"0

+o0o 1

=2

n=03 ((n—|— 1%+ 1),

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+oo
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (3z)] (3 *FD2)dz le plus simple semble &tre
n>070

+o00 +oo
de majorer |[sin(3z)| par 1, de sorte que: / |sin (3)| e 2 TV dy < / e(=3( D) gy =
0 0

(=3 (n+1)z) 7T 1
- = ————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’'une série
3(n+1) |, 3(n+1)

de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoreme d’intégration
“+oo
terme a terme (en vérité, calculer / |sin (3z)] (=2 (" *D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,4+00[, Sy(z)= Z e HD2) gin (3)

n=0

Alors pour tout N € N, Sx est bien stir continue par morceaux sur ]0, +00[, et la suite (Sy)nen converge

. . = (=3 (n41)z) s e(=3%) sin (3z) . )
simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : z +— Z e(=3 (D) gin (32) = e (il s’agit essen-
— e -

n=0
tiellement d’'une série géométrique de raison e(=3%) €] —1,1]: c’est pour ce passage que jexclus x = 0, méme
si on remarque qu’en z = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue

cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

93



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(=3%) sin (3) Z (e(_‘%))n

n=0
1— (6(731))N+1
1 — e(=32)
2 |e(’3””) sin (3 )|
1 —e(=32)
2 |e(*3 ) sin (3 )|
1 —e(=32)

|Sn ()| =

= ‘6(73 ) sin (3 )

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

X

L’application ¢ : z +— est continue par morceaux sur |0, +00[, et pour tout x au voisinage

deOon a:

2x 3z
QO('T) CL‘:O 3(E x—0 z—0
donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
9 6(_3 z)
p(r) < 1_ (=32

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
) 6(_3 x)

+oo
— = .~ 2e(=3%) et on sait que lintégrale / 2e(=37) 4y converge. Par le théoréme de compa-
1—e(=32) z5+100 1

+oo 9 e(—3z)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1-— 6(731,)
+oo +oo

Toujours par comparaison, I’intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: Nlirfrl / Sy (z)dx = / lim Sy (z)dz.

N—+oco
e o0 e(=32) sin (32)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

Or on a d’une part:

e " ZN (-3 (nt1)2)
. _ . —3(n+1)z) .:
Nl_lfiloo ; Sn(z)dzr = Nl_lg_loo ; nzoe sin (3z) dx
N

+oo
— I (=3 (n+1)z) o3 3 d
N—IH‘IOOHE_:O/O e sin (3 ) dx

“+o0 400
= Z/ e(T3 (D) gin (32) da
n=070

+00 1

>

=3 ((n+ 1)+ 1)'

“+oo (73 :E) 3 3 +00 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / L(li(x)x)dx = Z —
0 I—e n:03<(n+1) +1)
COI‘I‘igé 53. < page 10

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

LY 1 +oo ) too 1 00 Zntl 1 4o (—1)"
[ arte= ) Lo 2 X [feraran =3 [oos] =30

n=0 0 n=0

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :
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+oo
1
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o Z(—l)”x”“, ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
x
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / [(=1)"z"|dx = Z L est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
nx0v0 >0 +1
nique.
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN eN, Vo€ [01], Sy(z)=) (-1)"a"
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
+oo

1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(—l)"m” =i (il s’agit essentiellement d’une série
x

n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout = € [0,1], on a:

al 1— (—a)V+!
S = —x)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
|Sn ()] ;::0( ) 1 To =2 ¢ )

2
L’application ¢ : x +— T est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: lim Sy(x)dzr = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oco 0 0 N—+oco

1 1
. 1
/0 NEIEOOSN(x)dx—/O x+1dx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
I = i S (1)
N_lffoo/o Sn(z)dz N ; n,o( )t a"dx

N

1
:Nl_lfﬂoo;(_l) /Ox dx

En conclusion, on a bien le résultat voulu: E = / dz.

dz =[In(z + 1)](1J =1n(2). D’ou le résultat griace a l'identité de l'exercice.

1
2. On a directement : /

Corrigé 54. Pour démontrer I'identité de ’énoncé on aimerait écrire, a l'aide d’un développement en série géomé-  + page 10
trique:

bt ! 12 = 9 (%) = 9n+12 = R (="
———dz = —2%)"de = —1)"2® 124y = = D
/Ox9+1f” /Ox ;(f’f) x ;A( )’z o 7;0[( )9n+13h ;9714—13’

ou légalité (x) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme
du cours n’est utilisable :
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“+o0
_ 9n+13 : : . ainsi
o Z(—l)"az T ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
1
— la série Z / |(—1)"a:9 "*12‘ dzr = Z ——— est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
n>0 n>=0
monique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

VN eN, Vz € [0,1][, Sn(z)= Z(il)nx9n+12.
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
too 12

sur [0,1] vers la fonction f : z Z(—l)"m9"+12 =

51 (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
x
n=0

raison —z¥ €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout z € [0,1],

on a:
N
£E12 Z (_1,9)"
n=0

2712
1429
et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théo-

réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:
1

1
lim Sn(z)dz = / lim Sy (z)dz. Or on a d’une part:
N——+oco 0 0 N—+oco

_ 1,12 1— (—$9)N+1 2.T12
14 29 Sl 4 a0

|Sn(z)] = (HYPOTHESE DE DOMINATION).

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],

1 1 xl?

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale
permet d’écrire :

1

1 N
: o . _1\n,.9n+12
wlim [, Sv@de = Jim [ C1ratrids

N

1
= lim (=)™ [ 2124
N—+oco 0
n=0

o0 1
- Z(_nn/ 2?2y
n=0 0
+oo n
-3
—9n+ 13

too n 1 12
-1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E ﬁ = / %dx.
n o T

n=0

Corrigé 55.

1. Soit n € N. L’application 2 + e(="%) sin (3z) est continue sur [0, +o0, et pour tout z € [0, +oo[ on a:

+o0
{e(_m) sin (3 x)| < (") Or I'intégrale / e(=")dg converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

+oo
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives I'intégrale / e(=") sin (3z) dx converge
0
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absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

—+o0 —+o0 )
/ e sin (3z) do = Im (/ e(_("_&)r)dx)
0 0
o(—(n=3i)z) 7+
E=
-n+3 |,
1
= I _—
" ( —n+ 3i>

—n—3
=Im|————
n%+9
3
249
D’ou le résultat.
2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo e(=2) sin (3 2) Foo = n
C WYY e = (—2) 4 _e(-®)
/0 T dz = /0 e sin (3 z) Z ( e ) dz

n=0

Z/ )" e~ F D) gin (3.2) da
- Z

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1 +9

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (3 x)] e~ D2 42 le plus simple semble étre de majorer
n=0
+oo +oo o(—(nt1)z) 7T
|sin (3 )| par 1, de sorte que: / |sin (3)| e~ ("D Az < / ey = |
0 0 n -+ 1
1
n+1
qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo
calculer lsin (3 2)| e~ (YD) dg: sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

0

ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN € N, Vz €]0,400[, Sy(z)= Z (=)™ =D gin (31 .
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien sfir continue par morceaux sur |0, +oo|, et la suite (Sy)nyen converge
e(=*) sin (3 z)

gy (il s’agit

simplement sur |0, 4+o0[ vers la fonction f : z — Z ~(+D2) gin (32) =
essentiellement d’une série géométrique de raison —e( ‘T) €] — 1,1[: ¢’est pour ce passage que j'exclus z = 0,
méme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +o00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o0[, on a:

N
e sin (32) Z (—e(_g”))n

n=0
1— (_6(7z))N+1

14 e(=2)

[Sn ()] =

= ’e(*‘”) sin (3 z) ‘

< 2 |e(’z) sin (3 )|

D (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o
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2 (=) sin (3z)|

L’applicati tx
application ¢ : x T

est continue par morceaux sur |0, +00l, et pour tout z au voisinage

de Oon a:

2x3x
~ ~ 3x—0,
gp(ﬁ) x—0 2 z—0 r x—0
donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
2 6(737)
<

‘P(x) ~ 1 + e(fir)’

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2 ¢(-) +oo

———  ~ 2¢el=7) et on sait que lintégrale 2¢-%)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1+ e(_J?) r—+00 1

too 9 e(7:6)

des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / dz. Toujours

1 l+et=2)
“+oo —+o0
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4o0o[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apreés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oco 0 0 N—+oo

+o0 +oo (—z)
/ lim Sy(z)dz = / de,
0 N5+ o 1+ e(—2)

d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

+o0 400 N
Nl—i>r-r|rloo 0 Sw{e)dz = Nl—igloc 0 ,;)(_1)n =D sin (3) da
N 400
= 1 1" (D)) ¢
NEIEOCZ/O (—=D)"e sin (3z) dx
n=0
+oo “+o0
= Z (fl)n/ =D gin (32) da
n=0 0

_+OO 3(_1)71
_;(n+1)2+9'

“+o00 (—;c) . 3 +oo 3 1 n
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / Lm(m) T = Z (72)
0 14 e(=2) —m+1)"+9

Corrigé 56. < page 10

1. Pour démontrer I'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

1 SC2 1 ) +oo () +o0 1 s +o0 (En+3 1 +oo (_1)71
dax = —z)"dx = -z dx = 1" =
| /gm > [vrerran =y e E] - CUL

n=0 n=0 0 n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :
1 =
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o Z(—l)”x"”, ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
n=0
Pintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme & terme sur un segment ;

1
— la série Z/ |(=1)"2""?| da = Z n—li—?)
0

n>0 n>=0

est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

nique.
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Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

YN €N, Vo € [01], Sy(z)=) (-1)"a""

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge

400 2
x
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — E (1) 2" = 1 (il s’agit essentiellement d’une série
x
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1]. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

N
22 ZO (—z2)"| =

2
xz . s
est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

51— (—z)N+t < 222

S = X
S ()] 1+=x 1+

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

L’application ¢ : z +— T

[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoreme de convergence dominée, Sn est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: lim / Sn(x dx—/ lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+o0

N—+o0
1 12
/ lim Sy(z)dz :/ dz,
0 N—+oo o z+1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I’intégrale permet d’écrire :

1 1 N
li - —1)" n+2
yhm ; Sn(z)dz yhm ] nz:;)( )t de
N 1
= i - [ 2"
i, 3o o
—+oo

= Z(—l)" /01 2" 2dx

n=0

_Zn—i-B

n=0

+o0 n 1 2
1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E (=1) / x dx.
+ 3 0 X —|— 1

2. Apres une décomposition en éléments snnples, on a:

1 2 1
1
/ v dz:/ T+ —1)dz
Ox+1 0 .fL'+1

1

— BxQ—x—Hn(x—i—l)]

=1In(2) - %

0

Dot le résultat grace a l'identité de 1’exercice.

Corrigé 57. < page 10

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

1 +o<> ) +o00 1 +o00 anrl 1 +oo (—1)”
[ aie= [ Seerar 28 [eraras =3 [ ] =3

n=0

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :
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+oo
1
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o Z(—l)”x”“, ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
x
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / [(=1)"z"|dx = Z L est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
nx0v0 >0 +1
nique.
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN eN, Vo€ [01], Sy(z)=) (-1)"a"
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
+oo

1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(—l)"m” =i (il s’agit essentiellement d’une série
x

n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout = € [0,1], on a:

al 1— (—a)V+!
S = —x)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
|Sn ()] ;::0( ) 1 To =2 ¢ )

2
L’application ¢ : x +— T est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: lim Sy(x)dzr = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oco 0 0 N—+oco

1 1
. 1
/0 NEIEOOSN(x)dx—/O x+1dx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
I = i S (1)
N_lffoo/o Sn(z)dz N ; n,o( )t a"dx

N

1
:Nl_lfﬂoo;(_l) /Ox dx

En conclusion, on a bien le résultat voulu: E = / dz.

dz =[In(z + 1)](1J =1n(2). D’ou le résultat griace a l'identité de l'exercice.

1
2. On a directement : /

Corrigé 58. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-  + page 11
trique:

! 1 LI 34 (%) =t 34 = p3intl ! = (_1)n
———dz = —z*)"dz = —1)"2* "de = N =) —
[ e [ St S [erattae =3 (g | <3 g

n=0 n=0

ou légalité (x) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme
du cours n’est utilisable :
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+o0
_ 34n+1 . . L
e Z(—l)"m T ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
1
— la série Z / ’(—1)"3:34"‘ dx = Z ——— est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n>=0 n>0
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vz e [0,1], Sy(z)=> (-1)"a*"
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
“+o0
sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(—l)”x34" = — ) (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
x
n=0

raison —z34 €]—1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout = € [0,1],

on a:
N

4\ N
1Sn (@) =) (-2*)"| = el A < 2 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o 1+ 34 14 34
L’application ¢ : = — T3 25 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le

théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:
1

1
lim Sn(z)dz = / lim Sy (z)dz. Or on a d’une part:
N——+oco 0 0 N—+oco

1 1
. 1
/0 yim S (z)de = /0 P

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N
i — : n, 34n
i [ Swtaxir= b 73 S-trtnas
N 1
= lim (—1)"/ 3 de
N—>+oon:0 0
+o00 1
:Z(—l)"/ 3 de
n=0 0
+oo n
=
o 34n+1

e L
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z — = / dz.
0
n

Corrigé 59.

1. Pour démontrer l'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

1 .IA 1 +oo ()+OO 1 . —+o00 $2n+5 1 —+o00 (—1)"
d — 4 _Qnd ; / _1n 2n+d _ _177, —

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:

nxQ n+5

+oo
1
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o E (-1) , ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
x
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur Dintervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment ;
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1
— la série )" 22" dz est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
5 [ an = 3 L st dversente, pisg
n>0 n>0
monique.

Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

VN eN, Vz € [0,1], Sy(z)= Z(_l)nxQn—&-zl.

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sn)nen converge
+oo
simplement sur [0,1[ vers la fonction f : z -1
b 01] EYE .
géométrique de raison —x? €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

ngntd — (il s’agit essentiellement d’une série

N

|Sn ()] N (=a2?)" 4l ()™ < 20 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
)| = |z —x =x < )
N pa 1+ 22 1+ 22
SR 22" . »
L’application ¢ : x — T2 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sn est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: lim / Sn(x da:—/ lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+o00 N —+o00

1 1 £C4
/0 yhim S (z)dr = /0 210

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I’intégrale permet d’écrire :

1
. _ . z : n 2 n+4

n=0

N 1
— 1 _1 n 2n+4d
i S o
+oo 1
= Z(—l)”/ 22" dx
n=0 0

“+o0 n
-y =k
= 2n+5

N A
En conclusion, on a bien le résultat voulu: g = / dx.
—2n+5 0 2241

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

1 4 1
x 1
L da= 2 ~1)d
/o 21" /o (m TP ) !

1 1
= { 23 — x + arctan (JU)]

0

D’ou le résultat grace a 'identité de 'exercice.

COI‘I‘igé 60. < page 11
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1. Soit n € N. L’application x + e(="®) sin (x) est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oo[ on a:

+oo
’e(_’”’) sin (:1:)| < e(=m®) . Or I'intégrale / el dzx converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

400
le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(="%) gin (z) dz converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

“+o0 +oo )
/ e sin (z) dz = Im (/ e((”l)m)da:)
0 0

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

+o0 (=) sin (2) oo = n
Z P\ e = (=) (—=)
/0 T o) dz = /0 e\ "% sin (x) E (6 ) dx

n=0

[SSTRRITRNS
© Z/ e DD gin (1) dz
0

BT

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

—+oo
— pour étudier la nature de la série Z/ lsin ()] e~ D?)dz, le plus simple semble étre de majorer
n>070

+oo +oo
|sin (z)| par 1, de sorte que: / Isin (z)] e~ 4y < / DB gy = {
0 0

1

n+1

qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
+oo

calculer |sin ()] e~ D) qg sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

e(—(n+1)z) ] too

n+1 0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener aodes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléeme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN € N, Vz €]0, +o0[, Sn(z) = Z e =D gin (1)

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +o0ol, et la suite (Sy)nyen converge

= (=) gj
simplement sur |0, 400 vers la fonction f : z — Z D gin (1) = 61781?(?) (il s’agit essentiellement
—e x
n=0

d’une série géométrique de raison e(~%) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus z = 0, méme si on
remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue cependant
d’exclure x = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur |0, +o0o].
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Ensuite, pour tout N € N et tout « €]0, +00[, on a:

N

e~ sin (z) Z (e(_“’))n

n=0
1— (e(—a:))N+1

1—el=2)

[Sn ()] =

= ’e(_””) sin (m)’

2 |e(’””) sin ()|

oo (HYPOTHESE DE DOMINATION).
j— e -

2 |et=*) sin (z)|

T o(=o) est continue par morceaux sur ]0, +oo[, et pour tout x au voisinage
—e

L’application ¢ : z +—

deOona:

x—0 x rx—0 xz—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2¢e(=7)

1— e’

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

2 (=) Foo
Sl e(=%) et on sait que lintégrale / 2¢-7)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1—e(=%) z5+00 1

p(z) <

too 9 e(fa:)

des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz. Toujours

1 1-— 6(_3:)
+oo —+o00
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4oo[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur |0, +o0[

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oo Jo 0 N—+o0

o0 +o0 () g
/ lim Sy(z)dx :/ eism(x)dx’
o No+oo o 1 —e(=2)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

d’une part:

+00 oo N

li = 1 (=(n+1D)z) o
yhim ; Sy (z)dz G ; Ze sin (x) dz

_ o~ 1))
Nl_lffooz/ sin (x) dz

“+oo
:Z/ e~ D) gin () e

n=0

_Z n+1

+oo (7:6) 3 +oo 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 6782()17) T = Z —_—
0 I—el=® —n+1)"+1
COI‘I‘igé 61. < page 11

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

+oo n+137 :|1 +oo (_1)71

1 136 1 +oo +oo 1
dzr — 136 _2)dy / _ 1) 1364, — _1)" _
/0 r+17" /ox ,;)( o nz:%o( S r=2 | )n+1370 §n+137’

n=0
ou 'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :

104



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

+oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: T Z(_l)nl’nﬂw, ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
x

n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
1
— la série Z / ‘(—1)”x"+136| dr = Z ———— est divergente, puisque c’est essentiellement la série
0 n + 137
n>0 n=0
harmonique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vx € [0,1], Sn(x)= Z(,l)nxn+136.

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
too 136

simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(—l)nxn+136 -r
n=0 +1

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout = € [0,1], on a:

N
1'136 Z (—CE)n
n=0

9,136
L’application ¢ : z +— T

(il s’agit essentiellement d’une série

N+1 2.’17136

1—(—
2136 (—z)

< (HYPOTHESE DE DOMINATION).
1+ 1+

S ()] =

est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+o0 0 0 N —+oc0

1 1,136
/ lim Sy(z)dx :/ dex,
0 N—+oo o z+1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
li Sy(z)de = i —1)ngn 136
Wi, J, Svld= Hm f D (1)t e
e
N 1
= 1 —1)" n+136d
i, S [Lartas
n=0
—+oo

|
(]

1
(_1)n / CL‘”+136CL'E
0

+oo n
-y (-1)
n+ 137"
n=0

+oo (71)71 1,136
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E = / dz.
=n+137 o v+1
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2. On simplifie I'intégrande en faisant apparaitre une somme géométrique. On a:
1,136 1 136
T —-1+1-—
/ dr = / —idx

G 1 1— (—g)'3
_/0 <1+x_ 1— (—a) )dx

k=0
135 o ot 1
=|ln(x+1)+ —1)kHt
(@44 3D

1206143747993912224689395318112329572972743801162877350361

=1In(2) - .
n(2) 1749342047920660916901891145781670987072592322134428432000

D’ou le résultat grace a 'identité de 'exercice.

Corrigé 62. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-
trique:

1 x 1 +oo 5 () +oo 1 _— +oo 133"+2 1 +oo (_1)n
/0 FEE /0x20< v Z%/o( Jrede Z[( : 3n+2L M)

n=0 n=0

ou légalité (x) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme & terme

du cours n’est utilisable:
“+o00

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: — 1= Z(—l)"af’””, ce qui ne vaut que si € [0,1]: ainsi
x
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / ’(—1)"333 ”'H‘ do = Z 1 est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
7>0 0 7>0 3n + 2
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoréeme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

YN EN, Vo e [0,1], Sn(z)=) (-1 a®"*.
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
+oo
sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)"m3”+1 =

51 (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
T

n=0
raison —z3 €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout z € [0,1],

on a:
N

1Sy (@) = [z > (-2%)"| = L (- < 2 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o 1+ 23 1+ a3
L’application ¢ : x — T est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
x

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apreés le théo-
réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
Nl_igloo/o Sn(z)dz = /0 Nl_ifiloo Sn(z)dz. Or on a d’une part:

1 1 T
/0 im Sn(@)de = /0 1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
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permet d’écrire :

1 1 N
i = 1 —1)" 3n+1
SHm ; Sn(x)dz yhm ; HZ:;)( x dz
N 1
= lim (—1)"/ 3ty
N—>+oon:0 0
+oo 1
:Z(—l)"/ 23t dg
n=0 0
“+oo n
=3
n=03n—|—2
) L R
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / dz
3n+2 o x3+1

Corrigé 63.

1. Soit n € N. L’application z + e(=6"%)sin () est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oco[ on

—+oo
a: [e(=6m) sin (z)| < e(=67®). Or I'intégrale / e(=6m%)dz converge (c’est une intégrale de référence),
0

+oo

8(_6 nx)

donc par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / sin (x) dz

0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

“+o00 “+ o0 )
/ e(=6m) gin (z) de = Im (/ e(=(6 ”_Z)w)dx)
0 0
( e(—(6n—i)z) 7T
Im EEEe—
{ —6n+1 } 0
(i)
—6n—+1
—6n —1
=Im(—7F-+—
36n2+1
_ 1
C36n2+ 17

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (—62) o +oo too n
/ 67(571161()3:)(137 = / e(=62) gin (z) Z (—e(_m)) dz
0 I+e ‘ 0 n=0
3 /
- Z 36 (n + 1

n=0

) e(Z6 D) i (z) da

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)] e=¢ D@ dz le plus simple semble étre de majorer

n=0
+oo +oo 6(_6 (n41)z) 7T
|sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin ()| (76 (D) qg < / (=6 (nt+1)z) 40 — {_} _
) 0 0 6(n+1) |,
6n+1) ; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,
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ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin ()] e(=6("+1)2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodcs intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Va €]0,+00[, Sny(z)=Y (-1)" 70"+ gin (z).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 4+00[, et la suite (Sn)nen converge
e(=62) sin ()

" (6 (n 1))
1+ e(=62)

—+oo
simplement sur ]0,4+oo[ vers la fonction f : x — Z (-1 sin (z) = (il s’agit
n=0
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(~6%) €]—1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus x = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N
=0 sin () Z <—e(_6x))n

n=0

1— (_e(—Gw))N+1
14 e(=6=)

SN ()] =

= ‘e(_ﬁ’“') sin (x)‘

o 2 ’e(*GI) sin ()|

(HYPOTHESE DE DOMINATION).
14 e(=62)
2 ’e(_&”) sin ()|

L’application ¢ : z +— 14 e(—62)

est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage

deOona:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
x—0 2 z—0 x—0

de +o00:
9 6(—6 z)
R —
QO('T) 1 -+ e(—6z)’
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
) 6(_6 x)

“+ o0
— e .~ 2e(=62) ot on sait que lintégrale / 2e(=67) 4y converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(* z) z—+too 1

+oo 26(—61)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1 -+ 6(761,)
+o0 +oo

Toujours par comparaison, I’intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+o0
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy (z)dz.
N—+oo [ 0 N—

+oo
Or on a d’une part:
+o0 oo (—6z) o
/ lim Sy(z)dzx :/ wdx,
0 N—+o00 0

1+e(=62)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+o0 400 N
Jim [ Sv@de= lm | g—w”e(-w*% sin (r) d
e ) (=6 (n+ 1)z
:NE)IEOOZ/ (=6 (D) i (2) da
oo +o0
= Z (—1)"/0 (=6 (n+1)2) i (z)dx
n=0

_236 n+1

< e(=62) gin (1) = (-=1)"
LY W S G
2 36 (

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 5 5 .
0 1+ e(=62) n+1)°+1

Corrigé 64.

1. Soit n € N. L’application z + e(=17"®)gin (6z) est continue sur [0, 400, et pour tout z € [0, 4o00]
oo
on a: |e(*167"””) sin (62)| < e(=16772) - Or T'intégrale / e(=167n2) 4z converge (c’est une intégrale
0
de référence), donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives l'intégrale

/ e(716772) gip (6 2) dx converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:
0

+o0 +oo )
/ e(=167n2) gin (6x)dz =1Im (/ e(_(167n_6’)l)dx)
0 0
e(—(167n—6i)m) +oo
=Im||——
[ —167n + 61 ]0
(L
—167n + 61
—167n — 6i
=Im|—-————
278892 + 36
B 6
2788912 4+ 36

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+00 ,(~1672) gip (6 oo . )
/0 de:/o o(—1672) o) (6@2(_6(7167@«)) dz

n=0
() X [Fee
= Z / (=1)" (7167 (D)D) i (6 2) da
n=0"0

)n
; nz:% 27889 (n + 1)* + 36

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable:

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (6 )| e 7167 (*FD2)qz le plus simple semble étre de
n=0

+oo +oo
majorer |sin(6xz)| par 1, de sorte que: / |sin (6 )| e 7167 (DD 4 / (T (D) g —
0 0

[ o(—167 (n+1)w)]+°° 1

- = ——————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une
167(n+1) |, 167 (n+ 1) ! P &
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série de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’inté-
—+o0
gration terme & terme (en vérité, calculer / |sin (6 )| e~ 167 "+ D2) 44 sans majorer le sinus, mais en

utilisant la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ot le sinus est de signe constant, afin de
simplifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil
que I'approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sy(x) =Y (~1)" e gin (6).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +o00ol, et la suite (Sy)nyen converge

- . — n_(—167 (n+1)z) o e sin (6x) .
simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f : = — Zo(fl) 2 sin (6z) = SEP e (il
n=
s'agit essentiellement d’une série géométrique de raison —e(~167%) €] — 1,1[: c’est pour ce passage que
j'exclus x = 0, méme si on remarque qu'en z = 0 le terme général de la série est nul et elle converge
trivialement ; je continue cependant d’exclure x = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également

continue par morceaux sur |0, +o0o[. Ensuite, pour tout N € N et tout = €]0, +oc0], on a:

N

6(7167@ sin (6 ’JJ) Z (76(7167“"))”

n=0
1— (76(716730))N+1

14+ e(—167x)

|Sn ()] =

= ’6(7167 ) sin (6 ) ’

2 |e(=167) sin (6 7)|
1 _|_e(—167r)

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

X

2 [e(=1672) gin (6 z)|

L’application ¢ : x — 1+ e(—1672)

est continue par morceaux sur |0, +00[, et pour tout x au voisinage

de Oon a:

2x6x
QD(I') x::O 2 x:O 6z 3:6 07

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:

9 6(7167 x)

R —
p(z) < 1+ o(—1672)”

et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en ef-
9 o(—1672) +00

fet : P T ~ 2e(=167%) ot on sait que lintégrale
el— T——400

1
reme de comparaison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de 'intégrale

2e(-1672) 4 converge. Par le théo-

too 9 6(7167 ) +o0
/ mdx. Toujours par comparaison, 'intégrale / ¢ converge, et par continuité (déja jus-
1 e 1

—+oo
tifiée) l'intégrale ¢ converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +ool.

0
L’hypotheése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence domi-

“+o0
née, Sy est intégrable sur |0, +o0o[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: Nlin+1 / Sy (z)dx =
—+00 0

—+o0
/ lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
0

N —+o00
400 oo (—167z) o (6 )
. B e sin (6 x
o m swee= [ S S

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

"~ ke (=167 (n+1)a)
i = i —1)"el= n+l)z) o
Nl_lfilm ; Sy (z)dz Nl_lg_loo ; 7;)( e sin (6 ) da
e 7 (167 (n1)2)
= Nl_lffooz/ sin (6 ) dx
+oo “+ o0
= Z (fl)n/ (7167 (1)) gin) (6 2) dx
n=0 0

(—1)"
B Z « 27889 ( n+1) +36

o e(=1672) gin (6 x) +ZOO 6 (—1)"
—_—Ar = .
1+ e(-1672) = 27889 (n+ 1)° + 36

En conclusion, on a bien le résultat voulu: /
0

Corrigé 65.

1. Soit n € N. L’application = + e(=?"®)sin () est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oc[ on

+oo

a: [e=9"sin (z)| < e(=27). Or I'intégrale / e(=m2) 4z converge (c’est une intégrale de référence),

0

donc par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=9n)
0

sin (z) dz

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

—+oo +oo )
/ e sin (z) de = Im (/ e=0 "l)z)dx)
0 0
e(—(On—i)z) 1T
Im { }
-In+1i |,
(i)
—9n 41
—9n —1
=Im|—-——+—
81n2+1
B 1
o 8In2 417

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+o0o (=9z) o3 400 +o00 n
/ Sl 7/ T (SiI; (?) dx = / e(=9%) gin (z) Z (—e(_%)) dx
0 erve 0

n=0

“+o0 400
© Z / (=1)" DD i (1) dz
— /o
B Z «81(n+ 1

ou égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)] e~ D@ dz le plus simple semble étre de majorer
n=0

—+oo —+o0
sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] &= ("D 4z < / (=9 (D) g — {—
0 0
I
9(n+1)

6(_9 (n41)z) 7T
9(n+1) } 0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,
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ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin ()] e(=9("+1)2) 42 sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodcs intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Va €]0,+00[, Sny(z)=Y (-1)" e+ gin (z).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 4+00[, et la suite (Sn)nen converge
e(=9%) sin ()

" (=9 (nt1)2)
14 e(=92)

—+oo
simplement sur ]0,4+oo[ vers la fonction f : x — Z (-1 sin (z) = (il s’agit
n=0
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(=9%) €]—1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus x = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N
=09 sin () Z <—e(_9x))n

n=0

1— (_e(—gw))N+1
14 e(-92)

SN ()] =

= ‘e(_g’“') sin (x)‘

o 2 ’e(*%) sin ()|

(HYPOTHESE DE DOMINATION).
14 e(=92)
2 ’e(_gz) sin ()|

L’application ¢ : z +— 11 e(—90)

est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage

deOona:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
x—0 2 z—0 x—0

de +o00:
9 6(—9 z)
R —
QO('T) 1 -+ e(—97)’
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
) 6(_9 x)

“+ o0
— = . 2e(=9%) et on sait que lintégrale / 2e(797) 4y converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(* z) z—+too 1

+oo 26(—91)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1 -+ 6(791,)
+o0 +oo

Toujours par comparaison, I’intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+o0
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy (z)dz.
N—+oo [ 0 N—

+oo
Or on a d’une part:
+o0 oo (—9z) o
/ lim Sy(z)dzx :/ wdx,
0 N—+o00 0

1+el=92)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

- S (=9 (n41))
. o . 1\ (=9 (nt+1)z)
Nl_lffoo ; Sy (z)dx = Nl_lfﬁoo ; nzo( 1)"e sin (z) dz
T 1y -9 (1))

— n n+

_NE)IEOOZ/ sin (z) dz
+oo +oo

= Z (71)”/ e (D) i (2) da
n=0 0

_281 n—|—1

< e(=92) gin (1) = (-
¢ MW=y =
25

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 5 5
0 1+e(=90) n+1)7?+1

Corrigé 66.
1. Soit n € N. L’application 2 + e(="%) sin (2z) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0, +oo[ on a:

+o0
’e(_m) sin (2 x)| < e(=m®) Or Vintégrale / el dz converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

“+ o0
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(="%) gin (2x) dx converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+oo +oo ,
/ e sin (2 ) do = Im (/ e(_("_zl)z)dx)
0 0
o(—(n—2i)z) 7>
=
-n+2i |,
1
= I _—_
o ( —n+ 2i>
—-n—21
=t (557

2
n2 44

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

+oo

+oo (=2 sin (22) Heo n
D Sl _ (=) o (—z)
/0 oo dz = /0 e "% sin (2x) E (e ) dz

n=0

()= [

= Z/ e=(tD2) gin (22) dz
n=0"0
= (n+1)?+4

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z / lsin (2z)| e~ (D) dg le plus simple semble étre de majorer
n=0

+oo +oo
|sin (2 )| par 1, de sorte que: / |sin (22)] e~ (DD dg < / e D) g — {—
0 0
1
n+1

e(—(n+1)a) 1 B
n+1 0 N

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce
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qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin (2 2)] e(=("*D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodcs intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vz €0, 400, Sy(z)=Y e sin(22).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sn)nen converge

= 1 (=) sin (2 )
simplement sur |0, +oc[ vers la fonction f : z — E e=(FD2) gin (22) = BT e (il s’agit essentiel-
—e —T
n=0

lement d’une série géométrique de raison e(~*) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que jexclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N
e~ sin (2 ) Z (e(_”))

n=0
1— (e(—x))N-H
1 —el=2)

S ()] =

= ‘e(_”“') sin (2 x)‘

2 |e(*x) sin (2z)|

T o) (HYPOTHESE DE DOMINATION).
— 6 -

2 }e(_w) sin (2)|

) 1 3 .
L’application ¢ : x — e

est continue par morceaux sur |0, 4+00[, et pour tout x au voisinage

deOona:

o()

~J
x—0 x rx—0 z—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
2 e(_z)
<
et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2 6(71)

+oo
——  ~ 2¢e=%) et on sait que lintégrale / 2e(=2)dg converge. Par le théoreme de comparaison
1— @(*1) T—+00 1

+o0 ) e(—w)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx. Toujours
— e -
o0 ! +o0
par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale ( converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur |0, +o0o[

+oo +o00o
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oo [ 0 N—+400

+o0 +oo (—x) o 2
/ lim Sy(z)dz z/ Lm(x)dx,
0 N—+o00 0 1— e(—a:)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de

d’une part :
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I’intégrale permet d’écrire :
+o00 +oo IV

I — i (~(n+1)2) gy, (9
yhim | Sn(z)dz N nz;]e sin (2z) dz

- —(n+1)z)
N1—1>I—I-1<>o Z / sin (2z) dz

+oo “+o00
= Z/ e D) gin (22) dx

n=0

72 nJrl

> (=) gin (2 z) = 2
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / ———dz = E —_—
0 1—el=o) —(n+1)"+4

COI‘I‘igé 67. < page 12

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

”m 0 = [ = )t X (-
dx = ndr = —1)"z"dx = —1)" —
[ oe= [ Symerar 23, [eraraa=5 Jeris] -5

n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
+oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: 1= Z(fl)”xnﬂ, ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
x

Pintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

— la série Z / [(=1)"z"|dx = Z ] est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

n=0 n>=0
nlque.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (*). Pour cela, posons:

VN EN, Vo e [0,1], Sy(z)=) (-1)"a"

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nyen converge

simplement sur [0,1] vers la fonction f : x Z(— (il s’agit essentiellement d’une série

x4l

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

al 1— (—a)V+!
S = —x)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
|Sn ()] ;::0( ) T o =7 )

2
L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

T
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1 1
ona: lim Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part :
0 0 N—+oo

N—+oco

1 1
. 1
[ vl swtode = 7 e
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1

N

1
= lim (—1)"/ z"dx
0 0

N—+oco
n=

+o0 1
(=" / xz"dx
0

_1)"
n+1"

(]

3
Il
=)

I
\gh

3
I
o

+oo (—1)" 1 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / dz.
n+1 0o z+1

n=0

1
r+1

1
2. On a directement : / dz =[In(x + 1)](1) =In(2). D’ou le résultat grace a l'identité de 'exercice.
0

Corrigé 68. < page 12
1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

boa? ' 2+OO 6 ) - [ 6n+2 -~ POt R (=1~
7(:1 — _ nd i _1” n d — _1n7 —
[ o= [ S etra @ S [t = 3 (0| <3 Gl

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable:

nx6 n+3

— pour obtenir ces égalités, on a écrit : i Z(—l) , ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
x

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur Vintervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’ integration terme & terme sur un segment ;

1
— la série E / )" 6"Jr2| dr = E 6nTs est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
n
0

n>=0
monique.
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-

version (). Pour cela, posons:
YN eN, Vo e [0,1], Sy(z)=) (-1)"a®"+2

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
+oo
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — —1
b 0.1 Frem 0 o
géométrique de raison —x% €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1]. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

nx6n+2 _

(il s’agit essentiellement d’une série

N

Sy ()| = [2* ) (=af)"| = 2® Ll G0 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
x)| = |z —x =z .
Y | 1+25 1440
S 20 . »
L’application ¢ : x — T a0 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
T

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
ona: lim Sy (x)dz = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part:
N—+o00 /g g N—+oo

1 1 2
. x
[l v = [ an
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1
lim /S’N(x)dx: lim
0

1 N

§ :<_1)n$6n+2dx
N—+oco N—+oco 0 o
n—=

N

1
= I E 1" 6n+2d
N—l>r-Ii-loo 0< ) /0 v .

n=

—+oo

= Z(—l)” /01 2" 2dg

+oo (_1)n
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z =

= 6n+3
1 2 1 2
1 3 1 1
2. On a directement : / Gde = f/ +dx == [arctan (mS)]l = — 7. D’ou le résultat grace a
o T +1 3 0 (1’3) +1 3 0 12

I'identité de 'exercice.

Corrigé 69.
1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

1 1 1 +oo . ) +oo 1 o +oo nxn+1 1 +oo (_1)n
/oerlx /onz_o( z)"dz 7;0/0( Jlatdz Z[( )n+1] Z:n+1’

n=0 0 n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable: .
oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: P E (=1)"2™ ", ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
T
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / [(=1)"2"|dx = Z ! est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n=0 0 n=0 n+l
nique.
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN eN, Vo€ [01], Sy(z)=>) (-1)"a"
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
+oo

simplement sur [0,1] vers la fonction f : = +— Z(—l)"m” = =31
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout = € [0,1], on a:

(il s’agit essentiellement d’une série

N

> ()"

n=0

- 1—<—$)N+1 2

1+ S 142

[Sn(z)| = (HYPOTHESE DE DOMINATION).

L’application ¢ : x +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1
ona: lim / Sy(x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part:
0 N—+o00

1
N —+o0 0
1 1 1
/0 NEIEOO SN(x)dx:/O :p+1dx’
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

+oo 1
—nH" 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z (=1) = / n ldx.
0 T

dz =[In(x+ 1)](1) = 1In (2). D’ou le résultat griace a 'identité de l'exercice.

1
2. On a directement : /
0o T+1

Corrigé 70. Pour démontrer I'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-  + page 13
trique:

boa® ! 3+OO 3 0 [ 3n+3 = PPt X =
/o x?’—i—ldx /Ox;( x*)"dz 7;)/0( Y dx Z[( ) 3n+4} 2371—1—4’

n=0 0 n=0

ou I’égalité (*) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
—+oo

3n44 . . e
i Z(—l)"m "t ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
1
— la série Z / |(—1)"x3 "+3| dr = Z 3 1 est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n=0 0 n=0 n+
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

VN EN, Vo € [01], Sy(z)=) (-1)"a®"*.
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
+oo

sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)"m?’”"‘?’ = 557
x
n=0

raison —z% €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout z € [0,1],
on a:

(il s’agit essentiellement d’une série géométrique de

|Sn ()] ° i (—=*)" a1 ()T 20 (HYPOTHESE DE DOMINATION)
z)| = |z -z = )
N P 1T+a% S 1ta8
23
L’application ¢ : x 523 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur [0,1],
x

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théo-

réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:
1

1
lim Sy (z)de = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oco 0 0 N—+o00

1 1 3
, B x
/0 Nl_lfﬁoo Sn(z)dz = /0 g ldx,
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
permet d’écrire :

1 1 N

. L _1\n..3n+3
i, e = lim D (21t

|
P/T?
—_
~ 3

= 1

O\/—\
=

8

w

3

+

w
jol

8

3n+4 ), 23+1

n=0

S G A
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z / dz.
0

Corrigé 71. + page 13

1. Pour démontrer l'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 1’aide d’un développement en série géométrique :

1y 1 400 ) +oo .1 +oo o+l 1 +oo (=1)"
— _ n p— _1nn — _ln —
[ e [ e @3 [erarae =30 [y =S

n=

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:
+o0

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o E (=1)"z" " ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
x
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur U'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / [(=1)"2"|dx = Z 1 est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n>0Y0 n>0 n+l
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vz € [01], Sy(z)=) (-1)"a"

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge
+oo

1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : = +— E (—D)"2"™ = ) (il s’agit essentiellement d’une série
x
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout = € [0,1], on a:

al 1 — (—z)N+!
S = —)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
|Sn ()] HZ:%( z) . =2 ¢ )

L’application ¢ : z +—

est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1]. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréeme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

1 1
on a: Nl_lf.?oo/o Sy (z)dx = /0 Nl_lgrloo Sy (z)dz. Or on a d’une part:

1 1
. 1
f, vl Swenta= [ = as
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
. o . _1\n,.n
lim /0 Sn(z)dr = Nl_lffoo ; nio( 1)"z"dz

N—+o00
1
:Nl_lﬂloonz(_l) /OZ,E dx

En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / dz.
0

dz =[In(z+ 1)]3 =In (2). D’ott le résultat grace a l'identité de 'exercice.

1
2. On a directement : /

Corrigé 72.
1. Soit n € N. L’application x +~ e(=2"®)sin (52) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0,4o0o] on a:

—+oo
|e(*2"z) sin (52)| < e(=272) Or I'intégrale / e(=272) 4z converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

—+oo
par le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(~2n2) sin (5 x) dx
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+o0 +o0

/ e(=2"?) gin (5z) dz = Im (/ e((2"5i)w)dm)
0 0

e(—(2n—5i)z) 7T

( [ —2n+ 51 } o )
1
(‘ —2n+ 5i)
—2n — 51

<_4m+25)
_ )
 4n2 425

I

B

I

=

I

=

D’ou le résultat.
2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

+oo e(=22) gin (5 2) oo : n
_ (—2z) o (—2z)
/o 2o dz = /0 2 sin (5 z) g (e ) dz

n=0

—+oo
© Z/ 2+ D) gin (5 x) da

_Z 4(n+1)7+25

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a

terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (5x)]e"2( D) dz le plus simple semble étre
n=0

+oo too
de majorer [sin(5z)| par 1, de sorte que: / lsin (5z)| e("2(FD2) 4y / e(72( o)y =
0 0
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o(—2(n+1)z) 7T 1
—_—— = ————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’'une série
2(n+1) |, 2(n+1)
de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration
+oo

terme & terme (en vérité, calculer / |sin (52)| &2 D2 dz sans majorer le sinus, mais en utilisant

0
la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-

plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,400[, Sy(z)= Z (T2 D2) gin (5)

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur ]0,400[, et la suite (Sy)nen converge

= 2 (a1 e(=2%) sin (5 2)
simplement sur 0, +oo[ vers la fonction f : z E (20D gin (52) = 2o (il s’agit essen-
— e x
n=0

tiellement d’une série géométrique de raison e(~2%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus x = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(=2%) gin (5x) Z (e(_“))n

n=0
1— (e(—2x))N+1
1— 6(729:)

|Sn(z)| =

= ‘e(_m) sin (5 x)

2 |e(_2$) sin (5 ac)|
<
1— e(—2:p)

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

2 |e(=22) sin (52)|
1— e(—2w)

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur 0, +o00[, et pour tout x au voisinage

deOona:
2Xbx
p(z) ~

x—0 2x z—0 x—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
2e(~29)
< -
@('r) N _e(—2a2)

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
2 6(_2 x)

“+ o0
— = 2e(=2%) et on sait que lintégrale / 2e(727) g converge. Par le théoréme de compa-
1 —e(—22) 2400 1

“+oo 2 e(—2 I)
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdm.
J— e -
+o0 ' +oo
Toujours par comparaison, ’intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, +o0[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy (z)dz.
N —+oc0o 0 0 N—+oco

Or on a d’une part:
Foo +oo e(=22) gin (51)
/0 NLHEoo Sy (z)dx = /0 e dzx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

400 oo N

li = 1l (=2 (n+1D)z) o
yhm ; Sy (z)dz yhm ; nZ;]e sin (5 z) dx

- (=2 (nt+1)z)
Nl_lffﬁoo Z / sin (5 z) da

+oo 400
= Z / (2 HD2) gin (5.2) da
—J0

Y

+oo

(—2x) o3 5 5
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / %dx = Z —_—
0 1—el=22) —4(n+1)"+25

COI‘I‘igé 73. < page 13

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

+oo 2 1 +oo x2n+2 1 +oo (_1)n
_ " dx= nd n ntl gy = 1" —
/0 21T / Z Z/ r= Z[( ) 2(n+1)]0 HZ:OQTH-Q’

n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :

n 2n+2

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: ——— = E , ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi

I'intégrale doit s’interpréter comme une 1ntegrale sur l’mtervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ mtegratlon terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z )" 2”Jr1| dr = Z est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
2n+2
n>0 n>0
monique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

YN eN, Vo e [0,1], Sy(z)=) (1"

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nyen converge
+oo

simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l) P
n=0

géométrique de raison —x? €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1][. Ensuite, pour tout
N € N et tout = € [0,1], on a:

T XN: (=2?)"

n=0

nx2n+1 —

(il s’agit essentiellement d’une série

1 — (—2?)N+l 2z .
=2z < (HYPOTHESE DE DOMINATION).
1+ 22 1+ 22

[Sn ()] =

L’application ¢ : z — 1.2 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

+ 22
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres

le théoreme de convergence dominée, Sn est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: lim / Sn(z da:—/ lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oo N—+o0

1 1 T
/0 yhm S (z)dz = /0 210
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
. _ : n_2n+1
i Jy Svde = im0 2 (C1et s
N 1
— 1 -1 n 2n+1
i 3o e as
+o0o 1
= Z(—l)”/ 2"t ldy
n=0 0
“+o0 n
-y (-1)
n=02(n+1)

+oo 1
—1)"
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z (=1) = / %dx.
o ¥

1
1 1
2. On a directement : / %dx =3 [In (z* + 1)](1) =3 In (2). D’otu le résultat grace a l'identité de I'exer-
0 x

cice.

Corrigé 74.

1. Soit n € N. L’application x + e(=7"®) sin (8 2) est continue sur [0, +oc], et pour tout z € [0,4oco[ on a:

+oo
|e(_7"'7”) sin (8 g;)| < el=772) Or I'intégrale / e(=T") 4z converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

“+o0
par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=7n2) sin (8 z) dx
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

—+oo —+oo
/ =) sin (8. 2) dz = Im </ 6((7n8i)m)dx)
0 0
o(—(Tn—8i)z) 7T
_Im<[ —Tn+8i L )
=Im (—1)
—Tn+ 8
— Im (_ —7n—8i>
49n? + 64
_ 8
© 491?464

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

+o0 e(=T2) gin (8 ) too = n
— (=7x) o _e(=Tx)
/0 D dz 7/ e sin (8 x) E ( e ) dz

0

n=0
“+o0 “+o00
© Z / (—=1)" T HDD) i (8 2) da
n=0"0

=49 (n+1)° + 64’
ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;
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+oo
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (8 )| e=T D) dz le plus simple semble étre
n>0 0

—+o0 —+oo
de majorer |[sin(8z)| par 1, de sorte que: / lsin (8 z)| e =T (M FV2) 4y / T B gy =
0 0

o(=7 (n+1)z) 7T 1
[} = ————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’'une série
T(n+1) |, 7(n+1)
de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration
+oo

terme & terme (en vérité, calculer / |sin (8 )| e~7 (" V) dz sans majorer le sinus, mais en utilisant
0
la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-

plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sn(z)= Z (=1)" 7DD i (81)

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0,+o00l, et la suite (Sy)nyen converge

= e(=7%) sin (8 z)

" . . : . _1)" (=T (n+1))
simplement sur ]0, +oo][ vers la fonction f : z — Z( 1)"e oo

sin (8z) = (il s'agit

n=0
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(~7%) €] —1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure = = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

e(=7%) gin (8x) ﬁ: (—e(_”))n

n=0

1— (_e(—7x))N+1

14 el=72)

|Sn(z)| =

= ‘e(_”) sin (8 z) ‘

o 2 ‘e(_”) sin (8 x)‘

< 11 e(—70) (HYPOTHESE DE DOMINATION).

2|e=7*) sin (8 )|
1+ e(=72)

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur 0, +o00[, et pour tout x au voisinage
de Oon a:

2x8x
30(93) w:O 2 w:O 8z r~>(>J O’

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +o0o reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
9 e(77 z)
R —
@) S T
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
2 6(_7 x)

+o0o
— 2e(=7%) et on sait que lintégrale / 2eTTdg converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(=72) 400 1

+oo 92 e(—792)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1 + 6(77‘1’)
“+ o0 + oo

Toujours par comparaison, 'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) 'intégrale %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz.
N—+oco 0 0 N—+oco

Foo o0 e(=T2) gin (8 )
/0 yhm S (z)de = / e W@

Or on a d’une part :
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

NETEOO 0+°° Sy(z)dz = Nlirilw O+°° i (=1)" 7DD i (8 2) da
+Oo 1
= Nlifi»loo Z / T HD2) gin (8 z) da
+0o +o00
= Z (—1)"/0 T HD2) gin (8 ) da
n=0

’I’L

_249 164

*e"")gin (8z) f 8 (—1)"
49 (

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / - —_—
0 1+e(=7o) —049(n+1)" + 64

Corrigé 75.

(—=3nz)

1. Soit n € N. L’application z — e sin (z) est continue sur [0,4o00[, et pour tout x € [0,+o0] on

+oo
a: |e(_3”) sin (x)’ < e(=372) Or 'intégrale / e(=31%)dx converge (c’est une intégrale de référence),
0

400
donc par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=31%) gin (z)dz

0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+o0 . +oo )
/ e gin (z) de = Im </ (=6 "”"”Hx)
0 0

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (=3x) +o0 +oo n
/ 678111@)&1: = / e(=3%) sin (x) Z (76(73‘7:)) dx
0 1+ 6(_3x) 0 o

Z/ ' e(=3 (D) gin (z) da
= Z

n=0 n+1

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable :

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments;

— pour étudier la nature de la série Z / |sin ()] e(=3(*+12) 4z le plus simple semble étre de majorer
n=0

+oo +o0 (=3 (n+1)a) 7
|sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin (z)] e(3 (PP 4z < / e(=3 (D) gy — {— } =
0 0 0

3(n+1)
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1

3(n+1)

ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin ()] (=3 (1 D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,

ramener émodes intervalles ot le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sn(z)= Z (=1)" (T3 DD g ()

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +o00ol, et la suite (Sy)nyen converge
e(=3%) sin ()

+oo
. , , . N\ (=3 (D)) _
simplement sur ]0,4+oo[ vers la fonction f : x — Z( 1)"e sin () =

(il s’agit
n=0

essentiellement d’une série géométrique de raison —e(~3%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus = 0,

meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue

cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o0[, on a:

N
=3 sin (z) Z (—e(_?’z))n

n=0

1— (_e(—3x))N+1
14 e(=32)

|Sn ()| =

= ‘e(_?’”) sin (ac)‘

o 2 ’e(_?’m) sin ()|

ey (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o=

2 |e(=3) sin ()|

T est continue par morceaux sur ]0, +0o|, et pour tout = au voisinage
e

L’application ¢ : z —

deOona:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +o0o reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
z—0 2 z—0 x—0

de +o00:
2e(=37)
< ==
@) S T
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2 6(_3 x)

+oo
— = 2e(=3%) et on sait que lintégrale / 2e(737) 4y converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(—37) 2400 1

+o0 92 e(—392)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdx.
o(—
+o0 ' +oo
Toujours par comparaison, 'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) 'intégrale %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination
est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz.
N—+oco 0 0 N—+oco

+00 +0o (=3x) g
/ lim SN(x)dx:/ wdx,
0 0

N—+4o00 14 e(=32)

Or on a d’une part :

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+o00o 400 N
i = i —1)" (=3 (n+D)z)
Nl_lffoo ; Sy (z)dz NE)IEDO ; 7;)( 1)"e sin (z) dz
T 1y el )
_ 71 n+1l)x
_Nl—l)I-r‘rlOOZ/ sin (z) dz
+oo +oo
= Z (—1)”/ (3 (D) i (2) da
n=0 0

72 n+1 S
% ¢(=37) gin (z) X (=)
— =y ——

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / =T 5
0 L+el=2 n+1)"4+1

Corrigé 76. < page 14

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

”m 0 = [ = )t X (-
dx = ndr = —1)"z"dx = —1)" —
[ oe= [ Symerar 23, [eraraa=5 Jeris] -5

n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
+oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: 1= Z(fl)”xnﬂ, ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
x

Pintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

— la série Z / [(=1)"z"|dx = Z ] est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

n=0 n>=0
nlque.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (*). Pour cela, posons:

VN EN, Vo e [0,1], Sy(z)=) (-1)"a"

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nyen converge

simplement sur [0,1] vers la fonction f : x Z(— (il s’agit essentiellement d’une série

x4l

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

al 1— (—a)V+!
S = —x)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
|Sn ()] ;::0( ) T o =7 )

2
L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

T
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1 1
ona: lim Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part :
0 0 N—+oo

N—+oco

1 1
. 1
[ vl swtode = 7 e
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
Wl f, Svledde = Jlim [ 3 (C1"atds
N 1
= lim (—1)"/ x"dx
N~>+oon:0 0
+o0 1
= Z(—l)"/ z"dx
n=0 0
“+o0 n
(1)

SIS
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / dz
n=0 n+l 0

1
r+1

1
2. On a directement : / dz =[In(x + 1)](1J =In(2). D’ou le résultat grace a l'identité de 'exercice.
0

Corrigé 77.
1. Soit n € N. L’application 2 + e(="%) sin (4z) est continue sur [0, 400, et pour tout z € [0, +oo[ on a:

+oo
|e(*m) sin (42)| < e(="2)_ Or V'intégrale / el dg converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

—+oo
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / (=) sin (4x) dx converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+o0 —+oo )
/ e sin (4z) do = Im (/ e(_("_‘“)f)dx)
0 0
o(—(n—di)z) 7+
(e
-n+4i |,
1
= I _
o ( —n + 41')
—n — 44
=Im|———
< n? + 16>
B 4
2416

D’ou le résultat.
2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

oo (—z) o 4 +oo +oo n
/ e Psin(4z) / D sin(42) Y (~e) " da
0 1 =+ e(*m) 0 ne0
() = [T
= Z/ (=1)" =D gin (42)
n=0"70

= (n+1)°+16

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a

terme spécifique aux segments;

“+o0
— pour étudier la nature de la série Z / |sin (4 x)] (=12 42 le plus simple semble étre de majorer
n=0 0

+oo +oo
|sin (4 2)| par 1, de sorte que: / |sin (4 )| e~ (DD g < / e(m( D) qp —
0

{_ e(—(n+1)z) } Feo
0

n+1 0
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1

n+1

qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
“+oo

calculer |sin (4 2)] e(=("*D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener éodes intervalles ot le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sy(z) = (-1)" e gin (4z).
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0,4o00[, et la suite (Sy)nen converge
e(=®) sin (4 z)

gy (il s’agit

+oo
simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f : z — Z (=1)" DD gin (42) =
n=0
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(~%) €] — 1,1[: ¢’est pour ce passage que j'exclus z = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(=%) sin (4 ) Z (—e(_m))n

n=0

1— (_e(—x)>N+1
14 e(=2)

1Sn ()] =

= ’e(_’”) sin (4 :v)‘

2 |e(_””) sin (4z)|

ey (HYPOTHESE DE DOMINATION).
e

~X

2 }e(_w) sin (4 m)‘

T4 oo est continue par morceaux sur ]0, —|—oo[, et pour tout x au voisinage
e

L’application ¢ : x —

deOona:

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2e(-7)
< ==
QO('T) ~ 1 T e(_w)a
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
26(_1)

400
——  ~ 2¢el=%) et on sait que lintégrale / 2e(=?)dg converge. Par le théoreme de comparaison
1+ e(*z) T—+o00 1

+oo ) e(—a:)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx. Toujours
o(—
+oo ! +o0
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) 'intégrale ( converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

400 —+o0
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sy(z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+o00 0 0 N—+oco

+o0 oo (—z) o 4
/ lim Sy(z)dz = / wdx,
0 N—+o0 0 1+ e(—x)

d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+oo +o0o N
li Sn(z)dz = li —1)" "D gin (42) d
yhm ; N (z)dx yhm ; nz_;)( e sin (4 x) dz
+°O o(—(nt1)a)
= 1 )" " 4
N_l)r_r‘_looZ/ sin (4 z) dx
+oo 400
= Z (—1)”/ e=(tD2) gin (42) dz
n=0 0
n= 0 + 16
+oo (=) o 4 +oo 4 (-1 n
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / wdx = Z (72>
0 14el=o) — (n+1)*+16

Corrigé 78. < page 14
1. Soit n € N. L’application x ~ e(="%) sin (13 ) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0,4o00[ on a:

400
{e(_m) sin (13 m)’ < el Or lintégrale / el dz converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

—+oo
par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives intégrale / e(="?) gin (132) dz
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

“+oo +oo )
/ e(="%) sin (13 2) dz = Im (/ e(("l?”)"”)dx)
0 0
o(—(n=130)z) 1 T°°
=Im| |———
[ —n + 134 ]0
1
=Im <_ —n + 132')
—n —13i
=Im|—-———7F—
n2 + 169
B 13
- n2+169°
D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

+oo

oo (=) sin (13 ) Foo n
c Y e = (=2) g (=)
/0 e dz = /0 e "% sin (13 x) E (e ) dz

n=0

+oo
© Z/ e(=(*D2) in (13 z) da:
0

= 13

= (n+1)* +169°
ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable:

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (13 2)| e~ (™*D2) 4z, le plus simple semble étre
n=0

+oo —+oo
de majorer |sin(13z)| par 1, de sorte que: / |sin (13z)| e~ D24z < / elm(th) gy —
0 0

e(—(n+1)z) 7T 1
- = ———; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série
n+1 0 n+1
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de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoréeme d’intégration
“+oo
terme & terme (en vérité, calculer / Isin (13 2)| e~ (™*D?) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
lapproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,40], Sn(z)= Z e~V gin (13 ) .

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +o0ol, et la suite (Sy)nyen converge

. . = 1 . e(=) sin (13z) . .
simplement sur ]0, +oo| vers la fonction f : x — Z e D) gin (132) = T o (il s’agit essen-
J— e -

n=0
tiellement d’une série géométrique de raison e(~*) €] — 1,1 : c’est pour ce passage que j’exclus = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +o0[. Ensuite, pour tout N € N et tout « €]0, +o0[, on a:

N
(—2) —2)\"
e 8111(13:0);(6 )

=0
1— (e(f:v))N+1
‘ 1—el=2)

[Sn ()] =

= ‘e(fz) sin (13 z)

2 |e=") sin (13 )|
1—el=2)

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

S

2 |e(_x) sin (13 2))|

1 o est continue par morceaux sur |0, +o0ol, et pour tout  au voisinage
—_— e -

L’application ¢ : x —

de Oon a: 9 % 13
o(z) ~ 2rOT 26 — 0,

x—0 x x—0 x—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +o0o reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de 400
26(737)
e(x) < PR

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

2e(=2) +oo
———  ~ 2¢el=?) et on sait que lintégrale / 2¢-%)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1 —e(=%) z5+00 1

+o00 2 e(—:t)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬂdx. Toujours
—e
+o00 ! +oo
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4o0o[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apreés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oco 0 0 N—+oo

+oo oo (—z) o 1
/ lim Sy(z)dz :/ de,
0 N—+o0 0 1 —e(-2)

d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :
+oo +oo N

Nl_i}_r:oo ; Sn(x)dr = Nl—i>I—ri-loo Z D) gin (13 2) da

= e(—(n+1)x)
NET&Z/ sin (13 ) dx

+oo “+ o0
= Z/ (D) gin (13 2) dz

n=0

—Z

(n+1) > £169

> (=) sin (13 ) +ZOO 13
€ S x
—_— 0 adxr =
(

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / P
0 1—el=2) = (n+1)° +169

Corrigé 79.

1. Soit n € N. L’application x + e(="®) sin (x) est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,4o0[ on a:

+o0
’e(_m) sin (m)| < e="®) | Or I'intégrale / el dzx converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

+oo
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(="%) gin (z) dz converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+o0 +oo ,
/ e gin () dz = Im (/ e(_("_l)z)dx)
0 0
{eun i)z >r°°
—n+i |,

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

oo (—z) o +oo +oo n
/ e sin(z) :/ D sin () Y (=) " do
0 1 =+ e(_m) 0 "0

+oo +00
) Z/ (=1)" e+ DD gin (2) da
— /0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1

— pour étudier la nature de la série Z/ Isin ()] e+ D2 dz le plus simple semble étre de majorer
n=0

[_ e(—(n+1)r)]+oo _
0

“+o0 +oo
|sin (z)| par 1, de sorte que: / lsin ()] e "D dg < / D) gy —
0 0 n+1

1

o ; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce
n

132
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qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin ()| e(=(*t2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodcs intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Va €]0,+00[, Sn(z)=Y (-1)" e gin (x).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sn)nen converge

> (—=) gj
e sin (x
simplement sur |0, +o00[ vers la fonction f : z — Z (=1)" DD i (2) = ¢ "sin(z) (il s’agit essen-
rd 1+ e(—7)
tiellement d’une série géométrique de raison —e(~%) €]—1,1]: c’est pour ce passage que j’exclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N

=% sin (z) Z (—e(_x))n

n=0

1SN ()] =

(_e(—x))N-i-l

1+ el=2)

1—
= ‘e(_l) sin (x)‘

< 2 !e(’w) sin (:r){

< (HYPOTHESE DE DOMINATION).
1+ el=2)
2 ‘e(_w) sin (x)‘

L’ licati Tx
application ¢ : x gy

est continue par morceaux sur ]0, +oo[, et pour tout x au voisinage

deOona:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
x—0 2 z—0 x—0

de +o00:
26(_1)
< -
@(m) ~ 1 + e(—a:)’
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
26(_1)

“+ o0
——  ~ 2¢e=%) et on sait que lintégrale / 2e(=?)dg converge. Par le théoreme de comparaison
1+ e(*z) T—+o00 1

+o0 ) e(—a:)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx. Toujours
o—
+o0 ' +oo
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale ( converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

+oo +o00
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dz = / lim Sy(xz)dz. Or on a
N—+oo [ 0 N—+o00

+oo oo (—z) o
/ lim SN(x)dxz/ eisnl(x)dx’
0 N—+o00 0

d’une part:

14 el=2)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+o00o 400 N
- _ oy ) (D))
NE}I_I&DO ; Sy (z)dx N1—1>I—ri-loo ; Z( 1)"e sin (z) dz
" ~(nt1)2)
— n+1l)x
= NEIEOOZ/ sin (z) dz
+oo —+oo
= Z (—1)"/ e=(FD2) gin () da
n=0 0

72 n+1

X s (x) *2’0 (—1)"

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / & —_—.
0 T+el=® —n+1)+1

Corrigé 80. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-
trique:

L L ® =2 [ L= LS g G U
dr = _ 3nd ; —1)" 3n+d —_ —1)" —_
/o Bl /ox;( z°)"de T;)/O( )" r Z[( ) 3n+5]0 ;371—#5’

n=0

ou I’égalité (*) est a justifier: c’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
—+o00

35 . . R
i Z )*2® " ce qui ne vaut que si @ € [0,1]: ainsi
=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
— la série Z / )" 3”+4| de = Z T est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
n

n>0 n>0
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoréeme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion
(*). Pour cela, posons:

YN EN, Vo e [0,1], Sn(z)=) (-1)"a®"t

Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement
+oo 4
T
sur [0,1] vers la fonction f : z — Z(—l)"m3”+4 = 51 (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
T
n=0
raison —z% €] —1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout z € [0,1],
on a:

N

[Sn(z)| = |a* ) (=2*)" alo (o)™ 2t (HYPOTHESE DE DOMINATION)
z)| = |z -z )
N P 1T+a% S 1ta8
24
L’application ¢ : x T2 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], done elle est intégrable sur [0,1],
x

et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théo-
réme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
lim Sy (z)de = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+oo 0 0 N—+o00

1 1 4
, B x
/0 Nl_lg_loo Sn(z)dz = /0 pra ldx,

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
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permet d’écrire :

1 1 N
1. S d _ 1~ _1 n 37l+4d
i Swlade = i [73 -1t
N 1
E _1\n 3n+4

Il
PTﬂ
—_
SN—
S |
)
S
>
8
w
3
+
W~
o
8

S Y L
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / —dx.
0

Corrigé 81. Pour démontrer I’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 1’aide d’un développement en série géomé-
trique:

1 1 1400 0 ) +oo 01 i, +oo plon+l b (—1)"
— = dz= —0)ndy —1)nplOndy = ) R o 2
/0 201" /OT;)( v)tde nz—%/o( Jle T de nz_%{( ) 10n+1]0 ngolon-i-f

ou légalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
—+00

. e - 1 n 10n41
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: i Z(—l) x

, ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi

Iintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
1
— la série Z / |(—1)"m10"‘ dr = Z ——  est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
0 10n+1
n>=0 n>=0
nique.
Nous allons & la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

YN €N, Vz € [0,1], Sy(z)=> (-1)"z'"

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sx)nen converge simplement

+oo
1
sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(—l)”xlo" = 2051 (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
x
n=0
raison —x'? €]—1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout = € [0,1],
ona:
N Lovn 1— (_xIO)NJrl 2
Sn(z)| = —z7) | = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
S = |3 (") < )

L’application ¢ : = — est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

14 10
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le

théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:
1

1
lim Sy (z)de = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part:
N—+oo Jo g N—+oo

1 1
. 1
/0 yim S (z)de = /O 210

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
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permet d’écrire :

1 1 N
NLHEOO ; SN(x)dx:Nlirilm ; ;(_1)nxlondx
N 1
:Nl—ig—l (—1)”/ 29"z
OOn:O 0
+oo 1
:Z(_l)n/ xlOndx
n=0 0

+oo n
-3 (1)
10n+1"
n=0

-/ —~ 4
10m + 1 20417

n=0

S A
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z P —— /
0

Corrigé 82.

1. Soit n € N. L’application z + e(=3"®)sin () est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oo[ on

—+oo
a: [e(=*"sin (z)| < e(=3®). Or I'intégrale / e(=31%) 4z converge (c’est une intégrale de référence),
0

+oo

8(_3 nx)

donc par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / sin (x) dz

0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+o0 too )
/ e(=3") sin (z) de = Im (/ =G ”_Z)w)dx)
0 0

e(—@Bn—i)z) 1T
=3n+i |,

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (=3z) o3 ( ) 400 400 n
e Sin (r _ (_33:) . ( (—3£))
/0 e dz /0 e sin () Z e dz

n=0

o)X= [
= Z/ o3 (D) i (2) da
—5/0

(n+ 1 +1
ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :
— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)] e(=3 "+ D¥)dz le plus simple semble étre de majorer

n=0
+oo +oo 6(_3 (n41)z)7 T
|sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin ()| (=3 (D) qg < / (=3 (n+1)z) 40 — {_} _
) 0 0 3(n+1) |,
S+ 1) ; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,
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ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin ()] e(=3(+1)2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodcs intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vz €]0,+00[, Sy(z)=» e gin (2).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sn)nen converge

= 3 (ntl e(=3%) sin (z)
simplement sur ]0, +o00| vers la fonction f : z E e(T3 D)D) gin (2) = T o (il s’agit essentiel-
—el— xr
n=0

lement d’une série géométrique de raison el=3%) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que jexclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N
e(=3%) gin (x) Z (e(_?’x))n

n=0
1— (e(—3z))N+1
1—el=32)

1SN ()] =

= ‘e(_?’ %) sin (LL')‘

< 2 ‘e(’y""”) sin ()|

o0 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
j— e -

2 ’e(_?’w) sin ()|

i 1 3 .
L’application ¢ : z +— 1= (30

est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage

deOona:

2Xx 2
~ ~ 20,
z—0 31 z—0 3 z—0

o()

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o0:
26(—31)
0 < T gmsm

et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
) 6(73 x) +oo
—  ~ 2e(=37) et on sait que I'intégrale 2e(=37) g converge. Par le théoréme de compa-
1—e(=32) z5+00 1
+o0 26(—3w)
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdx.
J— e -
o0 ! +o0
Toujours par comparaison, I’intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+o0
10, +00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz.
N—+oo [ 0 N—

+oo
+o0 oo (=3z)
/ lim Sy(z)dx = / e Tsin (@) dez,
0 N—+o0 0 1—e(=32)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de

Or on a d’une part:
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I’intégrale permet d’écrire :

+00 oo N

i - L (=3 (n+1)z)
1\/1_1>I_r|r1C>o ; Sn(z)dr = Nl_lg_loo Ze T gin (x) dx

_ (3 (n1)2) g
N1—1>r£oo Z / sin (x) dz
+oo fe’e]
Z/ e(Z3 (D) gin (2) dz

—5 /0

9(n+1)> On+1)2+1

oo (=32) ( ) +oo 1
€ S (T
9(

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 3 —_—.
o l—el3) = 9(n+1)°+1

Corrigé 83. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géomé-
trique:

too 28 n+2 1 to0 (—1)"
]

1 +oo ()-‘rOO 1 T
n ; _1n 28n+1d — _ln —
/0 x28+1 / Z dr ;/O( J'e r=2 D 2(14n+1)], ;2871—&-2’

n=0
ou I'égalité (*) est a justifier: c’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
—+o00

N 3 4 A Anpit - _ _1\n,.28 n+2
pour obtenir ces égalités, on a écrit: e Z( IRk

, ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur Vintervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / | )28 ”H‘ dx Z SRy est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
n

n=0
monlque

Nous allons a la place appliquer le théoréeme de convergence dominée a la justification du probleme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

VN EN, Vo € [0,1], Sn(z)=) (-1)"2™"".
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien slir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement

+

; ) ~ n,28n+1 _ €z S . , S
sur [0,1[ vers la fonction f : z — Z(—l) T = @1 (il s’agit essentiellement d’une série géométrique
T

n=0
de raison —?8 €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout
z €1[0,1], on a:

N

|Sn(z)| = |z Z (—2%)"| = o1 (—a*)" <= (HYPOTHESE DE DOMINATION )
v 14 228 S 1422 '

2x
L’application ¢ : = — T3 2% est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
T

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le
théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
lim Sn(z)dz = / lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+oo 0 0 N—+oo

1 1
. o x
[ s [

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de l'intégrale
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permet d’écrire :

1 1 N
: _ . n,.28n+1
NLHEOO ; SN(x)dx_NLHEoo ; 7;)(—1) x dz
N 1
:Nl_ig_lm (—1)”/ 2287ty
n=0 0
+o00 1
:Z(—m/ 2" dg
n=0 0

+oo n
_ (=D
N nZ::O 2(14n+1)

+oo 1
1 n
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E 2(8 —)i— 5 / %Lﬂdx
n 0 xr

Corrigé 84.

1. Soit n € N. L’application z + e(=2"%)sin () est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oco[ on

—+oo
a: [e(=2") sin (z)| < e(=279). Or I'intégrale / e(72"%)dg converge (c’est une intégrale de référence),
0

+oo

8(_2 ne)

donc par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / sin (x) dz

0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+o0 too )
/ e(=2") sin (z) de = Im (/ e(=(2 ”_Z)w)dx)
0 0

6(_(2 n—i)x) +oo
—2n+i |,

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (—2z) o3 ( ) +o0 400 n
e sin (x _ (—22) o (_ (—2x))
/0 T dz /0 e sin (z) g e dz

n=0

+oo
Z/ —1)" (20D i (z) da
= Z

. (n+ 1 2417
ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)] e(=2 (" D¥)dz le plus simple semble étre de majorer

n=0
+oo +oo 6(_2 (n41)z)7 T
|sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin ()| (72 (D) qg < / (=2 (n+1)z) 40 — {_} _
) 0 0 2(n+1) ],
PICES] ; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,
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ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin ()] e(=2("+1)2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodcs intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Va €]0,+00[, Sny(z)=Y (-1)" e gin (x).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 4+00[, et la suite (Sn)nen converge
e(=2%) sin ()

" (-2 (n 1))
14 e(—22)

—+oo
simplement sur ]0,4+oo[ vers la fonction f : x — Z (-1 sin (z) = (il s’agit
n=0
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(=2%) €]—1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus x = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N
=29 sin () Z <—e(_2x))n

n=0

1— (_e(—Zw))N+1
14 e(—22)

SN ()] =

(-2)

= ‘e sin (x)‘
o 2 ’e(*“) sin ()|

(HYPOTHESE DE DOMINATION).
14 e(—22)
2 ’e(_zz) sin ()|

L’application ¢ : z +— 11 e(—20)

est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage

deOona:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
x—0 2 z—0 x—0

de +o00:
) 6(_2 z)
R —
QO('T) 1 -+ e(—2x)’
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
) 6(_2 x)

“+ o0
— = 2e(=2%) et on sait que lintégrale / 2e(727) 4y converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(* z) z—+too 1

+oo 26(—21)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1 -+ 6(72 )
+o0 +oo

Toujours par comparaison, I’intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+o0
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy (z)dz.
N—+oo [ 0 N—

+oo
Or on a d’une part:
+o0 oo (—2z) o
/ lim Sy(z)dzx :/ wdx,
0 N—+o00 0

1+e(=22)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+°° il (=2 (n41))
. T _1)" e(—2(nt+D)2) g
Nl—lg}oo ; Sy (x)dx N ; nzo( e sin (z) dz
e (-2 (nt1)2)
_ . —2(n+1)z) .-
= Nl_lg-looz/ "e sin (z) dz
“+o0 “+o0
= Z (71)”/ (2D i (2) da
n=0 0

'IL

—Z

(n+ 1
*® e(=2%) gin (z) = (-1)"
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 72dx = Z —_—
0 1+ e(=22) —4(n+1)°+1

Corrigé 85.

1. Soit n € N. L’application = + e(=2"%)sin () est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,+oc[ on

+oo

a: [e(=2" sin (z)| < e(=27). Or I'intégrale / e(=2m2)dz converge (c’est une intégrale de référence),

0

donc par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=2n)
0

sin (z) dz

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

—+oo +oo )
/ e(=2") sin (z) de = Im (/ e(=(2 "l)z)dx)
0 0

e(—(2n—i)x) +oo
—2n+1i ],

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

oo (=2x) 3 400 400 n
/ %ﬁ()@dm = / e(=2%) gin (z) Z (—e(_m)) dz
0 ety 0

n=0

+oo 400
© Z / (=1)" (72D i (1) dz
— /o

ou égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1 241’

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (z)] e(=2 (" D¥)dz le plus simple semble étre de majorer
n=0

+0o0 +oo
|sin (z)| par 1, de sorte que: / |sin ()| (72 (D) qg < / (T2 2) g — {—
0 0
b
2(n+1)

6(_2 (n41)z)7 T
2(n+1) } 0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente,
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ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothése du théoréme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin ()] e(=2("+1)2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodcs intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Va €]0,+00[, Sny(z)=Y (-1)" e gin (x).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 4+00[, et la suite (Sn)nen converge
e(=2%) sin ()

" (-2 (n 1))
14 e(—22)

—+oo
simplement sur ]0,4+oo[ vers la fonction f : x — Z (-1 sin (z) = (il s’agit
n=0
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(=2%) €]—1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus x = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N
=29 sin () Z <—e(_2x))n

n=0

1— (_e(—Zw))N+1
14 e(—22)

SN ()] =

(-2)

= ‘e sin (x)‘
o 2 ’e(*“) sin ()|

(HYPOTHESE DE DOMINATION).
14 e(—22)
2 ’e(_zz) sin ()|

L’application ¢ : z +— 11 e(—20)

est continue par morceaux sur |0, +0o|, et pour tout = au voisinage

deOona:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
x—0 2 z—0 x—0

de +o00:
) 6(_2 z)
R —
QO('T) 1 -+ e(—2x)’
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
) 6(_2 x)

“+ o0
— = 2e(=2%) et on sait que lintégrale / 2e(727) 4y converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(* z) z—+too 1

+oo 26(—21)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1 -+ 6(72 )
+o0 +oo

Toujours par comparaison, I’intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+o0
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy (z)dz.
N—+oo [ 0 N—

+oo
Or on a d’une part:
+o0 oo (—2z) o
/ lim Sy(z)dzx :/ wdx,
0 N—+o00 0

1+e(=22)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+o00o 400 N
i = i —1)" (=2 (nt+ D))
Nl_lffoo ; Sy (z)dz NE)IEDO ; 7;)( 1)"e sin (z) dz
T 1y a2 )
_ 71 n+1l)x
_Nl—l)I-r‘rlOOZ/ sin (z) dz
+oo +oo
= Z (—1)”/ e 2 D) i (2) da
n=0 0

72 n+1 S

> e(=27) gin () © ()

= =y
2T

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / =T 5
0 L+el== n+1)"4+1

COI‘I‘igé 86. < page 16

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

”m 0 = [ = )t X (-
dx = ndr = —1)"z"dx = —1)" —
[ oe= [ Symerar 23, [eraraa=5 Jeris] -5

n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
+oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: 1= Z(fl)”xnﬂ, ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
x

Pintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

— la série Z / [(=1)"z"|dx = Z ] est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

n=0 n>=0
nlque.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (*). Pour cela, posons:

VN EN, Vo e [0,1], Sy(z)=) (-1)"a"

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nyen converge

simplement sur [0,1] vers la fonction f : x Z(— (il s’agit essentiellement d’une série

x4l

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:

al 1— (—a)V+!
S = —x)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
|Sn ()] ;::0( ) T o =7 )

2
L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

T
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1 1
ona: lim Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part :
0 0 N—+oo

N—+oco

1 1
. 1
[ vl swtode = 7 e
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
| Swa)de= lm | 7;)(—1)%%;
N 1
= lim —1)"/ z"dz
N—+o00 — 0
+oo 1
= Z(—l)”/ x"dx
n=0 0
“+o0 n
=
—n +1

+oo (—1)" 1 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / ) dz.
0o T

n=0

dz =[In(x+ 1)](1) =1In (2). D’ou le résultat griace a 'identité de l'exercice.

1
2. On a directement : /
0o T+1

Corrigé 87.
1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

1 1 1 +oo (*) +oo 1 +oo .'L'n+1 1 “+oo (_1)7L
d — _ nd - _1 n nd — _1 n —
/oIJrlw /OnZ_O( z)"dx T;O/O( ) da T;O[( )nJrl]O ;n+17

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :
1 =
— pour obtenir ces égalités, on a écrit: o Z(—l)"x"“, ce qui ne vaut que si z € [0,1]: ainsi
x
n=0
I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment ;

1
— la série Z / [(—1)"z"|dx = Z L est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
nx0v0 ns0 +1
nique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-

version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vo € [0,1], Sy(x)= (-1)"a"
n=0
Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge
+oo
n.,.n

1
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — Z(fl) = (il s’agit essentiellement d’une série
n=0

géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout = € [0,1], on a:

N 1— (_x)N-H
S = —z)"| = < HYPOTHESE DE DOMINATION).
Sv(@)l = |3 (=0 < )

2
L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

T
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part:
N—+o0 /g g N—+oo

1 1
. 1
[ vl swtode = 7 e
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
: — : —1)"r g™
N 1
:Nl_ﬁloo;(_l) /0 2"dx
+oo 1
= Z(fl)"/ x"dx
n=0 0

“+o0 n
o (=)
_nzz;) n+1"

+oo 1
-1 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: E (=1) = / m ldx.
o T

1

2. On a directement : = [In (z + 1)]; = In (2). D’ot le résultat grace & identité de 'exercice.

qunglj

Corrigé 88.
1. Pour démontrer l’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 1’aide d’un développement en série géométrique :

bt ! 45 = () - [ +45 = i = (="
d — _ nd P _1" n d — _1 n —
[ = [ > (oas ;0/0< g5 gy g[( >n+46]0 > e

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: = E )"z t6 ) ce qui ne vaut que si € [0,1[: ainsi

I'intégrale doit s’interpréter comme une 1ntegrale sur l’mtervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’mtegratlon terme a terme sur un segment ;

1
— la série )" 2" de = est divergente, puisque c’est essentiellement la série har-
S [ e = 3 L et avergente, puisq
n>0 n>0
monique.

Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

YN EN, Vo e [01], Sn(z)=) (-1) 2"t

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nen converge
too 45
simplement sur [0,1] vers la fonction f : x — —1)ngn T =
p (0,1] f g;() 1
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € Net tout z € [0,1], on a:

1'45 E

2$45
L’application ¢ : z +— 7

(il s’agit essentiellement d’une série

L 1- (_m)N—H 2247

S - S
S ()] = 1+ 14z

(HYPOTHESE DE DOMINATION).

est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoréme de convergence dominée, Sn est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: lim / Sn(x da:—/ lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+o0

N—+o00
1 1 $45
/ lim Sy(z)dx z/ dz,
0 N—+o00 0 X + 1
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N

. _ . _1\n,.n+45
Wiy e = lim 2 (21

n+46  J, z+1

n=0

+oo (71)77. 1 ZZJ45
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z / dz
0

2. On simplifie I'intégrande en faisant apparaitre une somme géométrique. On a:

1 45 1_1 1 45
/ z dxz/ ﬂdx
1 1 1— (—p)'0
(e
0 1+ 1—(—x)
[ ()
= - + > ()" ) dz
0 1+=x =
44 k+1
x
=|-1 1 —1)k
[ n (z + )+k§( i 0

6632660439700528339
9419588158802421600

1

=—In(2)+

D’ou le résultat grace a 'identité de 'exercice.

Corrigé 89.

1. Soit n € N. L’application 2 + e(="%) sin (5z) est continue sur [0, +o0], et pour tout = € [0, +oo[ on a:

+oo
’e(_”w) sin (5 l’)’ < e(=m®) Or l'intégrale / el dz converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

+o0o
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives I'intégrale / e(="%) gin (5 ) dz converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+o0 too .
/ e sin (5z) do = Im (/ e(("g’z)m)dx)
0 0
o(—(n=5i)z) 7+
=Im||——
[ —n + 5t } 0

D’ou le résultat.
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2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (—z) o (5x) +oo = n
e S1n X - (_ ) . (_ )
/0 e dac—/o el sm(5x)nz;)(e x) dz
o= [
= Z/ e =D gin (52) da
n=0"0
= (n+1)+25

o I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+oo
— pour étudier la nature de la série Z / sin (5 x)] e~ D242 le plus simple semble étre de majorer
n>070

oo oo e(—(n+1)z) T

|sin (5x)| par 1, de sorte que: / |sin (52| e~ (D2 g < / e~ D2) gy — {—} =
0 0 n+1l ],

1

n+1
qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
+oo

calculer / Isin (5 z)| e~ (D) dg sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener é,odes intervalles ot le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,4+00[, Sn(z)= Z =D gin (52) .

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

= 1 e(=®) sin (5 2)
simplement sur |0, +o00[ vers la fonction f : x — E e=(FD2) gin (52) = B e (il s’agit essentiel-
—e —T
n=0

lement d’une série géométrique de raison e(~*) €] — 1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00]. Ensuite, pour tout N € N et tout = €]0, +o00], on a:

N
e~ sin (5 ) Z (e(_:”))

n=0
1— (e(—a;))N-H
1 —el=2)

S ()] =

= ‘e(_‘”) sin (5 m)‘

2 |e(*’3) sin (52)|

T oo (HYPOTHESE DE DOMINATION).
— e -

~

2|e=") sin (5 )|

1 =) est continue par morceaux sur |0, 4+00[, et pour tout x au voisinage
J— e -

L’application ¢ : x —

deOona:

x—0 €T x—0 x—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de 400:
2e(=2)
<
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2e(=7)

+oo
———  ~ 2¢el=?) et on sait que lintégrale / 2¢-%)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1 — e(_ﬁ) r—+00 1
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+o00 2 e(—:t)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx Toujours
—e
+o0 ! +oo
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4o0o[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apreés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sny(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oo Jg 0 N—+o00

d’une part:
—+oo +oo
/ lim Sy(z)dz :/
0 N—+o00 0

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
Iintégrale permet d’écrire:

e(=®) sin (5z)

1o O

+oo +oo IV

i = 1 (=(nt+1D)z) g
Nl_lfﬁoo ; Sn(z)dz NI_IH_IOO nz::Oe sin (5 z) dz

N 400
i Z / =) gin (52) da
N—H—oo — Jo

= lim
+oo “+o00
:Z/ =2 gin (52) dx

_Z (n+1)2+25

+oo

dx:Z( 52

—(n+1)%+25

< e(=2) gin (5)

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 1 —)
0 —e

Corrigé 90.

1. Soit n € N. L’application z — e(=3"%)sin (2z) est continue sur [0, 4+oc[, et pour tout = € [0, 400[ on a:

+oo
|e(*8 ) sin (2 z)| < e(=872)  Or I'intégrale / e(=872) 4z converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

+oo
par le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=8n2) sin (2x) dx
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+00 +oo .
/ e(—Snz) sin (2 3?) dr = Im </ e(—(S n—2z)x)dx)
0 0
o(—(8n—2i)z) 7 +°
=Im| |———
[ —8n +2i }0
(L
—8n+2i
—8n — 21
=Im(—-———5—
64n? +4
B 1
- 2(16n2+1)°

D’ou le résultat.
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2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

—+oo

+oo (—8z) i 2 +o0 n
/ g sy T S(lil; )m>da: = / e(=8%) gin (2x) Z (—e(_sx)) dx
0 elmer 0

n=0

“+o0 “+o00
© Z/ (=1)" (8D gin (22) da
n=0"0

+oo 7177,
SN

=02 (16 (n+1)%+ 1)’

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+oo
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (22)] "8 dg le plus simple semble étre
n>070

+o0 Foo
de majorer |[sin(2z)| par 1, de sorte que: / |sin (2)| e~ (DD qy < / e(=8( D)y —
0 0

(=8 (n+1)z) 7T 1
- = ———; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série
8(n+1) |, 8(n+1)

de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoreme d’intégration
“+oo
terme & terme (en vérité, calculer / |sin (22)| &8 TV dz sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+oc0[, Sy(z)= Z (—1)" 8D gin (21) .

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

= e(=8%) sin (22)

i i . —1)" (=8 (n+1)z)
simplement sur ]0, +oo] vers la fonction f : z — Z( 1H"e T

sin (2z) = (il s’agit
n=0

essentiellement d’une série géométrique de raison —e(~8%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus x = 0,

meéme si on remarque qu’en = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue

cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur

10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N

e(=8%) sin (2x) Z (—e(_8$)>n

n=0
1— (_e(—B:E))N-i-l

1+ e(=82)

|Sn ()| =

= ’e(_s ) sin (2 ) ’

2 }e(’s‘”) sin (2)|

T o 50 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o=

~X

2 |e(*8 ) sin (2 )|
14 e(=82)

L’application ¢ : x — est continue par morceaux sur 0, +00[, et pour tout x au voisinage

deOon a:

(2) 2x2zx 9250
P 50T 2 D0 s
donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2e(—82)

) < T
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et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

) 6(78 z) +oo
——  ~ 2¢(=82) ¢t on sait que l'intégrale 2e(=87) g converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(—82) 3400 1
+oo 26(78‘%)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / dz.

1 1 + e(—8m)
+o0 oo

Toujours par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / %)
1 0

converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

“+o0 “+o0
10, +00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: NliIJrrl / Sy (z)dr = / lim Sy(z)dz.

N—+o00

+oo oo (—8z) 9

/ lim Sy(z)dx = / ﬂdx,
0 N—+o0 0 1+ 6(_8x)

Or on a d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

+oo 400 N
NLHEOO 0 SN(I)d:Z? - NEIEOO 0 1;) (71)71 6(78 (D) sin (2 1') dz
N 400
= 1 _1)" (=8 (nt1)z) o
Ngrilm;/o (-=D)"e sin (2z) dx
00 400
= Z (—1)"/ (=8 (VD) gin (22) da
n=0 0

+oo _1n
I S

=02 (16 (n+1)%+ 1)'

+oo (—8x) o D) 00 _1\"
En conclusion, on a bien le résultat voulu : / %dx = Z (=1) 5 .
o lte =2(16(+1)+1)

Corrigé 91.

1. Soit n € N. L’application  + e(="%) sin (z) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0,4oc[ on a:

+oo
|e(_m) sin (a:)| < (=) Or l'intégrale / e(="®)dx converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

“+o0
le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives l'intégrale / e(=m%) gin (z) dx converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

D’ou le résultat.
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2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo (=) o +00 oo n
/ e sin(z) :/ D sin () Y (=el) " d
0 1+ 6(71) 0

n=0

+oo
Z/ V' e= (DD gin (2) da
= Z

oul I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

n+1

— pour étudier la nature de la série Z/ Isin ()] e~ D?) 4z, le plus simple semble étre de majorer

n=0
+oo

+oo
|sin (z)| par 1, de sorte que: / lsin ()] e =D dg < /
0 0
1

n+1
qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
+oo

calculer / lsin ()] e~ D?) dg sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

(~(n+1)z)
etz g, | 7 -
n+1 |,

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener é,odes intervalles ot le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléeme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sn(z)= Z (=1)" D2 gin () .

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

o0 (-2) g
simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f : x Z (—1)" e sin (z) = ZTW (il s’agit essen-

—(n+1)x)

n—
tiellement d’une série géométrique de raison —e(~%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j’exclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00]. Ensuite, pour tout N € N et tout = €]0, +00], on a:

e~ sin (x) i (—e(_x))n

n=0
1— (_e(—x))N-i-l
1+ el=2)

1SN ()] =

= ‘e(_l) sin (x)‘

2 |e(’w) sin (z)|

T e (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o=

~X

2 [et=*) sin (z)|

e est continue par morceaux sur ]0, +oo[, et pour tout x au voisinage
e

L’application ¢ : z +—

deOona:
2Xx

~ ~ x—0,
z—0 2 z—0 x—0

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de 4+00:
2e(=2)
<
(p(&?) = 1+ e(—z)’
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
26(_1)

“+oo
———  ~ 2¢el=7) et on sait que lintégrale / 2¢-%)dx converge. Par le théoréme de comparaison
1+ e(_ﬁ) r—+00 1

151



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

+o00 2 e(—:t)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / dz. Toujours

1 l+et2
+o00 +oo
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale / (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4o0o[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apreés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sny(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oo Jg 0 N—+o00

d’une part:
+o0 oo (—z) o
/ lim Sy(z)dz :/ eisln(x)dx’
o No+oo o 1+ e(—2)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

+o00 400 N
Nl—i}ilm 0 Swv(@)de = Nl—i}-rrloo 0 r;)(_Dn el =D sin (2) da
S (—(nt1)2)
— 1 _1\" —(n+1)x) o3
_NETOOT;)/O (-1)"e sin (z) dz
+oo +oo
= Z (—1)"/ e=(FD2) gin () da
n=0 0

72 n+1

(—2) g too 1"
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / eisnl(x)dx = E %
0 1+ el=2) —n+1)°+1

Corrigé 92.

1. Soit n € N. L’application x + e(="%) sin (x) est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,4o0[ on a:

+oo
|e(*m) sin (a:)| < el="®)_ Or l'intégrale / e(="?)dz converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

+oo
le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(="%) gin (z) dz converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+o0 +oo .
/ e sin (z) dz = Im (/ e(("l)w)dx>
0
e( (n— z)x)
—n+1

([
(- _H»
(-

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

+o0 (=) gin (2) oo = n
Z P\ e = (=2) _el=m)
/0 oo dz = /0 e sin () ngzo ( e ) dz

+0  too

) Z/ (=1)" e+ DD gin (2) dz
i

a Z n+1
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ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+oo
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (z)] e(=(*D2) 4z le plus simple semble étre de majorer
n>0"0

e(—(n+1)z) ] Feo

+o0 +oo
|sin (z)| par 1, de sorte que: / lsin ()] e =D dg < / D) gy — {
0 0 n+1

0
; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

n+1

qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme & terme (en vérité,
+oo

calculer |sin (z)| e~ D) qg sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que ’approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sy(x) =Y (-1)" e gin (z).
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien sir continue par morceaux sur |0, +oo[, et la suite (Sy)nen converge

= (=2) g
simplement sur 0, 4+oo[ vers la fonction f : z +— Z (=1)" D) i () = e Ysin (z) (il s’agit essen-
n=0 1 + e(—x)

tiellement d’une série géométrique de raison —e(~®) €]—1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus x = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +oo[, on a:

=) sin (z) i (—e(_m)>n

n=0
1— (_e(—x))N+1

14 el=2)

|Sn(2)] =

= ‘e(_x) sin (gc)‘

2|e(=) sin (z
M (HYPOTHESE DE DOMINATION).

S 14e
o 2| sin (2)| . g
L’application ¢ : z +— Tird est continue par morceaux sur ]0, +o0o[, et pour tout x au voisinage
o(—

deOon a:
2Xx

o(x)

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

~ ~ x—0,
z—=0 2 z—=0 z—0

de +o00:
2¢e(=7)
<
<p($) ~ 1 + e(—a:)’
et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
26(7w)

+oo
——  ~ 2¢e=%) et on sait que lintégrale / 2e(=2)dg converge. Par le théoreme de comparaison
1+ e(—%) 2400 1

+o0 ) e(—w)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx. Toujours
o—
o0 ! +o0
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale ( converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur |0, +o0o[

+oo +oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+o00 0 0 N—+o0

400 oo (—z) o
/ lim Sy(z)dx z/ eibm(x)dx,
0 N—+o0 0 1+ el-2)

d’une part :
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

+oo 400 N
Nlainjoo 0 SN(Z')div - NLiI}rloo 0 r;) (71)” 6(7(n+1)w) sin (37) dz
T L1y et )

:NLHEOOZ/ sin (z) dz
+0oo +o00

= Z (—1)"/ e DD gin (1) dz
n=0 0
+oo n

(=1

-y U

n=0 (7’L+ 1)2 +1

(=) gin (z) ©= (=
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / ——Zdzx = Z —5
0 1+ e(=2) =n+1)7+1

Corrigé 93.

1. Soit n € N. L’application 2 + e(="%) sin (2z) est continue sur [0, +oc], et pour tout = € [0, +oo[ on a:

+o0o
’e(_’”‘) sin (2 x)’ < e(=m®) Or l'intégrale / el dz converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

400
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=m%) gin (2x) dz converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+o0 +oo .
/ e sin (2z) de = Im </ e(("2l)w)dm>
0 0
|:e(—(n—2i)x) } Foo
Im| |———
-n+2i |,
()
—n 4+ 2¢
(TP
n? +4

2
n24+4

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

“+o0

+oo e(=2) sin (2 2) too n
Dt S _ (—z) _ (=z)
/0 e dz = /o e sin (2 ) g ( e ) dz

n=0

Z/ V' em (DD gin (22) da

) n+1

n=(

ou 'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable :

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments;

— pour étudier la nature de la série Z / |sin (2 x)] (=12 42 le plus simple semble étre de majorer
n=0

+oo +oo
|sin (2 2)| par 1, de sorte que: / |sin (2)] e~ (DD g < / e(m(HD2) qg —
0

[_e(—<n+1)w>r°° _
0 0

n+1
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1

n+1

qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
“+oo

calculer |sin (2 2)] e(=("*D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener éodes intervalles ot le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+00[, Sy(z)=>_ (-1)" e gin (22).
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0,4o00[, et la suite (Sy)nen converge
e(=®) sin (2z)

gy (il s’agit

+oo
simplement sur ]0, +oo[ vers la fonction f : z — Z (=1)" DD gin (22) =
n=0
essentiellement d’une série géométrique de raison —e(~%) €] — 1,1[: ¢’est pour ce passage que j'exclus z = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +o00[, on a:

N
e(=%) sin (2.z) Z (—e(_m))n

n=0

1— (_e(—x)>N+1
14 e(=2)

1Sn ()] =

= ’e(_’”) sin (2 :v)‘

2 |e(_””) sin (2z)|

ey (HYPOTHESE DE DOMINATION).
e

2 }e(_w) sin (2 m)‘

T4 oo est continue par morceaux sur ]0, —|—oo[, et pour tout x au voisinage
e

L’application ¢ : x —

deOona:

2x2x
QO(SC) a::O 2 ;v:O 2z a:—~>(>) O’

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2e(-7)
< ==
QO('T) ~ 1 T e(_w)a
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
26(_1)

400
——  ~ 2¢el=%) et on sait que lintégrale / 2e(=?)dg converge. Par le théoreme de comparaison
1+ e(*z) T—+o00 1

+oo ) e(—a:)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx. Toujours
o(—
+oo ! +o0
par comparaison, l'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) 'intégrale ( converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypotheése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

400 —+o0
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim Sy(z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+o00 0 0 N—+oco

+o0 oo (—z) o 2
/ lim Sy(z)dz = / wdx,
0 N—+o0 0 1+ e(—x)

d’une part:

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+oo 400 N
Nl—i>I-r+1m 0 Sv(e)de = Nl—i>IJrrloo 0 7;)(_1)71 elm e sin (2z) dz
[ (—(n+1)z)
— 1 n _(—(n+1l)x) .z
—Nl_lgrlocngo/o (=D)"e sin (2z) dx
+o00 —+oo
= Z (—1)”/ e HD2) gin (22) dz
n=0 0

B 1;) (n+1)%+4

00 (=) gin (2 X2 (-1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / wdx = Z (72)
0 1+el=%) (n+1) +4
Corrigé 94. < page 17

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

- 1 oo ()+<>o 1 +oo L2 1 +oo (_1)n
dz = —2)"d ; —1)" n+1d _ —1)" _
[ e /Z() z/< Pty z[< >n+2}0 >

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:
+oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: 1= Z(fl)”x””, ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
x

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur Dintervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment;

1
— la série Z/ |(71)”x”+1| dz = Z - L
0

n=0 n>=0

5 est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

nique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (*). Pour cela, posons:

N
VN eN, Vo e [0,1], Sy(z)=) (-1)"a"".

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nyen converge

“+o0
X

simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — Z:(—l)”a:"+1 = —— (il s’agit essentiellement d’une série

x

+1
n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout
N € N et tout « € [0,1], on a:
N
1— (—x)NH! 2
2> (may| = ot
n=0

S = X
S (@)l 1+z 14+

=z (HYPOTHESE DE DOMINATION).

2z
L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

T
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres

le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et
1

1
ona: lim Sy (x)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a d’'une part :
0 N—+oco

N—+oco 0

1 1
/ lim Sy(z)dx = / i dz,
0 N—+o00 0 X +1
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous

une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
. _ . 2 : n_n+1
Ngriloo 0 SN(x)dx o NEIEOO 0 n—O(_l) v dz

N

1
_ : E _1\n n+1

n=0

+oo 1
n=0 0

+oo
N 5D
_Z n-+2

n=0
S A
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = dz.
ne0 n + 2 0 X + 1

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

1 1
/ x dx:/ — 1 +1|dz
0 .7:—1—1 0 $+1

— o~ In (& + 1)
=—In(2)+1.

D’ou le résultat grace a I’identité de ’exercice.

Corrigé 95. <+ page 18
1. Soit n € N. L’application z +— e(~"%) sin (x) est continue sur [0, +oo[, et pour tout = € [0,4o00[ on a:

+oo
|e(*m) sin (:v)| < e~ Or l'intégrale / e(="?)dz converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

+oo
le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(="%) sin (z) dz converge

0
absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

+oo +oo )
/ e(—n%) gin (1.) dz = Im (/ e(—(n—z)z)dx>
0 0

Il
—
=
|
31
N3
+1
Ll O
~_

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a I’aide d’un développement en série géométrique :

oo (=) o +00 I n
/0 %ﬁtgx)dx = /0 e~ sin (z) Z (e(_m)) dz

n=0

() N~ [T
= Z/ e~ D2) gin () da
n=0 0

= (n—&—l)z—i—l’

ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a
terme du cours n’est utilisable :
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— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+oo
— pour étudier la nature de la série Z/ Isin ()] e~ D?)dz, le plus simple semble étre de majorer
n>070
+o0 +o00 e(—(n+1)a) 71
|sin (z)| par 1, de sorte que: / lsin ()] e "D dg < / - tDP) 4y = {—]
0 0 n+1
1

n+1

qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoréme d’intégration terme & terme (en vérité,
—+oo

calculer / lsin ()] e~ D?) dz sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

0

; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce

ramener éLOdes intervalles o le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Vz €]0,+00[, Sy(x) =Y e sin(z).
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +o0o, et la suite (Sy)nyen converge

= (=) g
simplement sur |0, +oo] vers la fonction f : x — Z D gin (1) = elis,tn()x) (il s’agit essentiellement
—el—Z
n=0

d’une série géométrique de raison e(~%) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que j'exclus z = 0, méme si on
remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue cependant
d’exclure x = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur |0, +oo.
Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0, +00[, on a:

N

e sin () Z (6(71))’”

n=0
1— (6(71))N+1
1—el=2)

SN ()] =

= ’6(71‘,) sin (33)’

2 |et=*) sin (z)|

I (HYPOTHESE DE DOMINATION).
— el

2 [e(=*) sin ()]

1 =) est continue par morceaux sur |0, +o0[, et pour tout z au voisinage
— e -

L’application ¢ :  +—

de Oon a:

p()

~J
z—0 €T z—0 x—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2 6(71)
v(@) S T

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:

2 e-2) +oo
———  ~ 2¢el=?) et on sait que lintégrale / 2= dx converge. Par le théoréme de comparaison
1— e(_w) T— 400 1

+o00 2 e(—m)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬂdx. Toujours
—e
+o00 ! +oo
par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) 'intégrale (p converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, 4o0o[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur ]0, +oo]

—+o00 —+oo
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy(z)dr = / lim Sy(z)dz. Or on a
N —+oco 0 0 N—+oo
d’une part:

+oo oo (—z) o
/ lim Sy(z)dz :/ eism(x)dx’
0 N—>+oo 0 1 —e(=2)

158



La Banque des Cent Intégration terme a terme et théoréme de convergence dominée (guidé)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

+oo +oo0 N

i T (=(n+1)z) o
NLHEOO ; Sn(z)dz NLHEOO | Ze sin (x) dz

_ o(—(n+1)2)
N:}IEOOZ/ sin (x) dz

+oo fe’e]
Z/ e(=(HD2) gin () da
—5 /0

n=0 TL + 1
Foo (=) gj > 1
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / eism(x)dx = Z —_—
o 1—el=2) n+1) +1

Corrigé 96. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a l’aide d’un développement en série géomé-
trique:

! +Oo 13 (%) X! 13 = zt3ntl PR (="
——dz = ndy = —1)"zB¥"dr = ) =y L
[ smte= [ Seetras @3 [arattnan= 3 (o] =30

ou légalité (x) est a justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a terme

du cours n’est utilisable:
“+o00

13n41 . . o

sl Z(—l)”m "+l ce qui ne vaut que si x € [0,1]: ainsi
n=0

I'intégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur l'intervalle [0,1], ce qui exclut la possibilité d’utiliser

le théoréme d’integration terme a terme sur un segment ;

— pour obtenir ces égalités, on a écrit:

1
— la série Z / | )" 13"‘ dr = Z Bnrl est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-
nz

n=0
nique.

Nous allons a la place appliquer le théoréme de convergence dominée a la justification du probléme d’interversion

(*). Pour cela, posons:
N

VN EN, Vo e [0,1], Sy(z)=) (1) z""
n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur [0,1], et la suite (Sy)nen converge simplement

—+oo
1
sur [0,1] vers la fonction f : x — E (—1)"z3™ = e (il s’agit essentiellement d’une série géométrique de
x
n=0

raison —x'? €]—1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout N € N et tout = € [0,1],

on a:
N

3\N
1Sn (@)=Y (-2")"| = - () < 2 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o 14 213 14213
L 2 . L
L’application ¢ : = — [ est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur
x

[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’aprés le
théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a:

1 1
Nl_lffoo/o Sn(z)dz = /o NETM Sn(z)dz. Or on a d’une part:

1 1
. 1

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de 'intégrale
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permet d’écrire :

1 1 N
: n,.13n
Wl J, Svledde = i [0 D (-1 rds
N 1
§ _1\n 13n

I
Pg
=
3
o
S—
hR
&
-
w
3
(oW
&

G Y A
En conclusion, on a bien le résultat voulu: nz:% Bnrl = /o mdx.

Corrigé 97.

1. Soit n € N. L’application  ~ e(=8"%)sin (9z) est continue sur [0, +oc[, et pour tout = € [0,4o00[ on a:

“+oo
|e(=812) sin (9 2)| < e(=87®). Or I'intégrale / e(=8"%)dz converge (c’est une intégrale de référence), donc

0
—+o0

par le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(=8n7) sin (9 x) dx
0
converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

“+o00 “+oo )
/ e(=812) gin (9z) dz = Im (/ e(_(gn_gz)x)dx)
0 0
o(—(8n—9i)a) 70
=Im| |———F—
[ —8n+ 9 } 0
1
= I _—
" ( —Sn+ 92')
[ —8n — 91
B 6412 + 81
9

T 64n2 181

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+oo e(=82) &in (9 ) Heo = n
Dt Sas _ (—8x) o (—8x)
/o T o(8) dz = / 2 sin (9 z) g (e ) dz

0 n=0
() X [T
= Z/ (=8 (D) gin (9 z) das
n=0"0
=64 (n+1)° +81
ou ’égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &
terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoreme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

—+o0
— pour étudier la nature de la série Z / |sin (92)| e~V dg le plus simple semble étre
n>=0 0

—+oo +oo
de majorer [sin(9z)| par 1, de sorte que: / |sin (9 z)| e =8 FD2) 4y / e gy =
0 0

[e(—s<n+1>w>r°°_ 1
0 8(

- = ————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série
8(n+1) n+1)
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de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoréeme d’intégration
“+oo
terme & terme (en vérité, calculer / |sin (9 )] (=8 " FD2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
lapproche que nous allons adopter).
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probleme d’inter-
version (). Pour cela, posons:

N
VN €N, Vz €]0,+0[, Sy(x)= Z (=8 T) gin (9 ).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur ]0, +o0o[, et la suite (Sy)nyen converge
+oo (—82) o
e sin (9
simplement sur |0, +oo[ vers la fonction f : z — Z T8 D2 gin (9 z) = e sin(9)
‘ 1 — e(—8=)
n=
tiellement d’une série géométrique de raison e(~8%) €] —1,1]: c’est pour ce passage que jexclus = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +o0[. Ensuite, pour tout N € N et tout « €]0, +o0[, on a:

(il s’agit essen-

N
ISy ()| = |e8%) sin (9 2) Z( = 8I)>
s 1— ( (— 81))N+1
:‘e( 8 )Sln(gl‘) W
2 |e(=82) sin (9 z)| .
S~ 9 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
_ (-8

2 [e(=82) sin (9 2)|

L’application ¢ : x — 1 _ (80

est continue par morceaux sur |0, +00[, et pour tout x au voisinage

de Oon a:
(@) 2Xx9x 9_)0
wlr =0 8x a—04 -0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +o0o reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
) 6(78 z)
P —
(P(x) N1 e(=8az)’

et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2e(~87)

“+oo
— .~ 2e(=87) et on sait que Pintégrale / 2e(=87) g converge. Par le théoreme de compa-
1 —e(—8%) zto00 1

“+oo 9 6(_8 )
raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / mdx.
—e
+o0 ' too
Toujours par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut & son intégrabilité sur ]0, +o0o[. L’hypotheése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

—+oo —+oo
10, +o00[ pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sn(z)dr = / lim Sy(z)dz.
N—+oco 0 0 N—+oco

+o0 +o0 o(=82) ¢in (9
/ lim Sy (z)dz = / e sin(92)
0 0

NS Foo 1 —e(=82)

Or on a d’une part :

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
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I’intégrale permet d’écrire :

+00 oo N

Nl—ig-loo ; Sy (z)de = Nl_ig_loo ; ;e(_g("ﬂ)@ sin (9z)dz

- e(=8(nt+1)z)
Nl_lffoo Z / sin (9x) dx

+oo 400
= Z/ (8 HD2) gin (9 z) da
0

_264 (n+1)%+81

*e(82)gin (9z) Ji:.o 9
64 (

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / 3 —.
0 1—e(=82) — 64 (n +1)° + 81

Corrigé 98.
1. Soit n € N. L’application 2 + e(="%) sin (3z) est continue sur [0, 400, et pour tout = € [0, +oo[ on a:

+o0
’e(_m) sin (3 x)| < e(=m®) Or Vintégrale / el dz converge (c’est une intégrale de référence), donc par
0

“+ o0
le théoreme de comparaison des intégrales de fonctions positives I'intégrale / e(="%) gin (3 ) dx converge
0

absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire :

—+oo —+oo )
/ et sin (3z) do = Im (/ e(_("_g’l)z)dx)
0 0
o(—(n=3i)z) 7+
E=
-n+3 |,
1
= I _—_
o ( —n+ 3i>
o (TR
n?+9

3
n2+9

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer 'identité de 1’énoncé on aimerait écrire, a ’aide d’un développement en série géométrique :

+oo

oo e(=%) sin (3 2) Feo n
D S’ _ (=) o (—z)
/0 oo dz = /0 e "% sin (3x) E (e ) dz

n=0

() X [T
= Z/ e=(HtD2) gin (32) dz
—5/0

ou I'égalité (x) est & justifier: c¢’est un probléeme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable :

— l’intervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

+9

— pour étudier la nature de la série Z / lsin (3z)| e~ (D) dg le plus simple semble étre de majorer
n=0
e(—(n+1>m>r°° _
0

+oo +oo
|sin (3 )| par 1, de sorte que: / |sin (3z)] e~ (DD dg < / em( D) gy — |
0 0 n+1

1

o ; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série de Riemann divergente, ce
n
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qui ne nous permet pas de vérifier cette hypotheése du théoreme d’intégration terme a terme (en vérité,
+oo

calculer / |sin (3 2)] e(=("*D2) 4z sans majorer le sinus, mais en utilisant la relation de Chasles pour se

ramener émodcs intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de simplifier la valeur absolue, permettrait

d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que 'approche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
VN e N, Vz €]0,400[, Sy(z)= Z e=(*tD2) gin (3 1)

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sn)nen converge

= 1 e(=%) sin (3 )
simplement sur |0, +oc[ vers la fonction f : z — E e=(FD2) gin (32) = BT e (il s’agit essentiel-
—e —T
n=0

lement d’une série géométrique de raison e(~*) €] — 1,1]: c’est pour ce passage que jexclus z = 0, méme
si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N
e~ sin (3 ) Z (e(_”))

n=0
1— (e(—x))N-H
1 —el=2)

S ()] =

= ‘e(_”“') sin (3 x)‘

2 |e(*x) sin (3z)|

T o) (HYPOTHESE DE DOMINATION).
— 6 -

2 }e(_w) sin (3 )|

) 1 3 .
L’application ¢ : x — e

est continue par morceaux sur |0, 4+00[, et pour tout x au voisinage

deOona:

~J
x—0 x rx—0 z—0

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de 400 reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage
de +o00:
2 e(_z)
<
et on montre l'intégrabilité de ce majorant en se ramenant a une fonction de référence. On a en effet:
2 6(71)

+oo
——  ~ 2¢e=%) et on sait que lintégrale / 2e(=2)dg converge. Par le théoreme de comparaison
1— @(*1) T—+00 1

+o0 ) e(—w)
des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de I'intégrale / ﬁdx. Toujours
— e -
o0 ! +o0
par comparaison, l'intégrale / © converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale ( converge.
1

0
Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur ]0, +oo[. L’hypothése de domination est donc
bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoreme de convergence dominée, Sy est intégrable sur |0, +o0o[

+oo +o00o
pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz. Or on a
N—+oo [ 0 N—+400

+o0 +oo (—x) o 3
/ lim Sy (z)dz = / e Usin(Bz),
0 N—+o00 0 1 — e(—w)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de

d’une part :
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I’intégrale permet d’écrire :
+o00 +oo IV

. _ (~(nt1)) g
yhm ; Sy (x)dz N nz;]e sin (3 x) dz

- —(n+1)z)
N1—1>I—I-1<>o Z / sin (3z) dz

+oo “+o00
= Z/ e =) gin (32) da

n=0

72 nJrl

< e(=%) sin (3 ) o — +§ 3

En conclusion, on a bien le résultat voulu: / o) = —_—.
0 1 —el-2 nzo(n—l—l) +9

COI‘I‘igé 99. < page 18

1. Pour démontrer I’identité de ’énoncé on aimerait écrire, a I'aide d’un développement en série géométrique :

145 1 5+<>0 () +oo .1 . +oo L6 1 +oo (_1>n
d — _ nd Y _1n n+d — _1n —
/Oﬁlx/oxgm Z/() . z[mn%}o S

n=0

ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme &

terme du cours n’est utilisable:
+oo

— pour obtenir ces égalités, on a écrit: 1= Z(fl)”xnﬂi, ce qui ne vaut que si z € [0,1[: ainsi
x

Pintégrale doit s’interpréter comme une intégrale sur I'intervalle [0,1[, ce qui exclut la possibilité d’utiliser
le théoréme d’ integration terme a terme sur un segment ;

—laserleZ/ ””J“) xzznl

n=0 n>=0

est divergente, puisque c’est essentiellement la série harmo-

nique.
Nous allons a la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (*). Pour cela, posons:

VN EN, Vo e [0,1], Sy(z)=) (-1)"a"*.

Alors pour tout N € N, Sy est bien siir continue par morceaux sur [0,1[, et la suite (Sy)nyen converge

+o0 5
z
simplement sur [0,1] vers la fonction f : z — E (—=1)"z" T = o (il s’agit essentiellement d'une série
x
n=0
géométrique de raison —z €] — 1,0]), qui est également continue par morceaux sur [0,1[. Ensuite, pour tout

N € N et tout « € [0,1], on a:

N

23 (~a)”

n=0

51— (—z)N+t 225 .
=z < (HYPOTHESE DE DOMINATION).

S = X
|Sn ()] 1+ 1+

5

L’application ¢ : z +— 1 est continue par morceaux sur le SEGMENT [0,1], donc elle est intégrable sur

x
[0,1], et en particulier sur [0,1[. L’hypothése de domination est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres
le théoreme de convergence dominée, Sn est intégrable sur [0,1] pour tout N € N ainsi que sa somme f, et

na: lim / Sn(z da:—/ lim Sy(z)dz. Or on a d’une part :
N—+oo N—+o0

1 1.5
/ lim Sy(z)dx :/ dz,
0 N—+oo o z+1
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et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire :

1 1 N
: _ : n,.n+5
[ Swtair= b 73 -nraoas
N 1
= lim (—1)"/ " dx
N—+o00 = 0
+oo 1
= Z(—l)”/ " 5dx
n=0 0
“+o0 n
Xy
= n+6

Ky e
En conclusion, on a bien le résultat voulu: Z = / —dx.
n + 6 0

n=0

2. Apres une décomposition en éléments simples, on a:

Logh ! 1
/ dx:/ -ttt —r—- —— 41 dx
o T+1 0 z+1

1 1 1, 1 !
_{5x54x4+3z32x2+xln(x+1)]0
47
— _In(2) 4+ oL,

D’ou le résultat grace a 'identité de 'exercice.

Corrigé 100.

1. Soit n € N. L’application x + e(=2"®) sin (22) est continue sur [0, +oo, et pour tout z € [0,4oco[ on a:

—+oo
’e(_2"”) sin (2 :r:)‘ < e(7272) Or I'intégrale / e(=272) 4y converge (c’est une intégrale de référence), donc
0

+oo

par le théoréeme de comparaison des intégrales de fonctions positives 'intégrale / e(2n2) sin (2x) dx
0

converge absolument, donc converge. Pour la calculer, il suffit d’écrire:

+oo too )
/ e(72"%) gin (2 ) do = Im (/ e((Q"ZZ)I)dx)
0 0
o(—(2n—2i)z) 7 T°
~ m [}
—2n+2i |,
1
= I _—_
o ( “on+ 2@)
[ _—2n =2
B 4n2 44
_
2(n2+1)

D’ou le résultat.

2. Pour démontrer ’identité de I’énoncé on aimerait écrire, a 'aide d’un développement en série géométrique :

+o0o (=2z) o (22) +00 = n
e sin (2z
Z e e = (=22) _e(—27)
/0 5o 20 dz / e sin (2 x) E ( e ) dx

0 n=0
+oo “+o00
@ Z/ (-=1)" e(72 (1)) gipy (22)dx
n=0"0
G

= ((n +1)2+ 1)
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ou I'égalité (x) est & justifier: c’est un probléme d’interversion. Mais aucun théoréme d’intégration terme a

terme du cours n’est utilisable:

— lintervalle d’intégration n’est pas un segment, ce qui exclut d’emblée le théoréeme d’intégration terme a
terme spécifique aux segments ;

400
— pour étudier la nature de la série Z/ |sin (2)] "2+ dz le plus simple semble étre
n>0Y0

+o0 +oo
de majorer [sin(2z)| par 1, de sorte que: / |sin (2z)| e 72 (D) dg < / e(72n D) gy —
0 0
o(—2 (n+1)z) 7T 1
[} = ————; mais on obtient ainsi une majoration par le terme général d’une série
2(n+1) |, 2(n+1)
de Riemann divergente, ce qui ne nous permet pas de vérifier cette hypothese du théoreme d’intégration

400
terme & terme (en vérité, calculer / |sin (22)| &2 ("D dz sans majorer le sinus, mais en utilisant
0

la relation de Chasles pour se ramener a des intervalles ou le sinus est de signe constant, afin de sim-
plifier la valeur absolue, permettrait d’éviter cette majoration problématique ; mais c’est plus subtil que
Papproche que nous allons adopter).
Nous allons & la place appliquer le théoreme de convergence dominée a la justification du probléme d’inter-
version (x). Pour cela, posons:

N
YN €N, Va €]0,+00[, Sny(z)=Y (-1)" 72 gin (22).

n=0

Alors pour tout N € N, Sy est bien stir continue par morceaux sur ]0, 00|, et la suite (Sy)nen converge

= n (=92 (nal e(=2%) sin (22)
simplement sur ]0, +oo] vers la fonction f : z — E (=1)" T2+ DD) gip (22) = —— 5 (il sTagit
n=0 1 + 6(7 “)

essentiellement d’une série géométrique de raison —e(~2%) €] —1,1[: c’est pour ce passage que j'exclus z = 0,
meéme si on remarque qu’en x = 0 le terme général de la série est nul et elle converge trivialement ; je continue
cependant d’exclure z = 0 pour éviter les distinctions de cas), qui est également continue par morceaux sur
10, +00[. Ensuite, pour tout N € N et tout x €]0,+o00[, on a:

N

e(=2%) sin (2z) Z (—e(_“))n

n=0

1— (_e(—2z))N+1
14 e(—22)

|Sn ()] =

= ‘e(_Q ) sin (2 ) ‘

2 }e(’z"’”) sin (2)|

e 20 (HYPOTHESE DE DOMINATION).
o=

~X

2 {e(_z"’?) sin (2 x)|
14 e(=22)

L’application ¢ : © — est continue par morceaux sur 0, +o00[, et pour tout x au voisinage

deOona:

2x2x
@(x) a::O 2 :L’:O 223 a:—~>(>) O’

donc ¢ se prolonge en une fonction continue (par morceaux) sur [0, +00[, et seule 'intégrabilité au voisinage
de +oo reste a établir. Pour cela, on majore d’abord le sinus par 1, de sorte que pour tout x au voisinage

de +o00:
2 6(_2 z)
R —
QO('T) =1 -+ e(—2z)’
et on montre 'intégrabilité de ce majorant en se ramenant & une fonction de référence. On a en effet:
) 6(72 x)

“+o0
— = 26(*2"’”), et on sait que l'intégrale / 2e(-27)qy converge. Par le théoréme de compa-
1+ e(—22) 1o 1

+oo 9 6(_2 x)

raison des intégrales de fonctions positives, il en est donc aussi de méme de l'intégrale / md
o(—
o0 ! +o0
Toujours par comparaison, I'intégrale /  converge, et par continuité (déja justifiée) I'intégrale %)
1 0
converge. Comme ¢ est positive, cela équivaut a son intégrabilité sur |0, +oo[. L’hypothése de domination

est donc bien vérifiée. Par conséquent, d’apres le théoréme de convergence dominée, Sy est intégrable sur

+oo +oo
10, 400 pour tout N € N ainsi que sa somme f, et on a: lim / Sy (z)dx = / lim Sy(z)dz.
N—+oc0 0 0 N —+oco
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Or on a d’une part:

+oo oo (—2z) )
/ lim Sy (z)dz = / e sin22)
0 N—+o00 0 1 + 6(_2'%)

et d’autre part, puisque nous avons ci-dessous une somme avec un nombre fini de termes, la linéarité de
I'intégrale permet d’écrire:

+oo 400 N
i = i 1" e(m2(nt D)D)
NLHEOO ; Sy (z)dx NLHEoo ; ngo( 1)%e sin (2z) dx
N 400
— 1 —1)" (=2 (nt D)D)
NEIEOORZO/O (-1)"e sin (2x) dx
+0oo +o00
= Z(—l)"/ (T2 D2) gin (22) da
n=0 0
+oo n
(=1

) ((n+ 1%+ 1)'

oo (—2z) o 2 +0oo -1 n
En conclusion, on a bien le résultat voulu: / %dx = Z %
0 14e n:02<(n+1) +1)
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