LA BANQUE DES CENT Développements limités, asymptotiques, équivalents, limites

Développements limités, asymptotiques, équivalents, limites

Q Divers exercices dont 'objectif est de tester I’aisance dans le maniement des relations de comparaison : choisir le bon ordre
d’un développement limité ou asymptotique, directement prendre un équivalent quand c’est possible (et quand ce n’est pas
possible de le faire directement, y parvenir aprés un développement limité), lever une forme indéterminée, etc.

Remarque sur la programmation des corrigés. L’ordre des développements limités et asymptotiques est
parfois un cran plus loin que nécessaire, a cause de défauts de programmation.

Exercice 1. Déterminer la limite, quand n — 400, de: — page 10

De plus, si cette limite est un réel ¢, donner un équivalent asymptotique simple de u,, — £ quand n — +o0.

Exercice 2. Donner un équivalent simple quand x — +o00, et quand 2 — 07, de: — page 10
fa) —2? -1 X—2x3+x2+1
) = cos .
xt—23—-322—-12-3 —2x
Exercice 3. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand = — 0, de: — page 11
In (sin (2 2)) In(ln(3x+1)+1)

f(z) = In (cosh (3x) — 1) . In (sinh (z) +1) ’

et en déduire la limite éventuelle quand z — 0F.

Exercice 4. Donner un équivalent asymptotique de la suite (un)n>1, définie par: — page 11

6 3 1 11 3 13 :
Exercice 5. Donner un équivalent simple, quand x — 400, de: — page 11

() —322e"In(z+1)° + 22 In (z + 1) — zIn (z 4+ 1)°
g(x) = .
—52te(-2) In (z) + 2In (2)* + 222 In (z)* + 23 + 22 In (z)
Exercice 6. Donner un équivalent simple, quand x — 400, de: — page 12
(2) —23In (z + 1)3 —22e(?) In (x + 1)2 —2zIn(z+ 1)4 — 1289 In (2 + 1)
g(x) = .
—624In(z)° + 6xln (z)" + ze(—22) — ge(-52)

Exercice 7. Donner un équivalent asymptotique de la suite (un)n%, définie par : — page 12

o1 (2 7 .. (3 1
V’I’LEN\{O}; Un—_87n+9*2n511'1h (n> +@ sinh (n> —4—6n1n (n+1>

sinh (8 ) — sinh (9 z)

Exercice 8. Calculer: li — 12
x wers o In(z+1) bage
Exercice 9. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 13

28en (1 b ¢ d 1
In +sinh|(—)+1|=a+—-—+—=+—5+ o — |-
n n n n? n3 n-otoo \n3
Exercice 10. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 13
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1 5 2 _a 4 b n c PR 1
n 2m+3) n—-3 n n2 nd3 notoeo\n3)’
Exercice 11. Déterminer des réels a, b et c tels que: — page 13

st v _e b ¢ (1
n n+3 5mn—-4) n n2 nd3 nstoo\nd3/)’

Exercice 12. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 14

1
(2ze® +Iln(x+1)+1)

—a+br+cx?+dz®+ o (333)
z—0

9
2

1 50

Exercice 13. Calculer: lim 3 +—= — page 14
20+ \ cos (£ arctan (z)) —1 9=

Exercice 14. Donner un équivalent simple, quand x — o0, de: — page 14

22eB®) In (z 4+ 1) — 222 — 52062

—25 + 221n (x) — xe-®) In (z) + 2e(-22) In (z)°

g(x) =

Exercice 15. Donner un équivalent asymptotique simple, quand n — +oc0, de: — page 15

Vn2 410 — ¢/n? — 1,

et calculer sa limite éventuelle.

Exercice 16. Déterminer la limite, quand n — +oo, de: — page 15

Up = (mn(iH) —3002(i)>_

De plus, si cette limite est un réel ¢, donner un équivalent asymptotique simple de u,, — ¢ quand n — +o0.

Exercice 17. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 16
1 1 b ¢ d 1
In ( arctan { — | +cos | — =a+—+—=+—+ o — .
n n n n?2 n3 notoo \ nd
Exercice 18. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand x — 0, de: — page 16

In (sinh (2 )) In(In(3z+1)+1)

f(z) = In (cosh (3x) — 1) T (cosh (3x))

et en déduire la limite éventuelle quand z — 0.

Exercice 19. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 16

1
=a+b > +da? %).
31 sin (x) + sinh (x) + 1 o brert A dr +a:2)0(x)

Exercice 20. Donner un équivalent simple, quand x — +o00, de: — page 17

_ —11z%e"In(z + 1) — 23 —222In(z+1) —In(z +1)°

—a3e(=22) 4 5a2e(—42) — gln (2)* — 4z

g9(z)
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Exercice 21. Donner un équivalent simple, quand x — o0, de: — page 17

—112%2®) — 221n (2 + 1)® — 14 2B

26 + e(=2) In (2)* + 223e(-37) — ze(=2) In (z)

g(z) =

Exercice 22. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand x — 0, de: — page 17

_In (sinh (4 z)) " In (sin (z) + 1)
In(cosh (3z) — 1) In(cos(2z)) ’

f(x)

et en déduire la limite éventuelle quand = — 0F.
Exercice 23. Déterminer la limite, quand n — +o0, de: — page 18

1 (1"

Up = |cos| — ) +4sin| — .

n n
De plus, si cette limite est un réel ¢, donner un équivalent asymptotique simple de u,, — £ quand n — +oc.
Exercice 24. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 18

6(2zcos(m)73 In(z+1)) _ a+bx+c:p2 +dx3 + o (1,3) )

z—0

Exercice 25. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 19
2 n 1 n 1 _a n b n c Lo 1
n n+1 4(n—3) n n2 nd notoo\nd3)’

Exercice 26. Donner un équivalent asymptotique simple, quand n — 400, de: — page 19

\g/n3—1—€/n3—3n2—n—|—2,

et calculer sa limite éventuelle.

Exercice 27. Donner un équivalent asymptotique de la suite (u,),,-,, définie par: — page 19
1 2 65 3 2 3
Vn e N\ {0}, wu,=—-——3cosh|— —mnsin|— ] ——=nln{—+1]).
n \ {0}, wu 7n cos (n)—|—63nsm(n> 63nn(n+ )

Exercice 28. Donner un équivalent simple quand z — 400, et quand x — 0T, de: — page 20

—x4+30x3—m2+2m+3) 9z + 22 -3z

f(@) arcan( x4 — 23 4+ 584224+ 32 X3x3+61’2+3

Exercice 29. Déterminer des réels a, b et c tels que: — page 20

7i+ 1 B 1 7a+b C+
2n  3(n+2) 8(n—-4) n n2 nd a-stoo\nd)’

Exercice 30. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 20

1 2 1 a+ b n c n 1
- =— 4+ = 4+ = 0 — .
4dn n+4 n—-2 n n?2 nd3 n—otoo\nd

Exercice 31. Déterminer la limite, quand n — +oo, de: — page 21
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( (1) 5ei>"
U, = | narctan | — | +
n n

De plus, si cette limite est un réel ¢, donner un équivalent asymptotique simple de u,, — £ quand n — +o0.

Exercice 32. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 21
1 n b n c n d Lo 1
s =a+—+—+ — — .
cos( 1) 3 n n2 n3 n-o+too \nd
<_7;_1n(i+1)+1>
Exercice 33. Donner un équivalent asymptotique de la suite (un)n>17 définie par: — page 22

1 1 3 1 2 2 3
N n=——"+= Z ) —Zen+ 2 = .
Yn e N\ {0}, wu . + 5 n arctan (n) 5¢€ + 3 In (n + 1)

Exercice 34. Donner un équivalent asymptotique simple, quand n — 400, de: — page 22

\3/7118 +4nf f\/n12+n8 + 22n4,

et calculer sa limite éventuelle.

Exercice 35. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 22

Ay 5 e b, (2
n n+2 2Mn—-2) n n2 nd n-otoo\n3)’

Exercice 36. Donner un équivalent simple quand z — 400, et quand x — 0T, de: — page 23

—z?2—x—3 4t 42—z
—x+3 xr — 102

fa) = sin

Exercice 37. Donner un équivalent simple, quand z — +o0, de: — page 23

~ —22°In(z+1)+ 2% In(z + 1)’ +e®In(z+1)+2e062
4x2e(=12) 4 ze(=32) In (z) + 13 e(~22) In (z)? .

g9(z)

Exercice 38. Donner un équivalent simple quand z — 400, et quand = — 0T, de: — page 23

9x3+19x2+6x—|—1) —3 4622+ —1

= t
f(z) = arctan ( ~52 7353

r—1

Exercice 39. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 24

1 2 n 1 7a+b+cjL o
2n n+2 2(n—-1) n n2 nd nsteo\nd3 /)’

cosh (5x) — cosh (3 )

Exercice 40. Calculer: lim - — page 24
z—0+ sinh (z)
. . 1 1
Exercice 41. Calculer: lm ({——+ ——7—-—+—]. — page 24
z—0+ \ 6z  tan(3 sin(2z))
Exercice 42. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand x — 0, de: — page 25
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In (sinh (2 )) " In (sinh (3z) + 1)

flo) = In(—cos(4z) +1) = In(arctan (z) + 1)’

et en déduire la limite éventuelle quand = — 0F.

Exercice 43. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand = — 0, de: — page 25

In (sinh (3 z)) y In(ln(3x+1)+1)
In (sin (4 7)) In (arctan (z) + 1)

fz) =

et en déduire la limite éventuelle quand = — 0.

sin (6 x) — sin (3 x) .

Exercice 44. Calculer: lim — page 25
z—0+  arctan (3x)
Exercice 45. Donner un équivalent simple, quand x — o0, de: — page 25
(z) fx3e(3x)f:c3ln( +1) + 2@ In(z+1)> =3 In(z +1)°
T) = .
g =) In (z)° + zln (z) + 11 ze(-52)
h (9x) — cosh (2
Exercice 46. Calculer: lim ( x,) cosh (2) . — page 26
z—0t 6(‘) x) 1
Exercice 47. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand x — 0, de: — page 26
fa) In(In(3z+ 1)) " In (sinh (z) + 1)
x) = ,
In (e3#) —1) In (cosh (2 x))
et en déduire la limite éventuelle quand z — 0F.
Exercice 48. Donner un équivalent simple quand z — 400, et quand x — 0T, de: — page 26
) 7 x? 3at+ 4+ a2+ -1
f(z) = sin
3 +a2+3x—3 222 - 9x+2
Exercice 49. Donner un équivalent simple quand x — 400, et quand z — 07, de: — page 27
(@) ; —-3z—-3 —33: +323 + 322 —1
x) = arctan
a3 —a2?2+32+1 xt + 3 4 22
Exercice 50. Donner un équivalent asymptotique simple, quand n — 400, de: — page 27
Vnb —nt+n2—1—/n% —nb—21n3 -1,
et calculer sa limite éventuelle.
Exercice 51. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand x — 0, de: — page 27
In(ln(2z+ 1)) In (arctan (x) 4+ 1)
flx) = : X : ;
In(—cos(3x)+1) In (cosh (z))
et en déduire la limite éventuelle quand z — 0F.
Exercice 52. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 28

4 cos (£ 1 b d 1
ln<—w—llarctan()—i—l):a—i——&—i—i—g—i— 0 <3)
n n non nd  n—too \ n
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1 8

Exercice 53. Calculer: lim = +— — page 28
z—0+ \ cos (g sin (5 x)) -1 =

Exercice 54. Donner un équivalent simple quand = — 400, et quand z — 01, de: — page 29

—2x o 322 —z+3
42—z —1 daxt 422 —-22—32°

oo

sin (6 z) — sin (4 ) '

Exercice 55. Calculer: lim — page 29

z—0+ e6z) —1
Exercice 56. Donner un équivalent asymptotique simple, quand n — +oc0, de: — page 29

Y —1— Yn3 +n2+3,
et calculer sa limite éventuelle.
Exercice 57. Donner un équivalent simple quand z — 400, et quand = — 07, de: — page 29
() . —15z* —23 —x+1 —2x—1
) = sin .
Tt — a3+ 22 x+1
Exercice 58. Donner un équivalent asymptotique simple, quand n — 400, de: — page 30
Ymd+1—n3+n2—13n—1,
et calculer sa limite éventuelle.
Exercice 59. Donner un équivalent asymptotique simple, quand n — 400, de: — page 30
/8 £ n9 —3—/nl2 —nd —pt —7,
et calculer sa limite éventuelle.
6x) — 3

Exercice 60. Calculer: lim cos (62) — cos (32) — page 30

=0+ tan (6 )
Exercice 61. Donner un équivalent asymptotique de la suite (un)n>1, définie par: — page 31

1 3 5 2 b 1
Vn e N\ {0}, wu,= o arctan <n) + 26"~ 7 08 <n) .
Exercice 62. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 31
1 1 n 1 _a n b n c oo 1
3n n+1 16n—-2) n n2 nd3 n-teo\nd/)’

Exercice 63. Donner un équivalent simple quand z — 400, et quand = — 07, de: — page 31

f() . Uzt =223 —22 —z+2 y 4 +1

) = sin .
—x+1 —4x3 —22-21x— 14

Exercice 64. Déterminer la limite, quand n — o0, de: — page 32

1 —3n2
. <_8<) oo (1)> .
n n
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De plus, si cette limite est un réel ¢, donner un équivalent asymptotique simple de u,, — £ quand n — +o0.

Exercice 65. Donner un équivalent simple, quand x — o0, de: — page 32
(2) Berln(z+1)° —ze*In(z+ 1) —zln(z+1)° +4zn (z+1)
g(x) = .
—32231n (2)° + 221n (2)° + 22 + 3e(-42)
Exercice 66. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 32
arctan () | 9 3 3
In| ————=+sin(z) | =a+bz+ca®+da® + o (2%).
xT z—0
Exercice 67. Donner un équivalent simple, quand x — o0, de: — page 33
(@) —2%e(?) — ze® 412
x) = .
g —e(=22) In (z)* — TaBe(—32) — 22e(-22) 4 124 ze(—) In ()
Exercice 68. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand x — 0, de: — page 33

~ In(sinh(22)) _In(sinh(22)+ 1)

= (@0 1) T (eosh 3a))

et en déduire la limite éventuelle quand z — 0F.

Exercice 69. Donner un équivalent simple quand x — 400, et quand z — 07, de: — page 34

2x+1) —222-222—1

= t .
f(z) arcan(_x_i_l Xa:4—6x3+x+1

Exercice 70. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 34

42 13 _a+b+c+0 1
3n n+4 5(Mn—-3) n n2 nd notoo\nd)’

tan () — tan (8 )

Exercice 71. Calculer: lim — page 34
z—0t e2z) — 1
. . 1
Exercice 72. Calculer: lm { — - ————— . — page 34
z—0+ \ 5z  tan (5 sinh (z))
Exercice 73. Donner un équivalent asymptotique de la suite (un)n>1, définie par: — page 35
1 . 2 1 3
VYn e N\ {0}, w,=———sinh|(—)—6nln{—+1)+2narctan| — ).
n n n n
Exercice 74. Donner un équivalent simple quand 2 — 400, et quand x — 0T, de: — page 35
F() = arcta 223 + 2% + —22% -2z
= arI n .
—4xt+22% — 422 -1 —22—-5x—1
. . 1 32
Exercice 75. Calculer: lim 3 +— | — page 36
2=0+ \ cos (2 arctan (z)) —1 9=
Exercice 76. Donner un équivalent asymptotique de la suite (un)n>1, définie par: — page 36
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1 1 2 1 2 2
— Z 4 Zsinh(Z) +Znsinh (Z) —cos(Z).
vn € N\ {0}, wu, n+2sm (n>+2nsmh<n) cos(n>

Exercice 77. Déterminer des réels a, b, ¢ et d tels que: — page 36
s :
20 cos (= 1 b c d 1
—J—3ln —+1)+1| =a+—-—+—=+—5+ o — .
n n n n?2 n3 notoo \ n?
Exercice 78. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand = — 0, de: — page 37

. In (sinh (42)) In(sin(3z)+ 1)
f(x) In (sin (32)) T (cosh (z)) ’

et en déduire la limite éventuelle quand z — 0F.

1 1
Exercice 79. Calculer: li - . 37
xereice e Lo (tan (4 cosh(4z)—4) 32 $2> T pase
In (2 1) -1 1
Exercice 80. Calculer: lim nQ@z+l)-In(z+1) — page 37
z—0+ cos(3z) —1
Exercice 81. Déterminer la limite, quand n — o0, de: — page 38
1 1\ "
Uy = (nsinh () + sin ()) .
n n
De plus, si cette limite est un réel ¢, donner un équivalent asymptotique simple de u,, — £ quand n — +oo.
Exercice 82. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 38
13+15+1_a+b+c+0 1
n n+2 n—-2 n n2 nd3 nostee\nd)’
Exercice 83. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand x — 0, de: — page 38
In (arctan (3z))  In(arctan (3z) 4+ 1)
fla) = 2t x 7
In (e(*®) —1) In (cos (z))
et en déduire la limite éventuelle quand z — 0.

E ice 84. Calculer: li L ! 39
xercice . Calculer: xl}%gr Z + S(—smh@) =1 ) — page
Exercice 85. Donner un équivalent simple, quand x — o0, de: — page 39

(2) —2% — 23 =206 In (2 4+ 1)° — zln (z + 1)°
g(x) = .
2e(~=2) In (z)° — 14 In (z)° + 22 In (z) — 11 (=32
Exercice 86. Donner un équivalent simple quand z — 400, et quand x — 0T, de: — page 39
(@) [ —xt =23+ 2 —3 -z +2
) = sin .
34+ 6lx+1 z+2
. . 1 2
Exercice 87. Calculer: lm | —F—F«—+ — . — page 40
i \eleos@D 1 32
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Exercice 88. Déterminer des réels a, b, ¢ et d tels que:

— page 40
In (cosh (z) 4 2 sin (z)) = a + bz + ca® + da® + °, (z%).
T—
. . 12 1
Exercice 89. Calculer: lim | — + - - . — page 41
z—0t+ \ DT e(*g tan(i ZD)) -1
Exercice 90. Déterminer un équivalent asymptotique simple, quand x — 0, de: — page 41
f() In (sin (4 z)) " In(ln(z+1)+1)
xTr) =
In(ln (224 1)) In(cos (3z))
et en déduire la limite éventuelle quand = — 0F.
Exercice 91. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 41
In (7 sin () — sinh (z) + 1) = a + bz + cx? + dz® + OO(.’E?’).
z—
. . 15 1
Exercice 92. Calculer: lim | — — —— 1 . — page 42
20+ \ 8« sin (2 sinh (3 2))
Exercice 93. Déterminer des réels a, b, c et d tels que: — page 42
1 (1)) ? b d 1
narctan { — | —2 sin | — =a+—-—4+—=+—=+ o0 — |-
n n n n?2 n3 notoo \ N3
Exercice 94. Donner un équivalent asymptotique simple, quand n — 400, de: — page 43
Ynd4+n2—n—1—n2-2,
et calculer sa limite éventuelle.
. . 3 1
Exercice 95. Calculer: lim | — + 1 — page 43
a0+ \ 162 (-5 tan(42)) _
Exercice 96. Donner un équivalent asymptotique de la suite (u,),,-,, définie par: — page 43
2 2 2
Yn € N\ {0}, wu,=— — 8 arctan () +7en — 7 cosh <) .
n n n
. . ) 1
Exercice 97. Calculer: lim [ —— + T . — page 43
=0+ x  arctan (3 sinh (z))
Exercice 98. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 44
1 1 1 a n b n c n 1
- —_ = — - - o - .
5in n+2 n—-1 n n?2 n3 notoo \ n3
E ice 99. Calcul li ! + 1 44
xercice 99. Calculer: lim - . — page
250+ \ cos (2 sinh (4z)) —1 1822 pag
Exercice 100. Déterminer des réels a, b et ¢ tels que: — page 44
1 12 7 _a n b + c + o 1
n n+3 8n—-1 n n2 nd3 notoo\nd3/)’
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Corrigé 1. Lorsqu’on éleve un nombre dépendant de n a une puissance dépendant de n, il est recommandé de
tout mettre sous forme exponentielle pour éviter les généralisations hétives.

2 cos(l

Pour tout n au voisinage de +00, on a: u, = exp (—2 nln < ) + erlb> > Faisons le développement asymp-

n

totique de ’argument de l’exponentielle (& au moins deux termes, pour récupérer 1’éventuel équivalent asymptotique
de u,, — £ ensuite; c’est inutilement précis si seule la limite nous intéresse). on a:

cos(z) =1+ o (),

z—0

et: 1
ex:1+z+§x2+ 0 (502)

z—0

On compose ces développements limités avec }L (quand n — 400, on a bien }L — 0), et on obtient:
2 cos (% 3 1 1
J+e%:1+—+—+ 0 ()

n n

En composant ceci avec le développement limité de x — In(1 + ) en 0 & Pordre 2 (ou 3: vérifiez bien ce que fait
la machine, je me suis emmaélé les pinceaux dans la programmation) :

2c0s (%) . 31 1 1/3 1\\2 1
—2nln| ————~+en | =2n|(—-+—+ o — —=(=-4+ o — + o —
n n 2n?2  notoo \n? 2\n  notoo \N n—+4oco \n?
8 1
=——-6+ o0 <7) ~ —6.
n n——+oo n n——+oo

(1
Onen déduit: lim —2nln <2COZ(”) + evlL> = —6,puis: lim u, = (=% par continuité en —6 de exponentielle.
n—+00 n——+o00

De plus, reprenant les calculs ci-dessus:

1 (=6)
Uy, — €8 = (=0 <exp <8 + o ()) — 1) ~ Be
n n——+oo n n—-+oo n

(on utilise la formule: e* — 1 ~, W enne retenant que le terme prépondérant).
uU—

Corrigé 2. Rappelons-nous que si a < 3, alors ® = 0+ (xﬁ ) . De cela, on déduit facilement :
r—r+00
—z? -1 —? 1 223422 +1 —213 9
2t — 23 —322 —x —3 240 zt zotoo 22 xodoo -2z vioo —27 atoo
P ition de limit li G (0) 1 £ 0, et d
ar composition de limites: im cos = cos = , e onc:
P z—rto0 x4 —ax3 —322—2—3
2
—z° -1
cos ~ 1. On a donc:
(x4x33:c2 —12—3) z—+c
() ~ 1x(2*) ~ 2%
T—+00 T—+00
Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:
—2? -1 -1 1 1 223 +a2%+1 1 1
2t — a3 — 322 — 2 — 3 a—0t —3 a0+ 3 =0 3’ -2z 20 =21 20 2z
P ition de limites: I ot - LY 20, et d
ar composition de limites: lim cos =cos| = , et donc:
P =0+ 4 — 23 —-322 -2 -3 3

—z2 -1 1
coS ~ cos|=]).
zd — a3 —322 -2 —3 ) z—o0+ 3

On conclut :

z—0t 2x ' T—r 400
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Corrigé 3. Commencons par la deuxieme fraction. Onaln (3z + 1)+ 1 — 1 et sinh () +1 "y 1. Donc, en vertu
T—
de I’équivalent classique In(u) ~ U lL,ona:In(In(3z+1)+1) Noln Bz +1),et:1n (Smh( ) +1) o sinh ().
u— z— z—
Alors, nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au
premier terme non nul), In (u + 1) ol et sinh (u) ~o W ol l'on prend v = 3 dans le premier développement
u—r u—

limité, impliquent :
In(In(3z+1)+1) In(3z+1) 3z

~ ~ 3.
ln(sinh( )Jrl) z—0 sinh(x) z—=0 z—>0

Passons a la premiére fraction. On a: sin(z) =z + o (z), et: cosh(z) =1+ 32*+ o (2?). Par conséquent:
z—0 z—0

ey BCTE o @ WE)0+ o (1)) h@+h@+h0+ o 1) o
In(cosh (3z) —1) In( 22+ o (x2)) In((3 #2)(1+ o (1)) ln(%) +21In(z)+In(1+ o (1)) 2502 1n (z)’

le dernier équivalent venant du fait que In(2) + In(1 + ° (1)) — In(2), donc a une limite finie et est négligeable
z— T—

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

In (x) 3
~ 3="°
f(z) 0 2 In () % 2’
t tre: li =z
et en outre: lim f(z)
inh 1 1 1
Corrigé 4. Composons les développements limités en 0 de = — S (x)’ T n@+1) et x — e” avec — (quand
x x n

n — 400, on a — — 0). Notons que si l'on fait nos développements a un ordre strictement inférieur a 2, alors tous
n

les termes se compensent et il ne reste plus que le terme d’erreur (faire vraiment le calcul pour s’en convaincre!).
Nous le faisons donc a ’ordre 2 dans ce qui suit.
On a:

sinh (z )—m+6x + o (2%, 1n(x—|—1)=ax—1x2+1x3+ o (z%) et: —1+x—|—2x + o (2%).

x—0 2 3 x—0 x—0

Par conséquent :

6 3 . 1 3 13 s

n—4nsmh( )—1—18n1n< +1>—126”

S0 Sy L s (AN RG22, (L)) 8 1+§+i+ o (%
n 4 6n2  n—otoo \ n? 6 2n  n?  no+too \ N2 12 2n2  n—+oo \ n2

1, 1
202 notoo \n2 ) notoo 202’

d’ou le résultat.

Corrigé 5. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(x) < v(z) » pour dire: u(x) = 22 (v(z)).

Gréace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes :
zln(z4+1)° < 22" In(z +1)? < 22 In (z + 1),

et :
4

2% In () < zln (2)! < 2°In (z) < 22 In (2)* < 2°.
Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que l’exponentielle « 'emporte »: c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit :

—322¢"In(z+1)° + 22 In(z4+1) —zln(z+1)° ~ 22D In(z+1).

T—r+o0

De méme: —5zeC In (z) + zln (2)* + 222 In (2)* + 2® + 22In (z) ~ 5.

r—+00

n(141 n(141
De plus, on a In(z + 1) ~ In(z) (en effet: ln(w(+)1) _ (x)—li:(z()HT) — 14! 1(;(—;;) = 1 car In (1+ 1) - 0
T—r1+00 x o0 €T [e.9]
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et In(z) — -+o00), ce qui simplifie le premier équivalent. On conclut :

r—+o0
() 22 In (z) e(2®) 1n ()
g r Tr——+00 .’1?3 r—+o0 X ’
Corrigé 6. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < v(z) » pourdire: u(z) = o (v(z)).

r—+00
Gréce aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes:

sln(z+ 1) <2®In(z+1)° <22 In(z+1)° <e®n(z+1)°,

et :
275 « 2e(729) < zln (2)* < zIn ().

Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que l’exponentielle « 'emporte » : c¢’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit :

—’In(z+1)° - 229 m@z+1)? —2z2In(z+ 1) - 129 m(z+1)° ~ —1289In(z+1)°.

r——+00
De méme: —6z4In (2)> 4+ 6z1n (z)" + ze(~27) — ge(-52) ~ —62tIn (z)°.
-~ O ln(z+1) ln(m)+ln(1+%) _ 1n(1+%) 1
De plus, on a In(z + 1) ete In(z) (en effet: @) = e =1+ me) m_}—_‘]OO 1 car In (1 + w) 3:—>—+>oo 0

et In(z) el +00), ce qui simplifie le premier équivalent. On conclut :

() —12eB2) 1n (z)* 2e(32) 1n (z)
z400  _Grtln (:z:)2 z—+o00 x4 '
inh 1 1
Corrigé 7. Composons les développements limités en 0 de = +— M, x — sinh (z) et x — M avec
x x

1 1
— (quand n — 400, on a — — 0). Notons que si Pon fait nos développements & un ordre strictement inférieur &
n n

2, alors tous les termes se compensent et il ne reste plus que le terme d’erreur (faire vraiment le calcul pour s’en
convaincre!). Nous le faisons donc a l'ordre 2 dans ce qui suit.
On a:
Sinh(x)zx—ﬁ—}x?’—l— o (z*), sinh(z)=2+ o (z°) et: ln(x—i—l):x—}xz—l—lx?’—i— o (2%).
6 z—0 ’ z—0 2 3 z—0

Par conséquent :
1 1 2 7 3 1 1
4 —msinh (2 )+ — sinh () - —nln (- +1
gn oz oM (n>+184 - (n> 46"n<n+ )
f7i+i 1+i+ o i +L §+ 19) i ,i 1fi+i+ o i
 8n 46 3n2  n—too \ N2 184 \n  n—too \ n2 46 2n  3n?  notoo \ n2

1 1
TR e <n2) n—stoo 13802’

d’ou le résultat.

Corrigé 8. Au voisinage de 0, on a: sinh (z) = = + % (), et:In(z+1)=x+ °, (). On en déduit :
T z—

sinh (82) — sinh (90) _ (82+,9,@) — (04 ,0,@) o4 0 @) »
In(x+1) ;v—&—xgo(;v) ac—&—xgo(a:) =0 T
sinh _ sinh
Par conséquent: lim sinh (8) — sinh (9 ) - _1.
0+ In(z+1)
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Corrigé 9. On a: + page 1

eg":l—i—x—i—%xQ—&— o (2%), et: sinh(x):x—i—éms—l— o (2%).

x—0 z—0

1 1
On compose ces développements limités avec — (quand n — +o00, on a bien — — 0), et on obtient :
n n

er . 1 1 1 1 1 1,1 1

En combinant ce résultat avec le développement limité de z — In (z + 1) en 0 a 'ordre 3:
ln(gc—i-l):x—lx—i— ?+ o (2°)
2 3 z—0 ’

on a alors:

1
In <286n + sinh <1> + 1)
n n
(2,28 85 (1N 129 28 (TN
S \n n?2 603 notoo \ nd n o n?  notoo 3

5 +
(s s (1) _1(sn e
S \n n2 6m3  notoo \nd 2\ n? n3 koo

n
20 785 43991 <1>
+ o (=

2 1\)° 1
_ JE— + 0 J—
n n~>+oo nl n——+oo n3
24389 1 1
JE— + o J—
n—>+oo n3 n—-+4oo ’rL3

+

[

n 2n? 6 n3 n—+00

d’ou le résultat.

Corrigé 10. On écrit : + page 1
r 1 1 1 1 3 L
n+3_n1—|—%_n n n?  n—too \ n? ’
. 1 1 1 1 3 9 1 . . ) o
et de méme: = — s=—|1+—-+—=5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—3 nl-= n  n?  notoo \ n?
3
0 de z — , avec respectivement x = —— et x = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
- n n
On en déduit :
1 5 2 1 5/1 3 n 9 n 1 9 1 n 3 n 9 n 1
- — — ===\ - — Y o Y — - Y Y o Y
n 2(n+3) n—-3 n 2\n n? n3 n-otoo\nd n n?2 nd ot \nd
T 3 81 o 1
2n  2n?2  2n%  notoo \ nd
Corrigé 11. On écrit : + page 2
1 1 1 1 1 3 n 9 oo 1
n—|—3_n1—|—%_n n n?2 n-too\n?2))’
1 1 1 1 4 16 1
et de méme: = — r=—|1+—-+—=5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—-4 nl-2 n  n?2  notoo \ n?
1
0 de z — T2 avec respectivement x = —— et x = — : ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
-z n n

On en déduit :

3 1 7 _311 3+9+0 1 71+4+16+0 1
n n —+ 3 5 (’/l — 4) o n n n3 n—+4o0o ’rL3 5 n n2 77,3 n——+oo n3
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Corrigé 12. On a:

Lo 1 3 3 @ 2 1 3 3
ln(x+1):$—§x —&—gac —i—zgo(x), et: wze® =zx+zx —|—§x —l—mgo(m).

On en déduit :

1 2 1 3 3 2 1 3 3
ln(m+1)+2xe“=(x—2x +32'+ o (@ ))+2(sc+33 +527+ o (o)

:3x—|—§x2+%x3+ o (:v?’)

2 3 x—0
En combinant ce résultat avec le développement limité de x — —— 5 en 0 a 'ordre 3:
(z+1)?
1 9 99 429
— v =l-cz+—2* - —2*+ o (xg),
(x+1)2 2 8 16 z—0
on a alors:
1

9
2

2zer+In(z+1)+1)

9 3, 4 99 3 > 429 3
:1—(3x+m2+x3+ ) (ac?’))—i— (3x+x2+ ) (mz)) ——(Sx—i— 0 (:r:)) +
2 z—0

2 2 3 x—0 § x—0 ]_6 z—0
_ 9 3 2,4 3 3 99 2 3 3 429 3 3 3
=15 (s e get e 0, 60) 5 (9074907 0, (0) < (2704 0, () 2, ()
2
flflw @x279897x3+ 0 (1’3),
2 8 16 x—0

d’ou le résultat.

Corrigé 13. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons 'indétermination avec un déve-
loppement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord: arctan (z) = x — %x?’ + °, (334). On
T—r

3

compose ce développement limité avec celui de & — cos (z), ce qui est licite puisque —£

obtient :

arctan (x) — 0, et on
z—

cos (% arctan(x)):lf%(f%ngr:rJr 0 (x3)) +i<x+ ) (a:)>4+ 0 (m4)

z—0 z—0 z—0
9, 62T 4
=15 t 00" T.% ()
On en tire d’'une part: cos (% arctan (a:)) -1 ~ —59—0 2?2 (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure
r—r

puisqu’ON NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’autre part :

2 9 ..2 627 4 4 627 .4 4
L (e o) Bl g
cos (% arctan (x)) -1 92? 92 (COS (% arctan (x)) - 1) 9 z2 (COS (% arctan (a:)) — 1) z—0+ 72(1) x4 54
1 . 1 50 209
On en déduit: lim 3 t— ==
z—0+ \ cos (£ arctan (z)) —1 9= 54

Corrigé 14. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < v(z) » pour dire: u(z) =

A (v(x)). Grace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes:
T—r+00

2B <« 22eC In (2 4+1) < 22,

et :
(729 1n (z) < ze" In (z) < 2% In (z) < z°.
Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer

tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que l’exponentielle « 'emporte » : c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
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comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit:

2B In (2 + 1) — 22%e1?) — 52687~ 22019,
T——+00

De méme: —2° + 22 In (z) — zeC"®) In (2) +2e(72P In(z) ~ —z° On conclut:

r——+o0
-9 $2€(4 x) 9 6(4 x)
glx) ~ ———— o~ 3
Tr—+00 —X r——+0o0 xX

Corrigé 15. Pour tout n au voisinage de 400, on a: <+ page 2
2410 3 -1
wlum_vns_l:wl?. (20 il (251
n n
0 1
=n X 1 + 72 —n X \ 1-— E
= 1+ L + o !
=n 2 2 n—-+4oo Tl2
1 1 1
- (1 3 (‘3) S <ng)>]
5 1 5 1 5
=n|— + 0] - = — + o - ~ -
n2 n—+oo \ n2 n n—+oo \ n / n—+ocon
Par conséquent: lim (\/n2 + 10 — €/n3 — 1) =0.
n—+4o0o
< page 2

Corrigé 16. Lorsqu’on éléve un nombre dépendant de n a une puissance dépendant de n, il est recommandé de
tout mettre sous forme exponentielle pour éviter les généralisations hatives.

(1
Pour tout n au voisinage de 400, on a: u, = exp (nln <3COZ(") +nln (% + 1))> Faisons le développe-

ment asymptotique de 'argument de l’exponentielle (a au moins deux termes, pour récupérer I’éventuel équivalent
asymptotique de u, — ¢ ensuite; c’est inutilement précis si seule la limite nous intéresse). on a:

cos(z) =14 o (z),

z—0

et:

Lo 1 3 3
ln(x—i—l):x—im +§m —|—$go(m).

On compose ces développements limités avec % (quand n — 400, on a bien % — 0), et on obtient:

1 3cos(l) 7 1 1
n{-+1}) - —2 =1 - — )
nn(n—i— > n 2n+3n2+nﬁ0+oo <n2>

En composant ceci avec le développement limité de  — In(1 + ) en 0 & Pordre 2 (ou 3: vérifiez bien ce que fait
la machine, je me suis emmélé les pinceaux dans la programmation) :

G R RN ) BT SN ) IR €
—nln | nln | = -l =n||-—+ o =) )—-=(-— o = 0 -
n n 2n  3n?  notoo \n2 2 21 no4oo \ N n—+oo \ M2
o9 T ( ) 7
B 24n 2 n—-+oo n n—-+oo 2'

. 4 C
lim w, = ez par continuité en % de I'expo-
n—-+oo

cos(+
On en déduit: lim —nln (—3(") +nln (% + 1)) = %, puis:

n—-+oo n
nentielle.
De plus, reprenant les calculs ci-dessus:

1 1 139 1 139¢2
Un — €2 = €2 | &xp 24n+nﬂo+oo n -1 nﬂioo 24n
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(on utilise la formule: e* — 1 ~, U enne retenant que le terme prépondérant).
uU—r

Corrigé 17. On a:

1 3 3 1 2 3
arctan(x)zx—gx +Igo(az), et: cos(a:):l—gx +xgo($)'

1 1
On compose ces développements limités avec — (quand n — +o00, on a bien — — 0), et on obtient:
n n

¢ 1 n 1 1 1 ‘oo 1 +(1 1 ‘oo 1
arctan | — cos|—)=(———= — - — —
e n n  3n3  notoo \ nd 2n2  notoo \ n3
U S N S
N n  2n2 3n3 notoo\nd /)’
En combinant ce résultat avec le développement limité de « — In (z 4+ 1) en 0 & ordre 3:

Lo, 13 3
ln(x+1)=m—§x —l—g:r +zgo(x)7

on a alors:

1 1
In (arctan () + cos ())

n n
(11 T AV (. (1)),
“\n 2n2  3n3  notoo \n3 n2 n3  n-too \ nd 3\n3  n-otoo\n

1 1 n 1 n 1
= —_— — — — O —_
n n2 2n3 n-otoo\nd /)’

d’ou le résultat.

—

w

Corrigé 18. Commencons par la deuxiéme fraction. Onaln (3z + 1)+1 —61 et cosh (3 ) — 1. Dong, en vertu de
Tr— Tr—r
léquivalent classique In(u) ~ U lL,ona:ln(In(3z+1)+1) ~ In(3z+ 1), et: In(cosh (3z)) ~ cosh (3x) — 1.
u—r T— T—

Alors, nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au

premier terme non nul), In (u + 1) U et cosh (u) — 1 ~ 3 u?, ot Pon prend u = 3z, impliquent :
u—r u—r

In(In(3z+1)+1) In(3z+1) 3z 2
In(cosh (3z))  2—0 cosh(3x) =1 2=0 § 22 ¢—0 3z’

Passons & la premiére fraction. On a: sinh (z) = =z + °, (z), et: cosh () =1+ 3 2% + °, (2?). Par conséquent :
T—r

r—r

In (sinh (2)) ln(2x+zgo(ﬂc) B ln((2:c)(1+zgo(1))) In(2)+In(z)+In(1+ o (1))

_ _ z—0

11+012+11+013+
n  2n?2  n-otoo \ N2 3\n n-otoo\n

(
In(cosh (3z) —1)  In(322+ o (22)) In((322)(1+ o (1)))  In(3)+2n(z)+In(l+ o (1)) 2502 1n (z)’

z—0

le dernier équivalent venant du fait que In(2) + In(1 + % (1)) — In(2), donc a une limite finie et est négligeable
r—r T—r

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

f(2) In (z) 2 1

+50 2 In (z) “ 3z 3z

et en outre: lim f(x) = 4o0.
z—0+

Corrigé 19. On a:
. L 3 3 : L 3 3
sm(m):xféx +mgo(x), et: smh(x):x+6z + o (27).
On en déduit :
. . L 3 3 L 3 3
31sin (z) 4 sinh (z) +1 =31 (x—ch —l—xgo(x )>+<1—|—x+6x + o (2°)
=1+32z-52"+ o (2°).

x—0

16

< page 2

< page 2

<— page 2



LA BANQUE DES CENT Développements limités, asymptotiques, équivalents, limites

En combinant ce résultat avec le développement limité de = — en 0 a 'ordre 3:

—_1_ 2 _ .3 3
x+1_1 T+ T —&—Igo(x),

on a alors:
1
31 sin (x) + sinh (x) + 1

=1- (32x—5x3+xgo (x?’)) + (32x+xgo (x2)>2 — (323@—&—3630(3:))3—% o (z%)

z—0

—1-(20-52%+ o (a°))+ (10240%+ o (a%)) - (327682° + o (a%)) + o (a*)

z—0

=1-322+10242° — 327632° + o (a°),
z—0
d’ou le résultat.

Corrigé 20. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < wv(z) » pour dire: u(x) =

o (v(x)). Gréace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes:
T—r+00

In(z+1)? <z?ln(z+1) < 2% In(z+1)* < 2°€,

et :
2717 « 1%e(7?%) < p < zln ().

Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que l’exponentielle « 'emporte »: c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit :
2 x 2 3 x 2 2 3z
11z’ In(x+1)" —z°e® —2z°In(x+1) —In(z+ 1) ~ —z’e”.

T—r+00
De méme: —z3¢(=2%) 4 532¢(~4%) — zIn (z)> =4z ~ —zIn(x)’. On conclut:
Tr—+00
3, 2,
—zde x’e
g(x) ~ ——— o~

T—=+00 _xln (a:)2 r—+oo |pn (x)2

Corrigé 21. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < v(z) » pour dire: u(x) =

o (v(x)). Grace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes :
r—r+00

22In(z +1)° < 2%e??) <« 269,

et :
2373 < = In () < 2 In (2) < 2°.

Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que ’exponentielle « 'emporte »: c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit :

“112%2% —2?In (2 4+1)* — 142eB?  ~ 14209,

T—+00

De méme: 28 + ) In (2)* 4+ 22%e(-3%) — 2 In(z) ~ 5 On conclut:

T——+00
—14 ze(B3®) 1437
(l‘) r—;\—&/-oo 26 T—;:-oo N x5 ’

Corrigé 22. Commengons par la deuxiéme fraction. On a sin (z) + 1 — 1 et cos (2x) — 1. Dong, en vertu de
T—r T—r

léquivalent classique In(u) ~ w—1,ona:In(sin(x)+1) ~ sin(x), et:In(cos(2x)) ~ cos(2x)— 1. Alors, nos
u—1 x—0 z—0
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équivalents de fonctions usuelles (qu'on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au premier

terme non nul), sin (u) ~o U et cos (u) — 1 ~ —2u?, ot I'on prend u = 2 dans le second développement limité,
u—r u—r

impliquent :
In (sin (z) + 1) sin (x) x 1
In(cos (2x)) 20 cos(2x) — 1 2—0 =222 2—0 2z’

Passons a la premiére fraction. On a: sinh (z) =2+ o (), et: cosh(z) =14+ 12?2+ o (2%). Par conséquent:
z—0 z—0

In (sinh (42)) ln(4x+zzo (z) ln((4x)(1+zzo (1)) In(4) + In (z) +ln(1—|—zzo(1)) In (z)

In(cosh (3x) —1)  In(22+ 2 (22))  In((222)(1+ o (1)))  In(2)+21In(z)+In(l+ o (1)) +5021n ()’

le dernier équivalent venant du fait que In(4) + In(1 + ° (1)) — In(4), donc a une limite finie et est négligeable
r— Tr—r

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

et en outre: lim f(x) = —oo0.
z—0t

Corrigé 23. Lorsqu’on éleve un nombre dépendant de n a une puissance dépendant de n, il est recommandé de
tout mettre sous forme exponentielle pour éviter les généralisations hétives.

Pour tout n au voisinage de +00, on a: u, = exp (y/nln (4 sin (1) + cos (£))). Faisons le développement asymp-
totique de ’argument de l’exponentielle (& au moins deux termes, pour récupérer 1'éventuel équivalent asymptotique
de u,, — £ ensuite; c’est inutilement précis si seule la limite nous intéresse). on a:

sin (z) =z + °, (z%),

et:

1
cos (x) = 1—53324—0630 (z?).

On compose ces développements limités avec % (quand n — 400, on a bien % — 0), et on obtient:

1 . 1 4 1 1
cos|—)+4sinl—|=1+———=+ o0 — .
n n n  2n2  n—too \ n?

En composant ceci avec le développement limité de z +— In(1 + ) en 0 a 'ordre 2 (ou 3: vérifiez bien ce que fait
la machine, je me suis emmélé les pinceaux dans la programmation) :

1 1 4 1 1 174 11)2 1
O R ) R [CEE SN 3) R T CRNN ) N
n n n  2n2  notoo \n2 2\n  notoo \n n—+oo \ N2
4 17 1 4
= —= - + o —_— ~ —
\/E ’I’L% n—-+oo n% n~>+00\/ﬁ

2
. s . . 1 1 _ . . _ e ez 5 .
On en déduit : ngg}oo vnln (4 sin (n) + cos (n)) 0, puis: nEIJIrloo uy, = 1 par continuité en 0 de 'exponentielle.

De plus, reprenant les calculs ci-dessus:

1 4 17 + o 1 1 4
U, —1l=exp| —=— —% — - ~ —
P Vi 2p3  notoo \ i n—+oo \/n

(on utilise la formule: e* — 1 ~, W enne retenant que le terme prépondérant).
uU—

Corrigé 24. On a:
cos(z)=1—-2>+ o (2?) et: ln(x+1):x71x2+lx3+ o (2?)
2 z—0 ’ ’ 2 3 z—0 '

On en déduit :
2xcos(z) —3In(z+1) =2 x—1x3—|— o (2%)) -3 x—le—l—le—i— o (z%)
2 0 2 3 z—0

3
:—x+§x2—2x3+xgo(x3).
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En combinant ce résultat avec le développement limité de = +— e” en 0 a l'ordre 3:

e$:1+x+1x2+1m3+ 0 (x?’),

2 6 x—0
on a alors:
6(2 z cos(xz)—3 In(z+1))

x—0

=1+ (—x+§x2—2x3+ 0] (mg))—i—

=1+ (—x+2x2—2x3+ 0 (ms))—f—

x—0

:1—x+2x2—%x3+ o (2%),

x—0

d’ou le résultat.

Corrigé 25. On écrit:

et de méme:

n—3:n1—f
0de z+—

-
On en déduit :

2+ 1 n 1 _ 2+1 1 1+1+ o 1 n
n n+l 4(n-3) n n n? n3 notoo\nd

3 1 n 13 " 1
= - - — — o — | .
4dn  4n?  4n3  n—otoo \ nd

n

Corrigé 26. Pour tout n au voisinage de 400, on a:

LN NS SRR U B I A
n+1_n1+%_n n  n?2 notoo \ n? ’

1 1 1 3 1
- (1 +—-—4+—=+ o0 (2)> (on utilise deux fois le développement limité en
n n—+o0o \ N

3
\?’/n31\3/n33n2n+2§’/n3.<n : \/
n

=N

Par conséquent : 11111 (\S/n?’—l—\?’/ng—?)nz—n—i—Q) =1.
n—+0oo

1 3
, avec respectivement © = —— et x = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
n

L1390 (1
4\n n? nd3 n-otoo\nd
—3n2—n+2
n3
N .3 1 2
=n X 1—77,3—n><\/1 ﬁ —_— ﬁ
14—1 1 + o —
3 n3 n—s+o00 n3
1—|—1 3 i_|_3 + o 1
3 n n?2 nd n—4oo \ n
1 1
n{+ 0 <)]1+ o (1) ~ 1
n n—-+oo n n—-+oo n—-+oo
sin () ot = s In(x+1)

Corrigé 27. Composons les développements limités en 0 de z +— cosh (z), z +—

1
— (quand n — +o00, on a — — 0). Notons que si 'on fait nos développements & un ordre strictement inférieur a
n

2, alors tous les termes se compensent et il ne reste plus que le terme d’erreur (faire vraiment le calcul pour s’en

convaincre !). Nous le faisons donc & 'ordre 2 dans ce qui suit.
On a:

1 . 1
cosh(x):l+§gj‘2—|—zgo($2), sm(m):x—6x3+ o (z%) et: In(z+1)

z—0

T

1
=r— sz +

2

3

X

Lt o (%),

z—0
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LA BANQUE DES CENT

Par conséquent :
1 2 65 3 2
— — —3cosh | — —mnsin|—)——=nln|—4+1
™ cos <n)+63nsm<n> 63nn<n+ )
- L s(ie 2 o (AN 22 ! 223y, (2
- Tn n2  n—too \ n? 21 2n2  n—too \ n? 21 2n  n2?2  notoo \ n2
153 1 153
= — o] _— ~ — s
14n?2  notoo \ n2 ) notoo  14n2
d’ott le résultat.
Corrigé 28. Rappelons-nous que si o < 3, alors 2 = o (27) . De cela, on déduit facilement : + page 3
Tr—r+00
—2*+3023 —22+22+3 —z? T 924 + 22 -3z 92t 5
~ ~ — — —_——— ~ — ~ xZ.
2t — 23458422+ 32 aotoo zt zotoe  aotoo T 3234622+ 3 2o+ 313 aotoo
4 3 2
— 30zx° — 2 3 1
Par composition de limites: xgrfoo arctan( 3;4—0; $3x+ 5SZ x;_+§;_ > = arctan (—1) = a7 # 0, et donc:
+ —2*+3023 — 2242243 1 0 4
arctan ~ —=m.0n adonc:
x* — 23+ 58422+ 3z z—3+00
Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:
—2* +302% — 22 +22+3 3 1 9z* +22 -3z -3z
~ _— ~ _ > —"—OO) ~ ~ @ —
2t — a3+ 584224+ 32 20t 3T 20+ T 20 323 +6224+3 250 3 20
4 3 2
- 30zx° — 2 3 1
Par composition de limites: wl_i>%1+ arctan ( J; 4t xsa:_ 581 x;_—&-;;_ ) = 57 # 0, et donc:
. —z* 43023 — 22 +22+3 1
arctan ~  —T.
x4 — a3 +584x2+ 37 =0+ 2
On conclut :
f(z) L Ty T et: f(x) ol T
Corrigé 29. On écrit : + page 3
1 1 1 1 2 . 4 oo 1
n+2_n1+%_n n  n2  notoo \ n2 ’
R 1 1 1 1 4 16 . . , oy
et de méme: = — r=—|1+—-+—=5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—4 nl-2 n n  n?  notoo \ n?
1 2 4
0 de z — T2 avec respectivement x = —— et x = — : ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
— n
On en déduit :
1+ 1 1 1+11 2 4 1 11+4+16+ 1
- —_ _ — - - o) - —_ — — - - o -
2n  3(n+2) 8(n-—4) 2n 3\n n? nd3 n-o+too\nd 8\n n2 nd3 notoo\nd
B 7 7 2 oo 1
 24n 6n2  3n3  notoo \n3 )
Corrigé 30. On écrit : + page 3
11 1 1 1 4 n 16 oo 1
n+4in1+%7n n  n?2  notoo \ n2 ’
. 1 1 1 1 2 4 1 . . , o
et de méme: = — s=—(1+-+—5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—-2 nl-2 n n  n?2  notoo \ n2
) 4 2 s .
, avec respectivement x = —— et x = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
n

1
0 de x+—
1—x
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On en déduit :

S
;)—‘
3
4+
S
3

| —
[N

|

|
B
3‘*‘
|
/~
S|
|
:M‘,,p
_l’_
2=
3
I

3
/~
%
w
S~
"
|
—_
N
S|
JF
4IS
+
30:‘*“
3
to

3
/~
&
w
"
S~

Corrigé 31. Lorsqu’on éléve un nombre dépendant de n a une puissance dépendant de n, il est recommandé de  + page 3
tout mettre sous forme exponentielle pour éviter les généralisations hétives.

Pour tout n au voisinage de +00, on a: u, = exp (n In (5 €" | parctan ( 1 ))) . Faisons le développement asymp-

totique de ’argument de l’exponentielle (& au moins deux termes, pour récupérer 1’éventuel équivalent asymptotique
de u,, — £ ensuite; c’est inutilement précis si seule la limite nous intéresse). on a:

T _
_1+x+wgo(m)v

et:
L 3 3
arctan (x )—m—gm +130(x).

On compose ces développements limités avec = (quand n — 400, on a bien 1 —~ — 0), et on obtient :

1 5en 5 14 1
narctan [ — | + *1+ +—4+ o0 — .
n n 3n?2  n—too \ n?

En composant ceci avec le développement limité de x — In(1 + ) en 0 & Pordre 2 (ou 3: vérifiez bien ce que fait
la machine, je me suis emmélé les pinceaux dans la programmation) :

(3)+25) o [Crgmr () -3 G e () (o)
nln | narctan | — ) + = +—4+ o - —Z(=+ o - + o —
n n 3n2  notoo \n? 2\n  notoo \n n—4oo \n2

47 1
=——+4+54+ o <7) ~ 5.
6n

n—+oo \N/ n—+oo

On en déduit: lim nln (5” + narctan ( )) =5, puis: hm u, = e® par continuité en 5 de I’exponentielle.
n——+oo n——+oo

De plus, reprenant les calculs ci-dessus:

U ed=ele l + o ! 1 A7e?
n — — X —_—— —_ —_ ~ —
P 6n notoo\n n—too 6N

(on utilise la formule: e* — 1 ~, U en ne retenant que le terme prépondérant).
u—r

Corrigé 32. On a: <+ page 4

1 3 L o3 3
ln(m—l—l):x—2x +3:L‘ —i—rgo(x), et: mcos(x):x—§x —l—mgo(m).

1 1
On compose ces développements limités avec — (quand n — +o00, on a bien — — 0), et on obtient :
n n

m( L cos (1) LS S S 1 L1, 1
—In{— - - — 4+ — — o —
n n n  2n?2  3nd3  n-odoo \ nd n  2n3  no+oo \ n3

2 + 1 n 1 n 1
— — 0 — .
2n2 ' 6n3 | n—otoo \ n3

1
En combinant ce résultat avec le développement limité de x — —— en 0 a U'ordre 3:
(z+1)°
1 _ 3 15 5 35 4 3
———— =l-ja+gat-oa +xgo(x),
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on a alors:
1

(—C“W—ln(}l+1)+1)
2 1 1 1 5/ 2 1 1\\° 35/ 2 1\)\* 1
(n+2m*fm3+n&m(mﬁ)*s<n+2n2+n&m(m)>-m<n+nﬁm<nﬂ> +nﬂm(m>
2 1 1 1 15 (4 2 1 35 8 1 1
(‘n+mﬂ+6m+wﬁm(m>)+8(m‘wp+m&m<m)>‘m(‘m+wﬁm(m>)+mim(m>

.32 2T 1
ST o Tl )

d’ou le résultat.

arctan (x)

1
Corrigé 33. Composons les développements limités en 0 de = — ,x e’ et x— In(x—+1) avec — < page4
n

1
(quand n — +o00, on a — — 0). Notons que si l'on fait nos développements & un ordre strictement inférieur &
n

2, alors tous les termes se compensent et il ne reste plus que le terme d’erreur (faire vraiment le calcul pour s’en
convaincre!). Nous le faisons donc a l'ordre 2 dans ce qui suit.
On a:

arctan(x):x—%xB—F o (2°), e“‘zl—i—x—i—%ﬁ—&— o (2%) et: ln(:c—i-l):x—%gf—i— o (z%).

x—0 x—0 z—0

Par conséquent :
1 1 (3)
— — 4+ —narctan | — | —
n 6 n
S . A Yhe2e 2 o (L))
on 2 n?  n—+too \ N2 2 n  n?2  n-o+too \ N2

1 P 1 11
202 notoo \n2 ) notoo 2n2’
d’ou le résultat.

Corrigé 34. Pour tout n au voisinage de +oco, on a: + page 4
nl® 4+ 4nf nl2 4+ nd 4 22 nt
\3/7118 +4nf *\/nn +nd +22nt = i’/n18 . <—’18 ) \/n12 . <+ 1;_ )
n n

=nbx {1+

1 1 1 1
_ 6] - 7 _ _ 2 2 ~ T2
" |: 2n4+nﬂqroo (n4):| Zn +nao+oo(n )n—>+oo Zn ’

Par conséquent : HI_P (\?’/nlg +4n% —\/n12 + n8 + 22 n4) = —o0.
—+oo

n

Corrigé 35. On écrit : + page 4
L1112 4 (0
n+2_n1+%_n n  n?2  n-otoo \ n2 ’
R 1 1 1 1 2 4 1 . . , o
et de méme: = — s=—(1+-+—5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n-2 nl—-2 n n  n?2  notoo \ n2

1 2 2
0dexzw+— 1 , avec respectivement x = —— et x = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).

— n n
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On en déduit :
L N - D Y o A
n n+2 2(n-2) n n n? nd notoo\nd 2\n n? nd notoo\nd

_l9o s (0
S 2n n?2  n3 ot \nd )’

Corrigé 36. Rappelons-nous que si a < 3, alors 2% = o (xﬁ ) . De cela, on déduit facilement :
r——+00
zd + 3 + 22—z zt 3
~ _— ~ €T .
r — 102 z—400 T z—+o00
N . — 2_ —_ . 7’ — 2_ f—
ATTENTION & ne pas penser que sin (”7”53) ~ sin (z) sous prétexte que xisz’, ~ z. Nous savons que
—T+ r—~+00 —z+ r——+00

les équivalents se composent mal, ’exponentielle et le logarithme donnant des contre-exemples classiques. On ne
peut pas simplifier cette quantité. On a donc:

2 3 2 3
) i () < ) e ()

Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

—z2 -z -3 ) 44—z —x 1
- ~N — ~ -1 —> —17 ~ ~ — .
—z+3 z—0+ 3 z—0+ z—0 xr — 102 z—0 —102 z—0 102

2
—z°—x—3
Par composition de limites: lim sin (H> = —sin (1) #0, et donc:

r—0+ —x+3
—22 -z -3
in ("%}~ —sin(1).
sin < 213 > v sin (1)
On conclut : )
1 3
(z) T 10 xsin (1), et: f(zx) ool 23 sin <£L’:—_§L’3—i—> .

Corrigé 37. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < wv(z) » pour dire: u(z) =

(1 (v(x)). Grace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes:
T—>400

Ph(r+1)<e®ln(z+1) <22 In(z+1)* < ),

et :
221 <« 263 In (z) < 72 In ().

Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que ’exponentielle « 'emporte »: c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit :

—22mz+1)+22C Im(z+1)>+e*In(z+1)+2e09 ~ 2602,

T—r 400

De méme: 422e(4%) 4 2¢(=32) In (z) + 13¢(-2%) In (z)? ~ 13¢(=2%) In (). On conclut :

26(695) 26(8 x)

e—+00 13¢(=22) In (z)? @=+o0 13 In (2)°

g(z)

Corrigé 38. Rappelons-nous que si a < 3, alors & = o (27) . De cela, on déduit facilement :
Tr—r+00
923+ 1922 + 62+ 1 93 9 —3+62%+x—1 —3 9
~ ~ ——2? — —oo, ~ o~ 2%
—2x + 353 z—4o00 —2x z—+00 2 xz—otoo z—1 r—+o00 T x—+00

< page 4

< page 4

< page 4



LA BANQUE DES CENT Développements limités, asymptotiques, équivalents, limites

923 +192%2 +6 1 1
Par composition de limites: mEToo arctan( x +_2;7+—|?:53x+ ) = 57 # 0 et done:
+ 923 +1922 +6x+1 1 0 4
arctan ~ ——m.On adonc:
—2z 4+ 353 z—+oo 2
1 ) 1,
f(z) W T X (—z )m—:i-ooiﬁx .

Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

923 +1922 +6zx+1 1 1 1 —3 4622+ —1 -1

~ — ~ 1

~ — ~ _— 4> —_
—2xz 4 353 a—0+ 353 a—0+ 353 z—0 353’ z—1 =0 —1 20

z—0+ —2x+ 353 353

923 +1922+62x+1 1
arctan ~ arctan | — | .
—2x + 353 x—0+ 353

923 + 1922 + 6z +1 1
Par composition de limites: lim arctan( it br ) = arctan (> # 0, et donc:

On conclut : . .
- . ~ — 2
f(z) . arctan <353> , et: f(x) ol
Corrigé 39. On écrit : + page 4
1111 2, 4 1
n+2 n1+% n n  n?2  n-otoo \ n2 ’
A 1 11 1 11 1 o . . y
et de méme: =— r=—(1l+—+—=5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n-1 nl—= n n n2  notoo \ n2
1 2 1
0 de  — ——, avec respectivement © = —— et 2 = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
x n n

On en déduit :
1 2 " 1 1 9 1 2 n 4 n 1 n 1/1 n 1 n 1 n 1
P —_ e - - 0 - — — - - o -
2n n+2 2(Mn-1) 2n n n?2 nd3 notoo \n3 2\n n?2 n3 notoo\nd

2,90 15 (1
 on o 2n2 203 astoo\m3 )

Corrigé 40. Au voisinage de 0, on a: cosh (z) =1+ L 2? + o, (2%), et:sinh (z) =z + 0 (). On en déduit: + page 4
T z—>
25 2 2 92 2 2 2
cosh (52) —cosh (3) (397 1+ 0,(%) = (3" +1+4 0 () 822+ o (") gy .
sinh () N r+ o (x) T oz+ o (x) a0 x
z—0 z—0

h(5x) — cosh (3
Par conséquent : lim cosh (5x) — cosh (3 z)

=0.
-0+ sinh (x)

Corrigé 41. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons l'indétermination avec un déve- < page 4
loppement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: sin(z) = z — §2° + °, (z%). On
T—r

compose ce développement limité (ot 'on remplace = par 2x) avec celui de z +— tan (z), ce qui est licite puisque
3 sin (2 ) — 0, et on obtient :
r—

tan(3sin(2x)):+(2x—%x3+ ) (333))—|— (Qx—i—mgo(x))g—i—mt_))o(a;g)

z—0

W =

=6z+682"+ o (a°).
z—0
On en tire d’une part: tan (3 sin (2x)) ~. 6z (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’ON NE
r—r
SOMME PAS LES EQUIVALENTS !), et d’autre part :

6x7<6x+6813+zi0(9§3)> 768x3+zi0(m3)

1 1 —68 23 17
= ——ux.

"6z  tan(3sin(2m)) 6z tan (3 sin (2z)) " 6aztan (3 sin(2z)) om0+ 3622 9
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1 1
On en déduit: lim ( + ) =0.
(22))

z—0t \ 6z ' tan (3 sin

Corrigé 42. Commencons par la deuxiéme fraction. On a sinh (3x)+1 — 1 et arctan (z)+1 = 1. Donc, en vertu
xT—r rT—r
de ’équivalent classique In(u) ~ U= 1,ona:In(sinh (3z)+ 1) Nosinh (3z), et: In (arctan (z) + 1) Noarctan ().
u—r xT— r—
Alors, nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au

premier terme non nul), sinh (u) ol et arctan (u) ~o W ol l'on prend v = 3x dans le premier développement
u— u—

limité, impliquent :

~ 3.

1) ac:O arctan (Qj) z—0 T x—0

In (sinh (3x) + 1) sinh (3 z) 3z
In (arctan (z) +

Passons & la premiére fraction. On a: sinh (z) =z + o (), et:cos(z)=1—122+ o (z?). Par conséquent:
z—0 z—0

In (sinh (22)) ln(2m+xgo (z) ln((2m)(1+wgo(1))) In(2) + In (ac)—i—ln(l—i—xgo (1)) In (2)
In(—cos(dz) +1) @822+ o (2)) - (82 (1+ o (1)) ") +2n () +In(1+ o (1)) 2502 1n (z)

le dernier équivalent venant du fait que In(2) + In(1 + ° (1)) — In(2), donc a une limite finie et est négligeable
z— T—

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

In (x) 3

1(@) 2502 1In (z) Y

et en outre: lim f(x) = 3.
z—0t f( ) 2

Corrigé 43. Commengons par la deuxiéme fraction. On a In (32 + 1) + 1 - 1 et arctan (z) + 1 — 1. Donc, en
T T—

vertu de I’équivalent classique In(u) ~ U L,ona:In(In(3z+1)+1) ~ In(3z+1), et: In (arctan (x) + 1) ~
u—r T— T—

arctan (x). Alors, nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité

en 0 jusqu'au premier terme non nul), In (u + 1) ~o U et arctan (u) oW ou l'on prend u = 3z dans le premier
u—r u—r

développement limité, impliquent :

In(In(3z+1)+1) In(3z+1) 3z
In (arctan (z) + 1) =—0 arctan (z) =—0 x z—0

Passons & la premiére fraction. On a: sinh (z) = =z + °, (), et:sin(z) =z + °, (x). Par conséquent :
r— T—r

In (sinh (3 ) ln(3x+xgo (z) B ln((3x)(1+xgo(1))) B In(3) + In (z) —&—ln(l—f—xgo(l)) In (z)

In (sin (4 z)) - In(4z + o (z))  In((4z)(1+ o (1)) In(4)+In(z)+In(1+ Igo(l)) e>0 In (z)’

z—0

le dernier équivalent venant du fait que In(3) + In(1 + °, (1)) — In(3), donc a une limite finie et est négligeable
r—r Tr—r
devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

o n (x)
2—0 In (z)

f(=)

X 3 =3,

et en outre: lim f(x)=3.
z—0t

Corrigé 44. Au voisinage de 0, on a: sin (z) = = + °, (z), et: arctan (z) = x + °, (). On en déduit :
xT—r xrT—r

sin (62) —sin (3z) <6x+xgo(x)) B <3x+xgo(x)> _ 3x+x2)0(x) N 3z

arctan (3 z) 3z + oo(x) 3z + oo(a:) 20 3
T—r T—r

=1.

L (6) — sin (3
Par conséquent : lim sin (6z) — sin (3x)
z—0F arctan (3 x)

Corrigé 45. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < v(z) » pour dire: u(x) =
o (v(x)). Grace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes:
r—+00

In(z+1)?° <2®n(z+1) < 2e®? In (2 +1)° < 2%eC ),

25

< page 4

< page 5

< page 5

< page 5



LA BANQUE DES CENT Développements limités, asymptotiques, équivalents, limites

et :
205 <« ) n (2)° < zln (2)*.

Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que ’exponentielle « 'emporte »: c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit :

—2%eB?) — Pz +1) +2e?P In(z+1)° -3 (z+1)° ~ —z%62,

r—r+o0

De méme : —e~®) In (z)° + z1n (2)® + 11 ze(=52) ~ z1n (z)*. On conclut :
T—+00

_x3e(3w) 1,26(37;)
3

g9(z)

~  —

e—too gln (z)® z=toe  In(z)®

Corrigé 46. Au voisinage de 0, on a: cosh (z) =1+ 22?2+ o (2?),et: e =1+2+ o (x). On en déduit:
z—0 z—0

81 .2 2 2 2 77 .2 2
cosh (9z) — cosh (2z) (717 +1+$30(f’7 ))7(2x +1+w30(9~” )) 27 + o (2% Ta? 7

z—0
e5z) _ 1 - 50+ o (x) T 5z4+ o () =0 bz 710%
r—0 z—0

Par conséquent: lim cosh (9z) — cosh (22)
r—0t 6(5 z) — 1

=0.

Corrigé 47. Commengons par la deuxiéme fraction. On a sinh (z) 4 1 — 1 et cosh (2x) — 1. Dong, en vertu
r— T—r
de I'équivalent classique In(u) ~ w—1, on a: In(sinh(x)+ 1) ~ sinh(x), et: In(cosh (2x)) ~ cosh(2z) — 1.
u—1 z—0 z—0

Alors, nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au
premier terme non nul), sinh (u) ~oU et cosh (u) — 1 ~ % u?, ot 'on prend u = 2 2 dans le second développement
u—r u—r
limité, impliquent :
In (sinh (z) + 1) sinh (z) x 1
In (cosh (2x)) 2—0 cosh (2z) — 1 2—0 222 2—0 2"

Passons a la premiere fraction. On a: In(x +1) =z + o, (z),et:e*=1+x+ °, (z). Par conséquent :
r—r r—r

In(In (32 + 1)) In(3z + o (z) In(3z)(1+ o (1))) In3)+In(z)+In(l+ o (1)) In (z)

In(eG® —1) Bz + o (@) T In((Bo)(1 + o (M) “ In(3)+In(z) + In(1 + o (1) +50 In (z)’

le dernier équivalent venant du fait que In(3) + In(1 + ° (1)) — In(3), donc a une limite finie et est négligeable
z— z—
devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

In (x) 1 1
a—01n(z) 2z 2z’

f(x)

et en outre: lim f(x) = 4o0.

z—0t
Corrigé 48. Rappelons-nous que si a < 3, alors z = (i_ (x'B ) . De cela, on déduit facilement :
r—+00
722 722 7 3zt 4+ 143+ a2+ -1 3zt 3 4
~ — o~ = — 0, ~ — o~ =
23+ 22+ 32 — 3 aoto0 23 w00 T a0 222 -9z +2 z—to0 212 v—+o0 2

Le fait que la premiére fraction rationnelle tende vers 0 autorise & écrire, en vertu de I’équivalent sin (u) ~ wu:

) ) u—0
sin< T ) T z On a donc:

23+ 22 +37—3) atoc 23+ 22+ 37 — 3 ortoo T

7 3 4 21
fl) ~ —=x|z=z ~  —
x——+oco I 2 z—+oo 2
Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

722 722 T 4 3rt+ 143+ 2%+ -1 -1 1
~ — o~ == 0, ~ o~
3+ 224+3x—3 2—0t =3 z—0+t 3 z—0 222 —-9x 42 z—=0 2 z—=0 2
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Le fait que la premieére fraction rationnelle tende vers 0 autorise & écrire, en vertu de I’équivalent sin (u) ~ wu:

u—0

, 7x? 7? 7T o,

Sin ~ ~ [
23 +224+32—-3) anot 23 +22+32—3 20+ 3

On conclut : . 01
2
~ -z et: f(z) ~ —
z—0+ 6 ut )m%+oo 2
Corrigé 49. Rappelons-nous que si a < 3, alors z® = O+ (:cﬁ ) . De cela, on déduit facilement : < page 5
Tr—r+00
—3z—3 -3z 3, —3a* +32° +32% -1 —3a* 3
4+ a2% — 22+ 32+ 1 e+ 24 o+0 23 wotoo x4+ 23 + 22 z—+oo  zh  motoo

Le fait que la premiére fraction rationnelle tende vers 0 autorise & écrire, en vertu de ’équivalent arctan (u) ~ w:

u—0
arctan 37 =3 3w 3 _3 On a donc:
e+ 23 —a2 432 +1) astoo at + 23 — 22+ 324+ 1 ao4o0 ¥’ ’

f@) o~ w3 o~ o

~ .
xT—r+00 LCS T—>+00 (E?’

Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

-3z -3 -3 53 —32*+323 +322 -1 —1 1
A+ 23 —224+32x4+1 200+ 1 zo0+ z—0 ’ x4 4+ 23 + 22 =0 12 z—0 g2’
. . . -3z —3
Par composition de limites: wll)%lJr arctan <x4 TP 1327 1) = —arctan (3) # 0, et donc:
—3x—3
arctan ~ —arctan (3).
<x4+x3—x2—|—3x—|—l>zao+ ®)
On conclut : 3) 9
arctan
f(zx) T2 et: f(x) ot £
Corrigé 50. Pour tout n au voisinage de 400, on a: <+ page 5
6 _ 4 2 _ 1 9 _ 6 __ 21 3 _ 1
\/nﬁ—n4—|—n2—1—€/n9—n6—21n3—1:\/n6-(n nn:n )—i/ng-(n ! no - )

=n x\/_n_|_n_n_n X\/_n_n_n

14 1 1 21 1 L o 1
3 nd nd nd n—+oo \ 13
- 2n2  notoo \ n? T2 " n—+oco " n—+oo 2 n

Par conséquent: lim (\/n6 —nt+n?-1- f/n9 —nb —21n3 — 1) = —00.

n—4oo

Corrigé 51. Commencons par la deuxiéme fraction. On a arctan (x) + 1 —6 1 et cosh (z) —6 1. Donc, en vertu <+ page 5
T— xr—
de I’équivalent classique In(u) ~ w—1, on a: In (arctan () +1) ~ arctan (z), et: In(cosh (z)) ~ cosh (z) — 1.
u—1 z—0 z—0

Alors, nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au

premier terme non nul), arctan (u) ~,uet cosh (u) — 1 ~ 1 u?, impliquent :
u— u—

In (arctan (z) 4+ 1) arctan (x) x 2
In(cosh (z))  @—0 cosh(z) =1 2-0 222 a—0 2’
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Passons a la premiere fraction. Ona:In(z+1) =2+ o (z),et:cos(z)=1—1z?+ °, (2%). Par conséquent :
T—

z—0
m(n@z+1) ln(2x+zg0(a¢) _ ln((2x)(1+zgo(1))) - In(2 )+ln(m)+1n(1+zgo(1)) N In (z)
In(—cos(3z)+1) In(3 m2+zgo (x2)) ln((%mQ)(lJrIgO (1))  In(3)+2 ln(x)Jrln(lJrIgO (1)) z—0 2 In(z)’

le dernier équivalent venant du fait que In(2) + In(1 + ° (1)) — In(2), donc a une limite finie et est négligeable
r— Tr—r

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

X

In (x) 2 1
x

f(z) 250 2 In (2)

=
et en outre: lim f(z) = +oo.
—0t+

Corrigé 52. On a:

COS(I):17%$2+ o (2%), et: arctan(a:):xféazqu o (z*).

1 1
On compose ces développements limités avec — (quand n — +00, on a bien — — 0), et on obtient:
n n
1
cos (- 1 1 1 1 1 1 1
—47(”)—11arctan — —4|(—-—=—=%+ o — —11{—-—==—=4+ o —
n n n  2n3  no+4oo \ n3 n  3n3  n—too \ n3

En combinant ce résultat avec le développement limité de « + In(x + 1) en 0 & l'ordre 3:

I
|
3&
_l’_
w
:m‘:
3
1
+
3
7 N
3|
N———

Lo 1 3 3
ln(x—i—l):x—im +§m —|—$go(m),

on a alors:

4 1
In <—COS(”) — 11 arctan ( + 1)

n

d’ou le résultat.

Corrigé 53. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons 'indétermination avec un déve-

loppement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: sin(x) = = — %x‘?’ + 0O (m4). On
r—

compose ce développement limité (ot I'on remplace 2 par 3 2 x) avec celui de x + cos (z), ce qui est licite puisque

Lsin (5 2) — 0, et on obtient :

1 . (5 125 5 5 3 1 /5 ‘ 1
cos(gsm(ix)):lf (74—8x +§az+zgo(m )) +ﬂ(§x+ 0o (:v)) + o (x)

1

3

1 101
=l-go gy +,9, (@)
)

On en tire d’une part : cos (% sin ( ) — 1 ~ f% 22 (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’oN
—0

NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’ autre part:

1 +§f2+8( Sriiatt o () et o () me

cos (é sin(gm)) -1 a2 m2(cos (% sin(gx)) —1) - EQ(COS (l sm(g:r)) _1) a0t —%x‘l -
e 1 8 __1ot
On en déduit : xli>r(r)1+ (cos (Tsim(30) — 1 + $2> = %
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Corrigé 54. Rappelons-nous que si a < 3, alors % = 0+ (mﬂ ) . De cela, on déduit facilement : <+ page 6
r—r 400

—2x —2x 2 0 322 —2+3 322 3
3x3 4+ a2 —x—1 25400 323 o400 322 s—+o0 | Azt 422 — 22— 32 so+00 434 2400 4227

z—r+o0 d+a?—z—1

—2
Par composition de limites: lim cos (3 z > = cos(0) = 1 # 0, et donc:
—2x
cos (3903 g p— 1> e 1. On a donc:

3
1@, 1> <4x2> Moyl

Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

—2x —2x 9 0 3z2—z+3 3 3
33 +22 -2 —1z—0+ —1 z—o0+ e—0 Azt 422 —-22—322-50 —32 20 32
P ition de limites: I 2w (0)=1+#£0, et d
ar composition de limites: lim cos = cos(0) = et donc:
P 20+ 33+ 22 —x-—1 ’

—2x 1
coS ~
3z3 422 —2—1/ 20+

On conclut : 3 5
~ _— t: ~ — Y .
o 32 V@ T
Corrigé 55. Au voisinage de 0, on a: sin (z) = = + °, (x),et: e =14z + ° (). On en déduit : + page 6
T—r T—r

sin (6x) —sin (4x) (6x+mio(x)) B (4x+mgo(x)) _ 22+ 9,@) 2z _ 1

x—0

el6z) _ 1 6z+ o (v) ~6x+ o (z) e506z 3
z—0 z—0

. _sin(4 1
Par conséquent: lim sin (6z) — sin (42) =—.
x—0+ e6z) — 1 3

Corrigé 56. Pour tout n au voisinage de 400, on a:

< page 6
\3/”3_1_3/”34_”24_3:i/n:z.(”g;l)_§/n3.<ng+";+3>

n n
1 1 3

=nx{/l—-— —nx 31—|———&——3
n n

NN Ya! 1

I R T AN

1/1 3 1
|1+ |=-+—=])+ o —
3\n nd n—+oco \ n

3 N_o 1, o 4 1

=" 3n  n—o+too \ n T3 notoeo n—+oo 3
1

Par conséquent: lim (\?’/n?’—l—\?’/n?’—i—n?—i—?)) =——,
n—+oo 3
Corrigé 57. Rappelons-nous que si a < 3, alors z = O+ (335 ) . De cela, on déduit facilement : < page 6
Tr—r 400
—15zt =2 —z+1 —152* 515 221 -2z 5
Tzt — 23+ 122 2940 —Tat zoto0 T 2400 7' z+1 so400 T zotoo
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—152% — 23 — 1 15
Par composition de limites: lim sin( oo r ) = sin () #+ 0, et donc:

—Txt — a3 4 22 7

. —15zt -3 —x+1 . 15 0 d
sin ~ sin| — ). On a donc:
—Tat — 3 4 22 z—to0 7

. (15 . (15
f(z) L0y sin (7) x (—2) et —2 sin <7> .
Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

—2x—1 —1 1
J}—i—l z—=0 1 z—0 ’

Tr—r+00

~ sin (%) sous prétexte que
z—0t

—15 174—a73—z+1

N : —15z*—2®—a41
ATTENTION & ne pas penser que sin (W [ e g w2

savons que les équivalents se composent mal, I’exponentielle et le logarithme donnant des contre-exemples classiques.

On ne peut pas simplifier cette quantité.
On conclut : \ ,
f(z) Ly, —sin ( T ) , et: f(x) ool —2 sin <7> .

Corrigé 58. Pour tout n au voisinage de 400, on a:

341 84n2—-13n—1
$/n3+1—\3/n3—|—n2—13n—1:‘\3/713.(”_g >_§/n3.<” tn _ " )
n n

_ L_A'_ o l — 1_}_ 1) (1) 1
" 3n  n—otoo \ n I TN n—otoo 3

1
Par conséquent : hl}rl (\?’/nBJrlf \?’/n3+n2713n71) =-3
n—-+4oo

Corrigé 59. Pour tout n au voisinage de 400, on a:

18 4 9 _ 12 _ 08 _ pd _
f/n18+n9_3—\/n12—n8—n4—7:i/n18'<n+zl83) _\/”12'(n n12n 7)
n n
1 3 1 1 7
— 6w B 6
1_‘_1 1 3 L o 1
3\nd pl8 n—+oo \ n?
1_'_1 1 1 7 L o 1
2 n n8 nl2 n—4oo \ n4

1 1 1
_ 6] - o i 2 2 ~ 2
=" |:2n4 +n—>(2‘roo (n4):| 2 K +n—)(3roo (n )n—>+oo 2 -

Par conséquent : lim (\S/nls +n9 —3—/nl2 —nd —pt — 7) = +o0.

n—-+4oo

77/6

Corrigé 60. Au voisinage de 0, on a: cos (z) =1 — 1 2% + °, (z?), et: tan(z) =2z + o (z). On en déduit:

T— z—
2 2 9.2 2 27 .2 2
cos(62) —cos(3z) (18 F1+ 0 (%) = (3414 0 (7)) T+ o (7)) _mpe _ 9.
tan (6 ) N 6+ o (z) 6z + o (z) =0 6z '
z—0 z—0

30
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6zx)— 3
Par conséquent: lim cos (6z) — cos(3)

=0.
-0+ tan (6 )

1
Corrigé 61. Composons les développements limités en 0 de x — arctan (z), z — €” et & — cos (z) avec — (quand <+ page 6
n

n — 400, on a — — 0). Notons que si 'on fait nos développements & un ordre strictement inférieur & 2, alors tous
n

les termes se compensent et il ne reste plus que le terme d’erreur (faire vraiment le calcul pour s’en convaincre!).
Nous le faisons donc a l'ordre 2 dans ce qui suit.
On a:

arctan(ax):x+zgo(x2), ez=1—|—x+%x2—|— o (z*) et: cos(x)zl—%xz—&— o (z%).

Par conséquent :

2n n

G100 e (8) 20 ()
2n n  n—+too \ N2 4 n  n?2  n—otoo \ n2 4 2n2  n—doo \ n?
25 1 25

802 Tl (n> nTtoo B2

d’ou le résultat.

Corrigé 62. On écrit : + page 6
1 1 1 1 1 1 1
= — 1 = — ]_ —_ — + _— + 0] _— s
n+tl nl++ n n  n?  n—otoo \ n?
. 1 11 1 2 4 1 o . . L
et de méme: =— s=—(1+=-+—=5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—-2 nl—2 n n n2  notoo \ n2
1
0 de z — 1—=2 avec respectivement x = —— et £ = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
x n n

On en déduit :
1 1 n 1 1 1 1 1 n 1 ‘oo 1 n 1 /1 n 2 n 4 I 1
3n n+1 16(n—2) 3n n n? nd  notoo \nd 16 \n  n2 n3  notoo\n3

w9 s (1
T 48n  8n2  4n3  notoo \n3 /)’

Corrigé 63. Rappelons-nous que si a < 3, alors z* = O+ (xﬁ ) . De cela, on déduit facilement : < page 6
Tr—r+00

4r+1 4x 1

—Ag3 — 32 —21x — 14 a—+o0 —4 23 25400 g2’

5 ) 4 0.3 2
ATTENTION & ne pas penser que sm(l“ 20° z+2)

vin 3 TG 4
] ~ bm( 14x) sous prétexte que

Tr—+0o0

14 wt?fj;fz_l'“ ~ —1423. Nous savons que les équivalents se composent mal, l'exponentielle et le
Tr—r+00

logarithme donnant des contre-exemples classiques. On ne peut pas simplifier cette quantité. On a donc:

flx) o~

r——+00

4at—223 —2? -2+ 2 1 sin (_ H m4_2ii_112_z+2)
sin (— ) X (— ) - .

—_ ~
x—1 22 ) o0 x2

Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

14zt —2a3 — 22—z +2 2 dr+1 1 1

~ —_ ~
)

2— ~ ~ ——.
—xr+1 z—0t 1 z—0+ =0 —4x3 —22—-21x—14 2—0 —14 2—0 14

Par composition de limites: lim sin
z—0t

14zt —2a3 —22 -z +2
—r+1

) =sin (2) # 0, et donc:

~ sin(2).

z—0+t

. Ut =223 — 22—z +2
sin
—x+1
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On conclut :

SiIl _ 14 -2 z3—z2—z+2
rz—1

I .
S TTR sin (2), et: f(z) et .

2

Corrigé 64. Lorsqu’on éléve un nombre dépendant de n a une puissance dépendant de n, il est recommandé de
tout mettre sous forme exponentielle pour éviter les généralisations hatives.

1
Pour tout n au voisinage de +o0, on a: u, = exp <3 n?1n <8COZ(") + cosh (i))) Faisons le développe-

ment asymptotique de I'argument de ’exponentielle (4 au moins deux termes, pour récupérer I’éventuel équivalent
asymptotique de u, — ¢ ensuite; c’est inutilement précis si seule la limite nous intéresse). on a:
cos(z) =1+ o (),
z—0
et: 1
h =1+-2 0 2.
cosh () —|—2x —|—w_>0(:c )

On compose ces développements limités avec % (quand n — 400, on a bien % — 0), et on obtient:

8 1 1 1 1
77COS(")+cosh — :17§+7+ Y — |-
n n n  2n2  n—otoo \ N2

En composant ceci avec le développement limité de  — In(1 + ) en 0 & Pordre 2 (ou 3: vérifiez bien ce que fait
la machine, je me suis emmélé les pinceaux dans la programmation) :

8 cos (L 1 1 1 1 1 2 1
St (20 o (1)) —ca [(2a L o (A))E(Ee o () e (D)
n n n  2n?2  no4oo \n? 2 N notoo \ N n—+oo \ n?

1
:2477,—&-?—&- o (1) ~ 24n.

n——+oo n——+oo

1
On en déduit: lim —3n%In (—SCOZ(") + cosh (i)) = 400, puis: lim w, = +o00 par composition de limites.
n—-+oo n—-+oo

Corrigé 65. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < v(x) » pour dire: u(x) =

o (v(x)). Grace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes:
r—r+00

sln(z+1) <zln(z+1)° <zeIn(z+ 1) < 2% In (z + 1),

et :
") « 2? < 2% In (2)? < 2°In (2)%.

Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que l’exponentielle « I'emporte » : c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit:

Pe*ln(z+1)° —ze"In(z+ 1) —zln(z+1)° +4zln(z+1) ~ 2%In(z+1)°.

r—+o0

De méme: —3223In (z)° + 22 In (z)° + 22 4 3e(~42) ~ —32231n (2)°.
T—r+00
In(z+1) _ ln(a:)+ln(l+%) B 1n(1+%)
In(x) In(x) =1+ In(x)

et In(z) . I)m +00), ce qui simplifie le premier équivalent. On conclut :

zjool car In (1 + %) II)OOO

De plus, on a In(z + 1) ~ In(z) (en effet :
Tr—r+00

23¢® In (z)° 1 .,

1‘*;100 —32231n (1-)2 z—+00 _33 '

g()

Corrigé 66. On a:
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1 1
sin(z) =2 —-2*+ o (2%), et: arctan(z)=z--2°+ o (a%).
On en déduit :

Sin(fv>+amn(x)=<w—éx3+ 0 (x3))+(1—;:c2+ 0 (x?’))

X

_ L o 1 4 3
—1—|—x—§x —633 —|—xgo(:r).

En combinant ce résultat avec le développement limité de z — In (z + 1) en 0 a 'ordre 3:

Lo, 13 3
ln(x+1):x—§x +§33 +Igo(x),

on a alors:

z—0 z—0 z—0
1 1 2
= (oo get g 0, 00) <5 (030 0, 60) + g (2, 6) 40, ()
1
= — 63:2—&—5;534—:83 (x3),

d’ou le résultat.

Corrigé 67. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < v(z) » pour dire: u(z) =

o (v(x)). Grace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes:
r— 400

1< ze® < 2%,

et :
22e(3%) « (29 In (2)! < 226727 < 2eC" In (z).

Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que l’exponentielle « I'emporte » : c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit:

3_(2x) 3,(27)

—z’e —ze*+12 ~ —z’e .
r—+00

De méme: —e(~2%) In ()" — 723e(~37) — 22(=22) 4 194 2e(~2) In () ~ 124 ze=®) In (). On conclut :
Tr—r1+00

—.’E3€(2 x) x2e(3m)

v oo T2AzeC D (z) »1ioe 124 1n(z)

g(z)

Corrigé 68. Commengons par la deuxiéme fraction. On a sinh (2x) + 1 2 1 et cosh (3x) = 1. Dong, en vertu
z— x—

de I’équivalent classique In(u) ~ U 1,ona:In(sinh (22) +1) ~ sinh (2 ), et: In (cosh (3 :E)) ~ cosh (3z) — 1.
u— T z—
Alors, nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au
1,2

premier terme non nul), sinh (u) ol et cosh (u) — 1 o2 U ou 'on prend respectivement v = 2x et u = 3z,
u—r u—r

impliquent :
In (sinh (22) + 1) sinh (2 x) 2z 4
In (cosh (3x)) «—0 cosh(3x) —1 =0 §22 209z

Passons & la premiére fraction. On a: sinh (z) = =z + ° (z),et:e*=1+z+ °, (z). Par conséquent :
—r T—

In (sinh (2)) ln(2x+zg0 (z) ln((2x)(1+zg0(1))) In(2) 4 In () +ln(1+zgo(1)) In (z)

In (e32) — 1) - In(3z + Lo (z))  In((3z)(1+ xzo(l))) In(3)+In(z)+In(1+ o (1)) +>0 In (z)’

z—0
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le dernier équivalent venant du fait que In(2) + In(1 + % (1)) — In(2), donc a une limite finie et est négligeable

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

flx) ~

z=01In(z) 9z 9z’

et en outre: lim f(x) = 4o0.
z—0+

Corrigé 69. Rappelons-nous que si a < 3, alors z® = O+ (xﬁ ) . De cela, on déduit facilement :
Tr—r+00
—2x+1 —2x 222 —-222—1 —2 72 2
~ ~ 2 — 2, ~ ~ =,
—x+1 z=+o0 —x z—+oo z—+o0 24— 623 +x+1a>+0 24 zotoo 22
—2 1 -2 1
Par composition de limites: lim arctan U arctan (2) # 0, et donc: arctan —2rtl ~
z—r+00 —x+1 —x+1 ) 2=+

arctan (2). On a donc:

fl@) ~ arctan(?)x( LR

r—r+00

2 2 arctan (2)
22 ) oo x '

Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

—2x+1 1 222 —22x -1 -1
—_— ~ = ~ 1—1, ~ — o~ =
—xz+1 z—0+ 1 z—0+ z—0 zt—6x3+x+12—0 1 z2—0
-2 1 1
Par composition de limites: lim arctan i arctan (1) = — 7 # 0, et donc:
z—0t —x+1 4
—2z+1 1
arctan [ ————— ~ =T
—x+1 z—0t 4

On conclut :
2 arctan (2)

f@) ~ —mets fla) o~ -2

z—0+ 4 T——+00 T

Corrigé 70. On écrit :

L1114 16
n+4_n1+%_n n  n2  notoo \ n2 ’

1 1 1 1 39 1
et de méme: = — s=—|1+—-+—=5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—-3 nl—=2= n n n2

0dez—
-
On en déduit :

42 a3 a1 a4 a6 (INY_ (1 3 9 (1
3n n+4 5(n-3) 3n n n?2 n3 notoo\n3d 5 \n n? n3 notoo\nd

_ w1 e (1
T 15m 5n2  5m3  notoo \nd )

Corrigé 71. Au voisinage de 0, on a: tan (z) =z + o (z),et:e®=14+x+ % (). On en déduit :
xrT—r

4
, avec respectivement = —— et & = — : ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
n n

z—0
(@) tan(sz)  (FF,0,0) - (8e+ 0, @) Tet 0@ 7.
e(22) _1 o 22+ o (x) 224 o (x) ==0 20 2
z—0 z—0

) .. tan(z) —tan(8xz) 7
Par conséquent : Ill)r(r)lJr @) 1 =—3

Corrigé 72. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons 'indétermination avec un déve-
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loppement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: sinh (z) = z + § 2° + % (2%). On
T—

compose ce développement limité avec celui de x — tan (x), ce qui est licite puisque —5 sinh () —60’ et on obtient :
r—r

—tan (5 sinh (z)) = + (Jc—|— élﬁ—l—zgo (953)> + % (a:—!—zgo(x))S—F

o (ZL'3>

:—Sz—%mg’—i— o (:rg)

x—0

On en tire d’une part: — tan (5 sinh (z)) ~ . —5 2 (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’ON
x—0

NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’autre part:

1 1 _51+<75x7%m3+mi0(a§3)>_7%—5x3+zg0(:):3) 7%x3_£

5¢  tan (5 sinh (z)) —5z tan (5 sinh (z)) " —5xtan (5 sinh (z)) a—ot+ —2522 10 =
(@) déduit : i L L 0

n en déduit: lim {— — ——— | =0.
e—0+ \ 5z  tan (5 sinh (z))
In(z+1 arctan (x
Corrigé 73. Composons les développements limités en 0 de x + sinh (z), x — g et T — 7() avec
x

1 1
— (quand n — +00, on a — — 0). Notons que si ’on fait nos développements & un ordre strictement inférieur a
n n

2, alors tous les termes se compensent et il ne reste plus que le terme d’erreur (faire vraiment le calcul pour s’en
convaincre!). Nous le faisons donc a l'ordre 2 dans ce qui suit.
On a:

1 1 1
- _ 2 _ 2 3 3 ) _ 3 3
smh(az)—x—i—moo(x), ln(m+1)—aﬁ—§x +§m +100(9c) et: arctan(m)—x—gx + o (7).

Par conséquent :
1 2 1 3
— — —sinh () —6nln ( + 1) + 2narctan ()
n n n n
1 2 1 1 1 1 3 1
=—— |- — —6|l1——+ — — 61— — —
n (n+n—>0+<x> (n2>> ( o0 302 T fee (n2>>+ ( 2 e (n2)>

(] 20
o n2 n—+o00 ’n,2 n—+o0o 77,2’

d’ou le résultat.

Corrigé 74. Rappelons-nous que si o < 3, alors z¢ = qr (xﬂ ) . De cela, on déduit facilement :
r—r 400
22% + 22+ 2 223 1 R —22% 22 —22? 9
Azt 4223 —422 —1 a—s400 —42t 2400 2z z—do0 | —22—5x —1 x40 —x2 z—otoo

Le fait que la premiére fraction rationnelle tende vers 0 autorise & écrire, en vertu de I’équivalent arctan (u) ~ wu:

u—0
¢ 28 + 22 4+ ¢ 22 + 22 4+ ¢
arctan
—4xt+ 2% — 422 -1

! O d
~ ~ —_ . n a donc:
zotoo —4xt + 223 — 432 — 1 2o+ 27

f@) o~ —ex(2) o~ —E

xr——+00 2 x xr—+00 xT

Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

2203 + 2242 x 0 —222 -2z —2x 9
~ _— ~ —{L’—) 5 ~Y ~ xT.
—4z4 4223 —422 — 1 20+ —1 z—0+ z—0 —22 -5 —12—0 —1 z—0

Le fait que la premiére fraction rationnelle tende vers 0 autorise & écrire, en vertu de 1’équivalent arctan (u) ~ w:

u—0
23+ 22+ 223 + 22 4z
arctan ~ ~
4t 4223 —422 -1 ) a—ot —4at+ 223 —422 —1 z—0+
On conclut : .
~ =222 et: ~ =
f@) oo T ° f(z) z—4oo
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Corrigé 75. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons 'indétermination avec un déve- <+ page 7
loppement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : arctan (z) = = — £ 2% + o, (z*). On
Tr—r

compose ce développement limité (ot on remplace x par —x) avec celui de z +— cos (x), ce qui est licite puisque

—3 arctan (z) — 0, et on obtient:
z—0

3 1/1 4 a2 1 4 .
cos (Z arctan(w)) =1- 3 <§m —z+ o (m )) + o (—x—i— wgo(az)) + o (a: )
9 o 411 4 4
=1-— — .
27 Tooas T.% (@
On en tire d’une part: cos (% arctan (a:)) -1 v 73% 22 (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure
puisqu’ON NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’autre part:
9 411 411
1 gg 9% 32 <—§$2+m$4+zﬂo($4)) B Grat+ o (a") st 137
cos (% arctan (a:)) -1 9z2 922 (cos (% arctan (az)) - 1) 922 (cos (% arctan (z)) — 1) z—0+ —% x4 54
1 . 1 32 137
On en déduit: lim 3 +tos ==
z—0+ \ cos (2 arctan (z)) —1 9= 54
sinh (z)

1
Corrigé 76. Composons les développements limités en 0 de = — sinh (z), z — et © — cos(x) avec — < page 7
n

1
(quand n — +o00, on a — — 0). Notons que si l'on fait nos développements & un ordre strictement inférieur &
n

2, alors tous les termes se compensent et il ne reste plus que le terme d’erreur (faire vraiment le calcul pour s’en
convaincre!). Nous le faisons donc a l'ordre 2 dans ce qui suit.
On a:

sinh(m):m—i—xgo(mZ), sinh(x):x+%x3+zgo(x3) et: Cos(m)zl—}xQ—&— o (z%).

Par conséquent :
1 1 2 1 2 2
— — + = sinh () + = nsinh () — cos ()
n 2 n 2 n n
1 n 1 /2 n 1 (14 2 n 1 1 2 n 1
=——4+ (= ) — S 0 — — S — o —
n 2\n n-otoo \ n2 3n2  n—too \ n? n2  n—odoo \ n2
s () L
T 3n2  notoo \n2 ) notoo 3n2’
d’ou le résultat.
Corrigé 77. On a: <+ page 8

1 1 1
ln(x—i—l):x—§x2+§az3+zgo(x3), et: mcos(x):x—§x3+ o (z°).

1 1
On compose ces développements limités avec — (quand n — +o00, on a bien — — 0), et on obtient :
n n

_Sln(1+1)_20(m(7ll):_3(1_1+1+ o (1)>_20<1_1+ 1) <1)>
n n n  2n?2  3n3  nodoo \nd n  2n3  n—otoo \ M3
233 9 1
—‘n+m+m+n;’+m<ns>-

En combinant ce résultat avec le développement limité de x — (z + 1)

wl=

en 0 a l'ordre 3:

1 1 1 5 .
(e )f =14 go—gat+ ot o (%),
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on a alors:

1
3
(—20 s (3) 51 (1 + 1) + 1)
n n
:1+1<_2:))+3+9+ 1) (1>)_1<_23+3+ ) <1)>2+5<_23+ ) <
3 n  2n2 n3 n-otoo\n 9 n = 2n?  n—too \ n? 81 n  n—too
1
9

1

nl
(B (L)) E(E e (D)) E (e, (1)), (]
3 n 2n2  n3  notoo \n n? n3  n—otoo \ n3 81 n3 n——+oo \ N3 n—+oo \ n3

23 1049 59971 1
n—)o-l—oo n3 )’

w

w

3n 18n?2 81n3 + n3

d’ou le résultat.

Corrigé 78. Commengons par la deuxiéme fraction. On a sin (32) + 1 —6 1 et cosh () —6 1. Donc, en vertu de  + page 8
T— xr—

Péquivalent classique In(u) ~ U 1, on a: In(sin(3z) + 1) ~ sin (3z), et: In (cosh (x)) ~ cosh (z) — 1. Alors,
u— T— T—
nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au premier
terme non nul), sin (u) U et cosh (u) — 1 ~ % u?, ot 'on prend v = 3z dans le premier développement limité,
u—r u—r
impliquent :
In(sin (3z) +1) sin (3 x) 3z 6

In (cosh (z)) z—0 cosh (z) — 1 230 12 e0 1

Passons & la premiére fraction. On a: sinh (z) = =z + °, (), et:sin(z) =z + °, (x). Par conséquent :
r—r T—r

In (sinh (4)) ln(4x+mgo () In(dx)14+ o (1)) In(4)+In(z) —&—ln(l—l—wgo(l)) In (z)

In(sin (32)) Bz + o (2)) - (@) 1+ o (1)) T In(3) +In(z) +In(1+ o (1)) 250 In (z)’

le dernier équivalent venant du fait que In(4) + In(1 + % (1)) — In(4), donc a une limite finie et est négligeable
z— z—

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

fl@) ~

e=0In(z) = =

et en outre: lim f(x) = 4o0.
z—0+

Corrigé 79. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons I'indétermination avec un dévelop- <+ page 8
pement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : cosh (z) = 14+ 1 22+ L z*+ o . (z*). On
r—r

compose ce développement limité (ot 'on remplace x par 4z) avec celui de x — tan (), ce qui est licite puisque
4 cosh (4z) — 4 — 0, et on obtient :
T—

2
tan(4cosh(4x)—4):+(8x2+%x4+ 30(;54))—&—
128
39,2 128 4 4y
3227 + 3 " + oo(x)

Tr—r

o (1’4)

On en tire d’une part : tan (4 cosh (4z) —4) ~ +32 22 (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’on
z—0

NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’autre part :

. B _32x2—(32x2+%ﬁ‘x4+x30(x4)) - —at+ o (a4) SLsgt
tan (4 cosh (4x) —4) 3222 3222 tan (4 cosh (4x) — 4) T 32x2tan (4 cosh (4x) —4) zot 1024zt T 24’
1 1 1
(@) déduit: i - =——.
Hen dedut (tan (4 cosh(4z)—4) 32 x2> 24
Corrigé 80. Au voisinage de 0, ona: In(z+ 1) =z + °, (z), et: cos(z) =1— Fa%+ °, (z?). On en déduit : + page 8
T z—
wtrn mrn_(o00,0)- (o 00)_ rra .
cos(3z)—1 B —2224 o (2?) _f%x2+ o (x2) =0 7%:52_ 9z
z—0 z—0
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In (2 1) —1 1
Par conséquent: lim n@z+1)—In(+1) = _—00
z—0+ cos(3z) — 1

Corrigé 81. Lorsqu’on éleve un nombre dépendant de n & une puissance dépendant de n, il est recommandé de
tout mettre sous forme exponentielle pour éviter les généralisations hatives.

Pour tout n au voisinage de 400, on a: u, = exp (fnln (sin (%) + nsinh (%))) Faisons le développement
asymptotique de argument de I’exponentielle (4 au moins deux termes, pour récupérer 1’éventuel équivalent asymp-
totique de u,, — ¢ ensuite; c’est inutilement précis si seule la limite nous intéresse). on a:

. _ 2
sm(x)fstrwgo(x ),

et:
1 .
Sinh(x):x+6x3+ o (2%).

z—0

On compose ces développements limités avec % (quand n — 400, on a bien % — 0), et on obtient:

. 1 . 1 1 1 1
nsinh | — ) +sin{—-—)=1+—-—+—=+ o0 — .
n n n  6n2  notoo \ n?

En composant ceci avec le développement limité de x — In(1 + ) en 0 & Pordre 2 (ou 3: vérifiez bien ce que fait
la machine, je me suis emmaélé les pinceaux dans la programmation) :

) 1 2! 1 1 1 1/1 1V)2 1
—nln (nsinh | — ) +sin | — =—n|{—-—4+—7+ o — —=|—-—4+ o — + o —
n n n  6n?  notoo \n? 2\n  notoo \n n—4oo \n2
1 1
=——-14 o - ~ -1
3n n—-+oo n n——+oo

On en déduit: lim —nln (sin ( 1) + nsinh( )) = —1, puis: lim wu, = e~V par continuité en —1 de I’expo-

1
n—-+oo n n n——+0o
nentielle.

De plus, reprenant les calculs ci-dessus:

1 1 et
— (7D — (=) — ) ) =1 ~
tn =€ ¢ <exp <3n * Tl*>0+00 <n>> ) n—+oo 3n

(on utilise la formule: e* — 1 ~, U en ne retenant que le terme prépondérant).
u—

Corrigé 82. On écrit :

11 1 1 2 n
n+2in1+%7n n  n2  notoo \ n2 ’
R 1 1 1 1 2 4 1 . . s o
et de méme : = — s=—(1+-+—5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—-2 nl—-2 n n  n?2 n-otoo \ n2
0dexzw+— , avec respectivement x = —— et x = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
n n

Onendédui;:
By T Bl 24, (I (2, (L
n n+2 n—-2 n n n2 n3 notoo \nd n nZ2 n3 notoo \nd

n n2 nd notoo\nd )’

Corrigé 83. Commengcons par la deuxiéme fraction. On a arctan (3z) + 1 —())1 et cos (z) — 1. Donc, en vertu de
z— T—

I'équivalent classique In(u) ~ U= 1,ona: In(arctan (3z) + 1) NOarctan (3x), et: In(cos (x)) ~,C08 (z)—1. Alors,
u— T—r T—r
nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au premier
terme non nul), arctan (u) ~o U et cos(u) — 1 ~ —2u?, ot l'on prend u = 3z dans le premier développement
u— u—
limité, impliquent :
In (arctan (3z) + 1) arctan (3 x) 3z 6

In (cos (z)) 250 cos (z) — 1 20 -1 Tz

~ .
xz x—0 x
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Passons a la premiere fraction. On a: arctan (z) =z + o (z),et: e* =14+2x+ o (x). Par conséquent :

x—0 z—0
In (arctan (3z)) _ In(3z + Igo (z) _ In((3z)(1+ Igo (1)) _ In(3) + In (z) + In(1 + Igo (1)) N In (z)
In (e*2) — 1) 1n(4x+xgo (x)) ln((4x)(1+m(_))0(1))) In(4) 4 In () +ln(1—|—x(_))0(1)) z—0 In(x)’

le dernier équivalent venant du fait que In(3) + In(1 + °, (1)) — In(3), donc a une limite finie et est négligeable
r—r Tr—r

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

1) sy = (<2) = -2,

z—0 In (I)

et en outre: lim f(x) = —o0.
z—0t

Corrigé 84. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons I'indétermination avec un dévelop-
pement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: sinh (z) = = + °, (x2) On compose ce
r—r

développement limité (ot 'on remplace & par —z) avec celui de x — €%, ce qui est licite puisque — sinh () —6 0,
T—

et on obtient :

z—0

o(—sinh(@) _ <7x+ o ($2)> +%(,x+ o (;E))Q+ o (%)

1 2 2
AR CY
On en tire d’une part: e(=snh(=) _1 ~ T (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’ON NE
z—0
SOMME PAS LES EQUIVALENTS !), et d’autre part :
1.2 2 1.2 2
R T Gt S o) B L P o B T S
xz  e(—sinh(z)) 1 m(e(—sinh(m)) _ 1) - m(e(—sinh(m)) _ 1) eo0t —x2 2
1 1 1
nen déduit: lim (—+ ———— ) = —=.
© it: lim, (x e 1) 2

Corrigé 85. Pour simplifier la rédaction, nous utiliserons la notation « u(z) < wv(z) » pour dire: u(x) =

o (v(x)). Grace aux croissances comparées, nous avons les relations de prépondérance suivantes :
r—+00

zln(z+1)° < 2% < 23 < D In(z + 1),

et :
3 < D n (2)° < n (2)° < 2P In ().

Nous laissons le lecteur vérifier chaque relation de prépondérance en montrant que le quotient des termes a comparer
tend vers zéro. On retiendra l'idée informelle que l’exponentielle « 'emporte » : c’est donc la plus « grande »
exponentielle qui détermine la fonction prépondérante. S’il apparait la méme exponentielle dans deux termes a
comparer, on utilise les puissances de x pour trancher, puisque le logarithme est négligeable devant elles, etc. On
en déduit:

—2% = 2%e" —20eC In (2 +1)° —zln(z+1)° ~ —20eC9In(z+1)°.

r——+00

De méme: 2e"®) In (2)° — 14 In (2)® + 2% In (z) — 11 (=32 ~ 22 1n ().
Tr—r1+00

- Cln(z+1) ln(x)—i—ln(l-&-%) _ ln(l-&-%) 1
De plus, on a In(z + 1) et In(z) (en effet: () = e =1+ Nl Lcarn(1+ 1) Nl 0
et In(x) 3 +00), ce qui simplifie le premier équivalent. On conclut :
Tr—r+00
() —20e32) In ()* 20 3% In (z)*
X ~ _— ~ B ———
g x—+00 z21n (:L’) T—+00 2
Corrigé 86. Rappelons-nous que si a < g, alors z¢ = (i (wﬁ ) . De cela, on déduit facilement :
Tr—r+00
—3 —x+2 —a3 9
~ ~ —X.
T+ 2 r—+o00 I x—+00
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7w47w3+2) ~

ATTENTION & ne pas penser que sin (x3+61 o), Tl

ne peut pas simplifier cette quantité. On a donc:

423 -2

f(.]f) 'L‘—;\—.;-oo sin <_:[;3-|—61x—|—1) X (—x2)

sin (—x) sous prétexte que

7m47w3+2

3 +6lz+1

xr——+00

Ensuite, au voisinage de 0, on raisonne de méme, et on trouve:

—zt — 2342 2
23 4+61lx+1 220+ 1 20+ z—0
4 3
—xt—x° +2
P ition de limites: i in (2 % T2
ar composition de limites wg{)l+sm(x3+6lx+1

(-2t =22
sin | m—————
23 4+6la+1

On conclut :

flx) ~ sin(2), et: f(z) ~

z—0t

Corrigé 87. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons I'indétermination avec un dévelop-
pement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord: cos (z) =1 — 122 + L 2t + °, (z*). On
T—r

compose ce développement limité avec celui de z — e®, ce qui est licite puisque cos (x) — 1 —6 0, et on obtient:
Tr—r

e<cos(z>71):1+(flx2+ix4+ 0 (m4))+1(flx2+ 0 (mQ))2+ o (x4)
z—0 2 2

2 24
1 2 1 4 4
=loguiage e, @)

1

On en tire d’une part: e(©s=)-1) _1 ~ -5 22 (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’ON NE

z—0t
SOMME PAS LES EQUIVALENTS !), et d’autre part :

r—+o0

2 91,2, 1,4 4
T4+ ( 5T +6:B +Izo(:c ))

—z3— 42 2 1
z+2 '

z—0 2 z—0

) = sin (2) # 0, et donc:

~ sin(2).
>x—>0+81n( )

5 . < x4+x3—2>
—2?sin | ————— ).

3 +6le+1

z—0 z—0

@361 241 5y oo
que les équivalents se composent mal, ’exponentielle et le logarithme donnant des contre-exemples classiques. On

9 . ( 1;4—|—J:3—2>
~  —risin | ——— 07— — ).

tat4 o (z“) 1.4
xz—0 6T

1 2
o@D 1 @ T 22 (eleost) =) 1)
On en déduit : xli>r61+ (e(cos(x)l_l)_l + ;) = —%.
Corrigé 88. On a:
sin(x):x—fx?’—l—xgo(m?’), et

On en déduit :

2 (e(cos(x)—l) _ 1) x;}* —%

cosh(x)zl—i—%xz—i— o (2%).

z—0

. 1 . 1
2sin (z) + cosh (z) = 2 <:c gac‘nggEgO (z3)) + <1+ 51’2 + oo(x?’))

r—r

1 1
:1+25€+§$2—§l‘3+ o (Jfg)

z—0

En combinant ce résultat avec le développement limité de « — In (z 4+ 1) en 0 & ordre 3:

1 1
n(z+1)=z—-2+-2°+ o (2%,

2

on a alors:

In (cosh (z) 4 2 sin (x))

1 1 .
_(2x+2x2—3x3+ o (.’173))—

x—0

1 1
= (2x+2x2—3x3+ 0 (m3)> —

x—0

N~ DN~

3 4
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d’ou le résultat.

Corrigé 89. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons I'indétermination avec un dévelop-
pement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: tan (z) = = + °, (z%). On compose ce
Tr—

développement limité (ot 'on remplace = par —% x) avec celui de 2 — e”, ce qui est licite puisque —% tan (g a?) —60,
T—>

et on obtient :

—L tan(3 2 2 1 ? 2
5 25 5 >
=1—- — _—
TR LMY
On en tire d’une part : el-atan(§e)) 1 o . 71—52 x (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’ON
x—0

NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS !), et d’autre part:

_ 5 og 25 g2 2 25 2 2
o1 cerR(Cher®er o () Her o () me
5z (-5 tan(§e)) 5:6(6(_% tan(3 «)) 71) 5x(e(_% tan(3 2)) 71> a0t =282 T 2

1

On en déduit: lim

12 n 1
z—0T \ DT e(—% tan(%x)) _1 2

Corrigé 90. Commengons par la deuxiéme fraction. On a In (z + 1) +1 — 1 et cos (3 ) — 1. Donc, en vertu de
z—r T—
I'équivalent classique In(u) ~ u—1,ona:In(ln(x+1)+1) ~ In(z+1),et:In(cos(3z)) ~ cos(3z)—1. Alors,
u—1 z—0 z—0
nos équivalents de fonctions usuelles (qu’on retrouve au besoin avec un développement limité en 0 jusqu’au premier

terme non nul), In (u + 1) ~oU et cos (u)—1 ~ —2u?, ot l'on prend u = 3z dans le second développement limité,
u—> u—

impliquent :
In(ln(z+1)+1) In(z+1) x 2
In(cos (3z)) w—0cos(3z)—1a=0—5222-0 9z’

Passons & la premiére fraction. On a: sin () = x + ° (),et:In(z+1)=a+ °, (2). Par conséquent :
—r T—

In(sin(4z)) In(4z + o (z) B In((4z)(1+ o (1)) B In(4) + In (z) + In(1 + o (1)) In (z)
In(ln(2z+1)) In(2x+ Lo (z))  In((22)(1+ o (1)))  In(2)+In(z)+In(l + o (1)) +50 In (z)’

le dernier équivalent venant du fait que In(4) + In(1 + % (1)) — In(4), donc a une limite finie et est négligeable
z— z—

devant In(z) (qui a une limite infinie en 0) ; de méme au dénominateur. On conclut :

et en outre: lim f(z) = —oc.
z—0t

Corrigé 91. On a:
sinh (z) =z + 1953 + o (2% et: sin(z)=z-— lx?’ + o (2%
6 z—0 ’ ' 6 z—0 ’

On en déduit :
—sinh (z) 4+ 7sin (z) = — 33—}—1953—&— o (2°))+7 x—lx?’—i— o (z%)
6 x—0 6
4 3 3
=6z -z +$go(x).

En combinant ce résultat avec le développement limité de « — In (z 4+ 1) en 0 & Pordre 3:

— L o 13 3
1n(x+1)—m—§x +§x —i—wgo(x%
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on a alors:
In (7 sin (x) — sinh () + 1)

_ <6x et o (IS))

x—0

4
= (695— gxg —&—mgo (xg))

=62 — 1822 —|— 3 at —I—zgo(x3),

d’ou le résultat.

Corrigé 92. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons 'indétermination avec un déve- <+ page 9
loppement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: sinh (z) = = + %x?’ + ° (xg) On
r—r

compose ce développement limité (ot 'on remplace z par %x) avec celui de = +— sin (z), ce qui est licite puisque
7% sinh (% :z:) — 0, et on obtient :
z—0

(24 432 4 w14 3 ,
—sin (G sinh (o)) =+ (Fat+ gz’ + o () g 5o+ o, @) + o (")
157 T 2025 ¢ +x30($)'

On en tire d’une part: — sin (% sinh (% x)) ~ 185 (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’ON
z—0

NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’autre part:

15 ) :8z+15< Sa- 8ty go(:c3)): -3y io(m?’) N lex
8z  sin (% sinh(2)) —8zsin (2 sinh (22)) —8zsin (£ sinh (22)) oot —Fga2 9
Oty (2= b ) <o
Corrigé 93. On a: + page 9
sin(x):x—%x3+xgo(x3), et: arctan(x):x—%x3+xgo(x4).

1 1
On compose ces développements limités avec — (quand n — +00, on a bien — — 0), et on obtient:
n n

2si 1 + t 1 2 ! 1 + o L + 11 1 + o !
—2sin [ — narctan [ — | = -2 - - — - - il
n n n  6n3  notoo \ n3 3n2  n—otoo \ nd

Il
|
SRR
|
[O%)
:\H
[\
w0
3}—‘
w
S
N
8
VRS
3| =
N———

5
2

En combinant ce résultat avec le développement limité de z +— (x +1)2 en 0 a l'ordre 3:

5 5 .15, 5, ,
2 _
R LA R TR O
on a alors:
5

1 i 1 2
(n arctan () — 2 sin ())

n n
U - S S S A U R WL G S VY L5 (2, VYL 1
o 2 n  3n2 3n3 n-too\nd 8 n  3n?  notoo \n?2 16 n  n—too \ nl n—s+oo \ N3
CLuB(2_ (AN 154 a4 IR A s . (]
o 2 n  3n2 3n3 n-too\nd 8 \n?2 3n3 n-odoo\nd 16 n3  notoo \ n3 n—+oo \ n3
5,20 5 (]
o E ﬁ 6? n—4oo \ n3 )’

d’ou le résultat.
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Corrigé 94. Pour tout n au voisinage de 400, on a: + page 9

n—-+oo n—-+oo 3

1
Par conséquent : liIE (\3'/n3+n27n717\/n272>:§.

n— 400

Corrigé 95. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons I'indétermination avec un dévelop- < page 9
pement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: tan (z) = = + 2, (;v2) On compose ce
g

développement limité (ou I'on remplace x par 4 ) avec celui de z — €*, ce qui est licite puisque —% tan (4 x) —())0,
T—r

et on obtient :

2
(—é tan(4z)) _ ( 2 ) 1 ( ) 2
16 128 , )
=1- — —_—
gt g+ ,9, ()
On en tire d’une part : (=3 tan(42)) _ 1 . 713—6 z (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’oN
z—0

NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’autre part:

L 16x+3(—?m+%8z2+ 00(m2)) 1282 + oo(mQ) 128 ;2 0
+ _ T — _ T —r ~ 9 ———
162 6(7% tan(4a) _ 1 16x(e(_% tan(4z)) _ 1) ( (—4% tan(42)) 1) z—0+ _% 2 2

3 1 1
déduit: lim | —— )
On en déduit: lim, (1635 T o) 1> 2

1
Corrigé 96. Composons les développements limités en 0 de z — arctan (z), x — e” et © — cosh (z) avec — (quand < page 9
n

n — 400, on a — — 0). Notons que si 'on fait nos développements & un ordre strictement inférieur a 3, alors tous
n

les termes se compensent et il ne reste plus que le terme d’erreur (faire vraiment le calcul pour s’en convaincre!).
Nous le faisons donc a l'ordre 3 dans ce qui suit.
On a:

arctan(m):x—%x?’—i— o (2°), ex:1+x+1x2+}x3+ o (2*) et: cosh(z )—1—|—2m + o (2%).

x—0 2 6 x—0 x—0

Par conséquent :

2 2 2
—8arctan<)+7ei—7cosh<>
n n n
2 2 8 1 2 2 4 1 2 1
=2 g2 2 — 1+24+ 2 V) =7(1+ 2 —
n 8(71 3n3+n%0+oo <n3>>+7< +nJr +3n3+n%(3roo (n3)> 7( JrnQJrnﬁqroo <n3)>
_2 92
" 3n3  notoo \nd ) notoo 303’
d’ou le résultat.

Corrigé 97. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons 'indétermination avec un déve- <+ page 9
loppement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: sinh (z) = = + %x?’ + °, (333) On
r—r

43



LA BANQUE DES CENT Développements limités, asymptotiques, équivalents, limites

1

compose ce développement limité avec celui de x +— arctan (z), ce qui est licite puisque £

obtient :

sinh () — 0, et on
T—r

arctan (% sinh (x)) =+ (;t + éx:‘ + o (x3)> — % (ac + o (x))3 + o (xS)

x—0 x—0 z—0
1 23

_ 3
=zet et o (@)

On en tire d'une part: arctan (% sinh (m)) ~ %x (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’oN
z—0

NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’autre part :

1 23 .3 3 23 .3 3

5 1 $*5<3x+mm +Iio(m )) 150 7 *zio(z) — 23 43 23

—— 4+ = = ~ = ——2x
T arctan (é sinh (x)) x arctan (% sinh (:v)) T arctan (é sinh (m)) z—07F éSCQ 30

1
On en déduit: lim 2 + T =0.
e—0t \ x  arctan (3 sinh (z))

L1124 (]
n-+2 n1—|—%_n n  n2  notoo \ n2 ’

1 1 1 1 1 1
et de méme: = — T=—|1+—-+—=5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—1 nl—-—- n n n—+4oco \ 1

Corrigé 98. On écrit :

1 2 1

0 de  — ——, avec respectivement © = —— et = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
— n n

On en déduit :

1 1 171 11 2+4+0 1 11+1+1+0 1
57 n+2 n—-1 57n n n? n3 n-otoo \nd n n?2 n3 n-otoo \nd

1 5 (1
T 5Tn n2 nd3  notoo\nd3 )’

Corrigé 99. Remarquons que nous avons une forme indéterminée. Nous levons 'indétermination avec un déve-
loppement limité. Deux termes sont nécessaires (pourquoi?). Tout d’abord: sinh (z) = = + %x?’ + °, (334). On
r—

compose ce développement limité (ot 'on remplace x par 4 ) avec celui de x — cos (z), ce qui est licite puisque
—3 sinh (42) — 0, et on obtient :
xr—r

cos(g sinh(4x))zlf%(%x3+4x+ 0 (m3)>2+i<4x+ ) (:1:))4+ ) (az4)

xz—0 z—0 z—0

=1-182"— 422"+ o ().

x—0

On en tire d’une part : cos (% sinh (4 x)) -1 ~. —18 22 (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure puisqu’oN
r—

NE SOMME PAS LES EQUIVALENTS!), et d’autre part:

L N 1822 + (718x2742x4+zio (14)> B —422%+ o (=*) 24t 7
cos (% sinh (4:1:)) —1 18z% 18 22 (cos (% sinh (496)) - 1) 1822 (cos (% sinh (4:):)) — 1) oot —324zt 54
1 1 7
On en déduit: lim + =—.
20+ (cos (2 sinh(4z)) —1 18 x2> 54
Corrigé 100. On écrit :
1 1 1 1 3 . 9 oo 1
n+3 nl+32 n n n?2 n-sto\n?))’
. 1 11 1 11 1 o . ) o
et de méme: =— r=—|\l+-+5+ o — (on utilise deux fois le développement limité en
n—1 nl—-—- n n o n n—+4oco \ 1
1 3 1
0dexz+— T2’ avec respectivement x = —— et £ = —: ces deux quantités tendent bien vers 0 quand n — +00).
- n n
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On en déduit :

SRR SN SRS S IR RN B RS A S
n n+3 8n-1) n n n? nd notoo\nd 8 n? n3
+
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