
La Banque des Cent Nature d’une intégrale généralisée

Nature d’une intégrale généralisée

� L’objectif de ces exercices est de vous faire étudier la nature d’intégrales impropres. On apportera une
attention particulière à la rédaction : mention du domaine de continuité, du théorème de comparaison
des intégrales de fonctions positives, de la convergence absolue si ce n’est pas positif, etc.

Exercice 1. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 12

x 7→ −1
2 x sinh

(2
x

)
− 13

4 x
+ 13

4 arctan
(1

x

)
+ cos

(2
x

)
.

Exercice 2. Étudier la nature de l’intégrale : → page 12∫ 1

0
− 1

(x− 1) ln (x)128 dx.

Exercice 3. Étudier la nature de l’intégrale : → page 12

∫ 2

0

ln (x)3

x
1
9

dx.

Exercice 4. Étudier la nature de l’intégrale : → page 13

∫ +∞

0
−x− (x4 + 1)

1
4

x
1
4

dx.

Exercice 5. Étudier l’intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction : → page 13

x 7→ 1
cos

(
4
5 arctan (x)

)
− 1

+ 25
8 x2 .

Exercice 6. Étudier la nature de l’intégrale : → page 14

∫ 1

0

x
1

25

√
−x + 1|ln (x)|

1
26

dx.

Exercice 7. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 14

x 7→ −1
3 x arctan

(2
x

)
+ 1

3 x ln
(2

x
+ 1

)
+ 6

x
− 8

3 ln
(2

x
+ 1

)
.

Exercice 8. Étudier l’intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction : → page 15

x 7→ 1
cos

(
5
3 arctan (4 x)

)
− 1

+ 9
200 x2 .
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La Banque des Cent Nature d’une intégrale généralisée

Exercice 9. Étudier la nature de l’intégrale : → page 15

∫ +∞

1

sin (x)
x

3
2

dx.

Exercice 10. Étudier la nature de l’intégrale : → page 16∫ 1

0
e(− 1

|ln(x)|)dx.

Exercice 11. Étudier la nature de l’intégrale : → page 16∫ +∞

1

1
x
(

1
x48 + 1

)dx.

Exercice 12. Étudier la nature de l’intégrale : → page 16∫ +∞

1

1
(x + 1)x 33

2
dx.

Exercice 13. Étudier la nature de l’intégrale : → page 16∫ +∞

1
e(− ln(x)2)dx.

Exercice 14. Étudier la nature de l’intégrale : → page 17

∫ +∞

0

sin
(
15 x

1
4
)
− sin

(
x

1
4
)

x6 dx.

Exercice 15. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 17

x 7→ 7
x

+ 17
6 cos

(3
x

)
− 1

2 cosh
(1

x

)
− 7

3 e
3
x .

Exercice 16. Étudier la nature de l’intégrale : → page 17∫ 1

0
e(− 1

|ln(x)|)dx.

Exercice 17. Étudier la nature de l’intégrale : → page 18∫ +∞

1

1
x
(

1
x

+ 1
)dx.

Exercice 18. Étudier la nature de l’intégrale : → page 18
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∫ 1

0
−(x− 1)x 1

35

ln (x) dx.

Exercice 19. Étudier la nature de l’intégrale : → page 18

∫ +∞

1

cos (9 x6)− cos (x6)√
x

dx.

Exercice 20. Étudier la nature de l’intégrale : → page 19∫ +∞

1
x2 cos (2 x) e(−8 x2)dx.

Exercice 21. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 19

x 7→ −1
9 x sinh

(3
x

)
− 1

x
+ arctan

(1
x

)
+ 1

3 cosh
(2

x

)
.

Exercice 22. Étudier la nature de l’intégrale : → page 20∫ 1

0

1
(x + 1)

√
x

dx.

Exercice 23. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 20

x 7→ 3
5 x ln

(1
x

+ 1
)
− 1

2 x
− 3

5 cos
(1

x

)
+ 2

5 sin
(2

x

)
.

Exercice 24. Étudier la nature de l’intégrale : → page 20∫ +∞

1
xe(− 1

2 x2 ) sin
(1

2 x
)

dx.

Exercice 25. Étudier la nature de l’intégrale : → page 20

∫ 1

0

(x + 1)
5

494 − x
5

494

x7 dx.

Exercice 26. Étudier la nature de l’intégrale : → page 21∫ +∞

0

cos (2 x)− cos (x)
x2 dx.

Exercice 27. Étudier l’intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction : → page 21

x 7→ − 9
16 x

+ 1
e( 4

3 sinh( 4
3 x)) − 1

.
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Exercice 28. Étudier la nature de l’intégrale : → page 22

∫ 1

0

√
x√

−x + 1
dx.

Exercice 29. Étudier la nature de l’intégrale : → page 22∫ +∞

1

1
(x + 1)x 1

3
dx.

Exercice 30. Étudier la nature de l’intégrale : → page 22∫ +∞

0

1

x2
(

1
x

1
3

+ 1
)dx.

Exercice 31. Étudier la nature de l’intégrale : → page 23

∫ 1

0

(x + 1)
1
3 − x

1
3

√
x

dx.

Exercice 32. Étudier la nature de l’intégrale : → page 23

∫ +∞

0

sinh
(
3 x

1
24
)
− sinh

(
x

1
24
)

x
1
4

dx.

Exercice 33. Étudier la nature de l’intégrale : → page 23

∫ +∞

1

sinh
(
10 x

10
3
)
− sinh

(
x

10
3
)

x
17
21

dx.

Exercice 34. Étudier la nature de l’intégrale : → page 23∫ 1

0
x

1
6 (−x + 1)

31
2 |ln (x)|

1
19 dx.

Exercice 35. Étudier la nature de l’intégrale : → page 24

∫ 1

0
−x6 − (x9 + 1)

2
3

x
1
6

dx.

Exercice 36. Étudier la nature de l’intégrale : → page 24

∫ +∞

1
cos (x)426 e

(
− 1√

x

)
dx.
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Exercice 37. Étudier la nature de l’intégrale : → page 24

∫ 1

0

ln
(
2 x

1
7 + 1

)
− ln

(
x

1
7 + 1

)
√

x
dx.

Exercice 38. Étudier la nature de l’intégrale : → page 25∫ 1

0

cos (x)− 1√
x

dx.

Exercice 39. Étudier la nature de l’intégrale : → page 25

∫ +∞

1

cos (
√

x)− 1
x2 dx.

Exercice 40. Étudier la nature de l’intégrale : → page 25

∫ +∞

1

ln (x)
1
6

x7 dx.

Exercice 41. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 26

x 7→ −3
8 x ln

(2
x

+ 1
)

+ 1
3 x sin

(3
x

)
− 1

2 x
− 1

4 e
1
x .

Exercice 42. Étudier la nature de l’intégrale : → page 26∫ 1

1
2

1√
x ln (x)dx.

Exercice 43. Étudier la nature de l’intégrale : → page 26∫ 1

0
e(− ln(x)2)dx.

Exercice 44. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 26

x 7→ −1
7 x sinh

(1
x

)
+ 1

x
− 1

3 arctan
(3

x

)
+ 1

7 cosh
(2

x

)
.

Exercice 45. Étudier la nature de l’intégrale : → page 27

∫ +∞

0

sin
(
9 x

1
3
)
− sin

(
x

1
3
)

x
dx.

Exercice 46. Étudier la nature de l’intégrale : → page 28
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∫ +∞

0
−x4 −

√
x8 + 1

x
3

11
dx.

Exercice 47. Étudier la nature de l’intégrale : → page 28∫ +∞

1

1

x
1
3

(
1

x
9
7

+ 1
)dx.

Exercice 48. Étudier la nature de l’intégrale : → page 28

∫ 1

0
−x−

√
x2 + 1√
x

dx.

Exercice 49. Étudier la nature de l’intégrale : → page 29

∫ 1

0

(x− 1)6

x
7
6 ln (x)4 dx.

Exercice 50. Étudier l’intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction : → page 29

x 7→ 1
cos

(
sin

(
5
2 x
))
− 1

+ 8
25 x2 .

Exercice 51. Étudier la nature de l’intégrale : → page 30

∫ +∞

0
−x

5
8 − (x5 + 1)

1
8

x
5
3

dx.

Exercice 52. Étudier la nature de l’intégrale : → page 30

∫ +∞

0
e

(
−
√

|ln(x)|
)
dx.

Exercice 53. Étudier la nature de l’intégrale : → page 30

∫ +∞

0

arctan (7 x2)
x

3
7

dx.

Exercice 54. Étudier la nature de l’intégrale : → page 31

∫ 1

0

sin (x)
x

1
3

dx.

Exercice 55. Étudier la nature de l’intégrale : → page 31
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∫ 1

0

1
(x + 1)xdx.

Exercice 56. Étudier la nature de l’intégrale : → page 31

∫ +∞

1

ln (x)
3
2

x8 dx.

Exercice 57. Étudier l’intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction : → page 31

x 7→ 10
x

+ 1
ln
(
−1

4 sinh
(

2
5 x
)

+ 1
) .

Exercice 58. Étudier la nature de l’intégrale : → page 32

∫ 1

0
− x

1
5

(x− 1)|ln (x)|
1

22
dx.

Exercice 59. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 32

x 7→ −24
65 x sinh

(3
x

)
− 4

13 x
+ 72

65 e
1
x − 2

5 ln
(2

x
+ 1

)
.

Exercice 60. Étudier la nature de l’intégrale : → page 33

∫ 1

0

sinh (6 x2)
x

15
16

dx.

Exercice 61. Étudier la nature de l’intégrale : → page 33

∫ 1

0

ln (x)2

x
√
−x + 1

dx.

Exercice 62. Étudier la nature de l’intégrale : → page 33

∫ 1

0

(x + 1)
1

10 − x
1

10

x
dx.

Exercice 63. Étudier l’intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction : → page 34

x 7→ − 8
9 x

+ 1
tan

(
3
2 ln

(
3
4 x + 1

)) .

Exercice 64. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 34
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x 7→ −2
x

+ 1
3 cos

(3
x

)
− 1

3 e
3
x + sin

(3
x

)
.

Exercice 65. Étudier la nature de l’intégrale : → page 35∫ +∞

1

1

x
(

1
x

1
5

+ 1
)dx.

Exercice 66. Étudier la nature de l’intégrale : → page 35

∫ +∞

0
x2 cos (x)4 e

(
− 1

7 x
1
3
)
dx.

Exercice 67. Étudier la nature de l’intégrale : → page 35∫ +∞

2

1
x

3
2 ln (x)2 dx.

Exercice 68. Étudier la nature de l’intégrale : → page 36

∫ 1

0
e

(
−|ln(x)|

1
5
)
dx.

Exercice 69. Étudier la nature de l’intégrale : → page 36∫ +∞

0

1
x

3
28
(

1
x

+ 1
)dx.

Exercice 70. Étudier la nature de l’intégrale : → page 36∫ +∞

1
x cos (2 x) e( 1

3 x)dx.

Exercice 71. Étudier la nature de l’intégrale : → page 36∫ +∞

0
x2e(−3 x2) sin (x)12 dx.

Exercice 72. Étudier la nature de l’intégrale : → page 37

∫ 1

0
− |ln (x)|

1
4

(x− 1)3x10
dx.

Exercice 73. Étudier l’intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction : → page 37
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x 7→ 1
cos

(
5
2 sinh

(
3
2 x
))
− 1

+ 32
225 x2 .

Exercice 74. Étudier la nature de l’intégrale : → page 38∫ +∞

0
e(−x) sin (x)3 dx.

Exercice 75. Étudier la nature de l’intégrale : → page 38∫ 1

1
2

1
x3|ln (x)|

1
6
dx.

Exercice 76. Étudier la nature de l’intégrale : → page 38∫ 1

0
e(−|ln(x)|9)dx.

Exercice 77. Étudier la nature de l’intégrale : → page 38∫ +∞

0
e(− ln(x)2)dx.

Exercice 78. Étudier la nature de l’intégrale : → page 39∫ +∞

1

1
x
(

1
x

+ 1
)dx.

Exercice 79. Étudier la nature de l’intégrale : → page 39∫ 1

1
2

√
x

ln (x)2 dx.

Exercice 80. Étudier la nature de l’intégrale : → page 39∫ 1

0

√
−x + 1|ln (x)|

7
5 dx.

Exercice 81. Étudier la nature de l’intégrale : → page 40∫ +∞

1

1
√

x
(

1√
x

+ 1
)dx.

Exercice 82. Étudier la nature de l’intégrale : → page 40

∫ 1

0

sinh
(
x

1
9
)

x5 dx.

9
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Exercice 83. Étudier la nature de l’intégrale : → page 40

∫ 1

0

x2

(x− 1)2 dx.

Exercice 84. Étudier la nature de l’intégrale : → page 40∫ +∞

1
e(− ln(x)3)dx.

Exercice 85. Étudier la nature de l’intégrale : → page 40

∫ 1

1
2

√
x√

|ln (x)|
dx.

Exercice 86. Étudier la nature de l’intégrale : → page 41

∫ +∞

0

ln (x)4
√

x
dx.

Exercice 87. Étudier la nature de l’intégrale : → page 41

∫ 1

0

x
350
13 (−x + 1)

4
9

|ln (x)|
5

19
dx.

Exercice 88. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 42

x 7→ 8 x ln
(1

x
+ 1

)
+ 3

x
+ arctan

(1
x

)
− 8 cosh

(3
x

)
.

Exercice 89. Étudier la nature de l’intégrale : → page 42

∫ +∞

0

x
1
3

x
10
3 + 1

dx.

Exercice 90. Étudier la nature de l’intégrale : → page 42

∫ 1

0

e

(
x

2
3
)
− 1

x
1
3

dx.

Exercice 91. Étudier la nature de l’intégrale : → page 43∫ 1

0

x

(x− 1)16|ln (x)|
2
3
dx.

10
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Exercice 92. Étudier l’intégrabilité au voisinage de +∞ de la fonction : → page 43

x 7→ 2 x sin
(1

x

)
+ 1

x
− 1

3 arctan
(3

x

)
− 2 cos

(1
x

)
.

Exercice 93. Étudier la nature de l’intégrale : → page 43

∫ 1

0

sinh
(
3 x

1
3
)

x3 dx.

Exercice 94. Étudier la nature de l’intégrale : → page 43

∫ +∞

0

x2

x
404

9 + 1
dx.

Exercice 95. Étudier la nature de l’intégrale : → page 44∫ 2

0
x ln (x) dx.

Exercice 96. Étudier la nature de l’intégrale : → page 44

∫ 1

0

cosh
(
51 x

1
68
)
− cosh

(
5 x

1
68
)

x
dx.

Exercice 97. Étudier la nature de l’intégrale : → page 44

∫ +∞

2

ln (x)2

x
dx.

Exercice 98. Étudier la nature de l’intégrale : → page 45∫ +∞

1

1
x ln (x)dx.

Exercice 99. Étudier la nature de l’intégrale : → page 45∫ 1

0
−(x− 1) ln (x) dx.

Exercice 100. Étudier l’intégrabilité au voisinage de 0 de la fonction : → page 45

x 7→ 1
cosh

(
−3

2 sin
(

1
4 x
))
− 1
− 128

9 x2 .
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Corrigé 1. L’application x 7→ −1
2 x sinh

(2
x

)
− 13

4 x
+ 13

4 arctan
(1

x

)
+ cos

(2
x

)
est continue ← page 1

sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un
développement asymptotique de cette fonction.

On a :

− 13
4 x
− 1

2 x sinh
(2

x

)
+ 13

4 arctan
(1

x

)
+ cos

(2
x

)
= − 13

4 x
−
(

1 + 2
3 x2 + o

x→+∞

( 1
x2

))
+ 13

4

(1
x

+ o
x→+∞

( 1
x2

))
+
(

1− 2
x2 + o

x→+∞

( 1
x2

))
= − 8

3 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0
− 8

3 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives (qu’on peut utiliser ici à condition de se
ramener à la fonction opposée), la fonction x 7→ −1

2 x sinh
(2

x

)
− 13

4 x
+ 13

4 arctan
(1

x

)
+ cos

(2
x

)
est intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 2. L’application x 7→ − 1
(x− 1) ln (x)128 est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes ← page 1

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1.

Au voisinage de 1. On a : − 1
(x− 1) ln (x)128 ∼x→1

− 1
(x− 1)129 > 0. Or l’intégrale de Riemann∫ 1

1
2

dx

−(x− 1)129 est d’exposant 129 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de comparaison des

intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

− 1
(x− 1) ln (x)128 dx diverge également.

Par conséquent l’intégrale
∫ 1

0

1
ln (x)128 dx diverge aussi, et

∫ 1

0
− 1

(x− 1) ln (x)128 dx également.

Corrigé 3. L’application x 7→ ln (x)3

x
1
9

est continue sur ]0,2]. Étudions les problèmes éventuels ← page 1

d’intégrabilité au voisinage de 0. Notez que pour t ⩽ 1, il peut être préférable d’étudier l’inté-

grabilité de l’application opposée x 7→ − ln (x)3

x
1
9

, afin de se ramener à une intégrale de fonction
positive et raisonner par comparaison (en effet le logarithme est négatif au voisinage de 0, donc
son opposé est positif).

Au voisinage de 0. Utilisons la méthode « xαf(x) » : soit α ∈ R. On a, au voisinage de 0 :

xα ·
(
− ln (x)3

x
1
9

)
= −xα− 1

9 · ln (x)3 −→
x→0

{
+∞ si α− 1

9 ⩽ 0,
0 si α− 1

9 > 0,

d’après le théorème des croissances comparées (pour le cas α− 1
9 > 0). Par conséquent, pour tout

α ∈ R tel que α > 1
9 , on a :

− ln (x)3

x
1
9

= o
x→0

( 1
xα

)
.

Choisissons α ∈ R de sorte que α > 1
9 et α < 1, par exemple : α = 5

9 (la moyenne de 1 et de
1
9). Alors d’après ce qui précède, on a : − ln (x)3

x
1
9

= o
x→0

( 1
x

5
9

)
parce que 5

9 > 1
9 , or l’intégrale de

12
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Riemann
∫ 2

0

dx

x
5
9

est d’exposant 5
9 < 1, donc elle converge. D’après le théorème de comparaison

des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 2

0
− ln (x)3

x
1
9

dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 2

0

ln (x)3

x
1
9

dx converge.

Corrigé 4. L’application x 7→ −x− (x4 + 1)
1
4

x
1
4

est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes ← page 1

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de 0. On a :

−x− (x4 + 1)
1
4

x
1
4

∼
x→0

1
x

1
4

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
1
4

est d’exposant 1
4 < 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0
−x− (x4 + 1)

1
4

x
1
4

dx converge
également.

Au voisinage de +∞. Soit x au voisinage de +∞. On a :

−x +
(
x4 + 1

) 1
4 = x

(( 1
x4 + 1

) 1
4
− 1

)
∼

x→+∞
x · 1

4 x4 = 1
4 x3 ,

donc :

−x− (x4 + 1)
1
4

x
1
4

∼
x→+∞

1
4 x

13
4

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
13
4

est d’exposant 13
4 > 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1
−x− (x4 + 1)

1
4

x
1
4

dx converge
également.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0
−x− (x4 + 1)

1
4

x
1
4

dx converge.

Corrigé 5. L’application x 7→ 1
cos

(
4
5 arctan (x)

)
− 1

+ 25
8 x2 est continue au voisinage de 0. Dé- ← page 1

terminons un équivalent de cette fonction en 0, avec un développement limité. Deux termes sont
nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : arctan (x) = x− 1

3 x3 + o
x→0

(x4). On compose ce dévelop-
pement limité (où l’on remplace x par −x) avec celui de x 7→ cos (x), ce qui est licite puisque
−4

5 arctan (x)−→
x→0

0, et on obtient :

cos
(4

5 arctan (x)
)

= 1− 1
2

(1
3 x3 − x + o

x→0

(
x3
))2

+ 1
24

(
−x + o

x→0
(x)
)4

+ o
x→0

(
x4
)

= 1− 8
25 x2 + 144

625 x4 + o
x→0

(
x4
)

.

13
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On en tire d’une part : cos
(

4
5 arctan (x)

)
−1 ∼

x→0+
− 8

25 x2 (utile pour la suite, mais insuffisant pour
conclure puisqu’on ne somme pas les équivalents !), et d’autre part :

1
cos

(
4
5 arctan (x)

)
− 1

+ 25
8 x2 =

8 x2 + 25
(
− 8

25 x2 + 144
625 x4 + o

x→0
(x4)

)
8 x2

(
cos

(
4
5 arctan (x)

)
− 1

)
=

144
25 x4 + o

x→0
(x4)

8 x2
(
cos

(
4
5 arctan (x)

)
− 1

)
∼

x→0+

144
625 x4

−64
25 x4 = −9

4 .

On en déduit :

lim
x→0+

 1
cos

(
4
5 arctan (x)

)
− 1

+ 25
8 x2

 = −9
4 .

L’application x 7→ 1
cos

(
4
5 arctan (x)

)
− 1

+ 25
8 x2 se prolonge donc par continuité en 0 : elle est

intégrable à son voisinage. D’où le résultat.

Corrigé 6. L’application x 7→ x
1

25

√
−x + 1|ln (x)|

1
26

est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes ← page 1

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| = − ln (x).
Cela peut vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels signes moins
dans le raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).

Au voisinage de 0. On a : x
1

25

√
−x + 1|ln (x)|

1
26
∼

x→0

x
1

25

(− ln (x))
1

26
> 0. On a : lim

x→0

x
1

25

ln (x)
1

26
= 0. On

peut donc prolonger l’application x 7→ x
1

25

ln (x)
1

26
par continuité en 0 (en posant que sa valeur y est

nulle). Elle se prolonge donc en une application continue sur le segment [0, 1
2 ] : on en déduit que

l’intégrale
∫ 1

2

0

x
1

25

ln (x)
1

26
dx converge. Par comparaison, l’intégrale

∫ 1
2

0

x
1

25

√
−x + 1|ln (x)|

1
26

dx converge

également.

Au voisinage de 1. On a : x
1

25

√
−x + 1|ln (x)|

1
26
∼

x→1

1
(−x + 1)

7
13

> 0. Or l’intégrale de Riemann∫ 1

1
2

dx

(−x + 1)
7

13
est d’exposant 7

13 < 1, donc elle converge. D’après le théorème de comparaison

des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

x
1

25

√
−x + 1|ln (x)|

1
26

dx converge également. Par

comparaison, l’intégrale
∫ 1

1
2

x
1

25

√
−x + 1|ln (x)|

1
26

dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

x
1

25

√
−x + 1|ln (x)|

1
26

dx converge.

Corrigé 7. L’application x 7→ −1
3 x arctan

(2
x

)
+ 1

3 x ln
(2

x
+ 1

)
+ 6

x
− 8

3 ln
(2

x
+ 1

)
est continue ← page 1

sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un
développement asymptotique de cette fonction.

14
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On a :
6
x
− 1

3 x arctan
(2

x

)
+ 1

3 x ln
(2

x
+ 1

)
− 8

3 ln
(2

x
+ 1

)
= 6

x
− 2

3

(
1− 4

3 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
+ 2

3

(
1− 1

x
+ 4

3 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
− 8

3

(2
x
− 2

x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= 64

9 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0

64
9 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, la fonction x 7→ −1
3 x arctan

(2
x

)
+

1
3 x ln

(2
x

+ 1
)

+ 6
x
− 8

3 ln
(2

x
+ 1

)
est intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 8. L’application x 7→ 1
cos

(
5
3 arctan (4 x)

)
− 1

+ 9
200 x2 est continue au voisinage de 0. ← page 1

Déterminons un équivalent de cette fonction en 0, avec un développement limité. Deux termes
sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : arctan (x) = x − 1

3 x3 + o
x→0

(x4). On compose ce
développement limité (où l’on remplace x par 4 x) avec celui de x 7→ cos (x), ce qui est licite
puisque −5

3 arctan (4 x)−→
x→0

0, et on obtient :

cos
(5

3 arctan (4 x)
)

= 1− 1
2

(
−64

3 x3 + 4 x + o
x→0

(
x3
))2

+ 1
24

(
4 x + o

x→0
(x)
)4

+ o
x→0

(
x4
)

= 1− 200
9 x2 + 77600

243 x4 + o
x→0

(
x4
)

.

On en tire d’une part : cos
(

5
3 arctan (4 x)

)
− 1 ∼

x→0+
−200

9 x2 (utile pour la suite, mais insuffisant
pour conclure puisqu’on ne somme pas les équivalents !), et d’autre part :

1
cos

(
5
3 arctan (4 x)

)
− 1

+ 9
200 x2 =

200 x2 + 9
(
−200

9 x2 + 77600
243 x4 + o

x→0
(x4)

)
200 x2

(
cos

(
5
3 arctan (4 x)

)
− 1

)
=

77600
27 x4 + o

x→0
(x4)

200 x2
(
cos

(
5
3 arctan (4 x)

)
− 1

)
∼

x→0+

77600
243 x4

−40000
9 x4 = − 97

150 .

On en déduit :

lim
x→0+

 1
cos

(
5
3 arctan (4 x)

)
− 1

+ 9
200 x2

 = − 97
150 .

L’application x 7→ 1
cos

(
5
3 arctan (4 x)

)
− 1

+ 9
200 x2 se prolonge donc par continuité en 0 : elle est

intégrable à son voisinage. D’où le résultat.

Corrigé 9. L’application x 7→ sin (x)
x

3
2

est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes éventuels ← page 2

d’intégrabilité au voisinage de +∞.
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Au voisinage de +∞. Pour tout x au voisinage de +∞, on a :∣∣∣∣∣sin (x)
x

3
2

∣∣∣∣∣ ⩽ 1
x

3
2
,

or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
3
2

est d’exposant 3
2 > 1, donc elle converge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1

sin (x)
x

3
2

dx converge absolument,
donc converge.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1

sin (x)
x

3
2

dx converge.

Corrigé 10. L’application x 7→ e(− 1
|ln(x)|) est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes éventuels ← page 2

d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1.
Au voisinage de 1. Par composition de limites, on a : lim

x→1
e(− 1

|ln(x)|) = 0, donc x 7→ e(− 1
|ln(x)|) se

prolonge par continuité en 1 et il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.
Au voisinage de 0. Par composition de limites, on a : lim

x→0
e(− 1

|ln(x)|) = 1, donc x 7→ e(− 1
|ln(x)|) se

prolonge par continuité en 0 et il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
e(− 1

|ln(x)|)dx converge.

Corrigé 11. L’application x 7→ 1
x
(

1
x48 + 1

) est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes ← page 2

éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1
x
(

1
x48 + 1

) ∼
x→+∞

1
x

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x

est d’exposant 1 ⩽ 1, donc elle diverge. On en déduit que l’intégrale
∫ +∞

1

1
x
(

1
x48 + 1

)dx diverge

également.

Corrigé 12. L’application x 7→ 1
(x + 1)x 33

2
est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes ← page 2

éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1
(x + 1)x 33

2
∼

x→+∞

1
x

35
2

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
35
2

est

d’exposant 35
2 > 1, donc elle converge. Par comparaison, l’intégrale

∫ +∞

1

1
(x + 1)x 33

2
dx converge

également.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1

1
(x + 1)x 33

2
dx converge.

Corrigé 13. L’application x 7→ e(− ln(x)2) est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes éven- ← page 2
tuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. Soit x au voisinage de +∞. On a :

x2e(− ln(x)2) = e− ln(x)2+2 ln(x) = e− ln(x)2(− 2
ln(x) +1) −→

x→+∞
0,

16
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donc : e(− ln(x)2) = o
x→+∞

( 1
x2

)
. Or l’intégrale de Riemann

∫ +∞

1

dx

x2 converge, donc par le théo-
rème de comparaison des intégrales de fonctions positives il en est de même de l’intégrale∫ +∞

1
e(− ln(x)2)dx.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1
e(− ln(x)2)dx converge.

Corrigé 14. L’application x 7→
sin

(
15 x

1
4
)
− sin

(
x

1
4
)

x6 est continue sur ]0, +∞[. Étudions les ← page 2

problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de 0. Un développement limité au voisinage de 0 nous permet d’obtenir :

sin
(
15 x

1
4
)
− sin

(
x

1
4
)

x6 =

(
15 x

1
4 + O

x→0

(
x

3
4
))
−
(

x
1
4 + O

x→0

(
x

3
4
))

x6

=
14 x

1
4 + O

x→0

(
x

3
4
)

x6

∼
x→0

14
x

23
4

.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
23
4

est d’exposant 23
4 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

sin
(
15 x

1
4
)
− sin

(
x

1
4
)

x6 dx diverge
également.

Par conséquent l’intégrale
∫ +∞

0

sin
(
15 x

1
4
)
− sin

(
x

1
4
)

x6 dx diverge également.

Corrigé 15. L’application x 7→ 7
x

+ 17
6 cos

(3
x

)
− 1

2 cosh
(1

x

)
− 7

3 e
3
x est continue sur ]0, +∞[. ← page 2

Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un développement
asymptotique de cette fonction.

On a :
7
x
− 1

2 cosh
(1

x

)
− 7

3 e
3
x + 17

6 cos
(3

x

)
= 7

x
− 1

2

(
1 + 1

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
− 7

3

(
1 + 3

x
+ 9

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
+ 17

6

(
1− 9

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= − 47

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0
− 47

2 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives (qu’on peut utiliser ici à condition de se ramener
à la fonction opposée), la fonction x 7→ 7

x
+ 17

6 cos
(3

x

)
− 1

2 cosh
(1

x

)
− 7

3 e
3
x est intégrable au

voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 16. L’application x 7→ e(− 1
|ln(x)|) est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes éventuels ← page 2

d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1.
Au voisinage de 1. Par composition de limites, on a : lim

x→1
e(− 1

|ln(x)|) = 0, donc x 7→ e(− 1
|ln(x)|) se

prolonge par continuité en 1 et il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.
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Au voisinage de 0. Par composition de limites, on a : lim
x→0

e(− 1
|ln(x)|) = 1, donc x 7→ e(− 1

|ln(x)|) se
prolonge par continuité en 0 et il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
e(− 1

|ln(x)|)dx converge.

Corrigé 17. L’application x 7→ 1
x
(

1
x

+ 1
) est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes éven- ← page 2

tuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1
x
(

1
x

+ 1
) ∼

x→+∞

1
x

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
est

d’exposant 1 ⩽ 1, donc elle diverge. On en déduit que l’intégrale
∫ +∞

1

1
x
(

1
x

+ 1
)dx diverge égale-

ment.

Corrigé 18. L’application x 7→ −(x− 1)x 1
35

ln (x) est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes éven- ← page 2

tuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1. Notez que pour t ⩽ 1, il peut être préférable d’étudier

l’intégrabilité de l’application opposée x 7→ − x
1

35

ln (x) , afin de se ramener à une intégrale de fonction

positive et raisonner par comparaison (en effet le logarithme est négatif au voisinage de 0, donc
son opposé est positif).

Au voisinage de 0. On a : (x− 1)x 1
35

ln (x) ∼
x→0
− x

1
35

ln (x) > 0. On a : lim
x→0

x
1

35

ln (x) = 0. On peut donc

prolonger l’application x 7→ x
1

35

ln (x) par continuité en 0 (en posant que sa valeur y est nulle). Elle

se prolonge donc en une application continue sur le segment [0, 1
2 ] : on en déduit que l’intégrale∫ 1

2

0

x
1

35

ln (x)dx converge. Par comparaison, l’intégrale
∫ 1

2

0

(x− 1)x 1
35

ln (x) dx converge également.

Au voisinage de 1. On a : (x− 1)x 1
35

ln (x) ∼
x→1

1 > 0. Or l’intégrale
∫ 1

1
2

dx converge en tant qu’inté-

grale de fonction continue sur un segment. D’après le théorème de comparaison des intégrales de

fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

−(x− 1)x 1
35

ln (x) dx converge également. Par comparaison, l’intégrale∫ 1

1
2

(x− 1)x 1
35

ln (x) dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
−(x− 1)x 1

35

ln (x) dx converge.

Corrigé 19. L’application x 7→ cos (9 x6)− cos (x6)√
x

est continue sur [1, +∞[. Étudions les pro- ← page 3

blèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.
Au voisinage de +∞. Nous allons intégrer par parties l’intégrale suivante :

∫ +∞

1

cos (9 x6)− cos (x6)√
x

dx = 1
6

∫ +∞

1

6 x5 cos (9 x6)− 6 x5 cos (x6)
x

11
2

dx,

en dérivant x 7→ 1
x

11
2

et en intégrant x 7→ 6 x5 cos
(
9 x6

)
− 6 x5 cos

(
x6
)
. On vérifie l’existence du

18
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terme entre crochets :

sin (9 x6)− 9 sin (x6)
9 x

11
2

= O
x→+∞

( 1
x

11
2

)
−→

x→+∞
0,

donc la formule de l’intégration par parties nous assure que les intégrales∫ +∞

1

cos (9 x6)− cos (x6)√
x

dx et
∫ +∞

1

sin (9 x6)− 9 sin (x6)
9 x

13
2

dx sont de même nature. Or :

∀x ⩾ 1,

∣∣∣∣∣sin (9 x6)− 9 sin (x6)
9 x

13
2

∣∣∣∣∣ ⩽ 10
9

1
x

13
2

,

et l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
13
2

est d’exposant 13
2 > 1, donc elle converge. D’après le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1

sin (9 x6)− 9 sin (x6)
9 x

13
2

dx

converge absolument, donc converge, et donc
∫ +∞

1

cos (9 x6)− cos (x6)√
x

dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1

cos (9 x6)− cos (x6)√
x

dx converge.

Corrigé 20. L’application x 7→ x2 cos (2 x) e(−8 x2) est continue sur [1, +∞[. Étudions son inté- ← page 3
grabilité au voisinage de +∞. Pour tout x ∈ [1, +∞[, on a :∣∣∣∣x2 cos (2 x) e(−8 x2)

∣∣∣∣ ⩽ x2e(−8 x2),

et on va montrer l’intégrabilité de ce majorant par croissances comparées. On a en effet, pour tout
x au voisinage de +∞ : x2 · x2e(−8 x2) = x4e(−8 x2) −→

x→+∞
0, donc :

x2e(−8 x2) = o
x→+∞

( 1
x2

)
.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x2 est d’exposant 2 > 1, donc elle converge. Par le

théorème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1
x2e(−8 x2)dx

converge. Par le théorème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale∫ +∞

1
x2 cos (2 x) e(−8 x2)dx converge absolument donc converge : d’où le résultat.

Corrigé 21. L’application x 7→ −1
9 x sinh

(3
x

)
− 1

x
+ arctan

(1
x

)
+ 1

3 cosh
(2

x

)
est continue ← page 3

sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un
développement asymptotique de cette fonction.

On a :

− 1
x
− 1

9 x sinh
(3

x

)
+ arctan

(1
x

)
+ 1

3 cosh
(2

x

)
= −1

x
− 1

3

(
1 + 3

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
+
(1

x
+ o

x→+∞

( 1
x2

))
+ 1

3

(
1 + 2

x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= 1

6 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0

1
6 x2 .
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Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, la fonction x 7→ −1
9 x sinh

(3
x

)
− 1

x
+

arctan
(1

x

)
+ 1

3 cosh
(2

x

)
est intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 22. L’application x 7→ 1
(x + 1)

√
x

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 3

d’intégrabilité au voisinage de 0.

Au voisinage de 0. On a : 1
(x + 1)

√
x
∼

x→0

1√
x

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx√
x

est d’expo-

sant 1
2 < 1, donc elle converge. Par comparaison, l’intégrale

∫ 1

0

1
(x + 1)

√
x

dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

1
(x + 1)

√
x

dx converge.

Corrigé 23. L’application x 7→ 3
5 x ln

(1
x

+ 1
)
− 1

2 x
− 3

5 cos
(1

x

)
+ 2

5 sin
(2

x

)
est continue ← page 3

sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un
développement asymptotique de cette fonction.

On a :

− 1
2 x

+ 2
5 sin

(2
x

)
+ 3

5 x ln
(1

x
+ 1

)
− 3

5 cos
(1

x

)
= − 1

2 x
+ 2

5

(2
x

+ o
x→+∞

( 1
x2

))
+ 3

5

(
1− 1

2 x
+ 1

3 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
− 3

5

(
1− 1

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= 1

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0

1
2 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, la fonction x 7→ 3
5 x ln

(1
x

+ 1
)
− 1

2 x
−

3
5 cos

(1
x

)
+ 2

5 sin
(2

x

)
est intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 24. L’application x 7→ xe(− 1
2 x2 ) sin

(
1
2 x
)

est continue sur ]1, +∞[. Nous allons ← page 3
montrer que son intégrale diverge en notant que si le contraire était vrai, alors la suite(∫ 4

3 π+4 πn

2
3 π+4 πn

xe(− 1
2 x2 ) sin

(1
2 x
)

dx

)
n⩾1

convergerait vers 0. Or pour tout n ∈ N \ {0} on a :

∫ 4
3 π+4 πn

2
3 π+4 πn

xe(− 1
2 x2 ) sin

(1
2 x
)

dx ⩾
2
9
√

3π(π + 6 πn)e
(

− 9
8 (π+6 πn)2

)
,

et ce minorant tend vers +∞ > 0 quand n → +∞ : c’est absurde. Donc l’intégrale∫ +∞

1
xe(− 1

2 x2 ) sin
(1

2 x
)

dx diverge.

Corrigé 25. L’application x 7→ (x + 1)
5

494 − x
5

494

x7 est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes ← page 3

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. On a :

(x + 1)
5

494 − x
5

494

x7 ∼
x→0

1
x7 > 0.
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Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x7 est d’exposant 7 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

(x + 1)
5

494 − x
5

494

x7 dx diverge
également.

Corrigé 26. L’application x 7→ cos (2 x)− cos (x)
x2 est continue sur ]0, +∞[. Étudions les pro- ← page 3

blèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de 0. Un développement limité au voisinage de 0 nous permet d’obtenir :

cos (2 x)− cos (x)
x2 =

(
1 +−2 x2 + O

x→0
(x4)

)
−
(

1 +−1
2 x2 + O

x→0
(x4)

)
x2

=
−3

2 x2 + O
x→0

(x4)

x2

∼
x→0
−3

2 .

On en déduit : lim
x→0

cos (2 x)− cos (x)
x2 = −3

2 , donc x 7→ cos (2 x)− cos (x)
x2 se prolonge par conti-

nuité en 0. Il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.
Au voisinage de +∞. Pour tout x au voisinage de +∞, on a :∣∣∣∣∣cos (2 x)− cos (x)

x2

∣∣∣∣∣ ⩽ |cos (2 x)|+ |cos (x)|
x2 ⩽

2
x2 ,

or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x2 est d’exposant 2 > 1, donc elle converge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1

cos (2 x)− cos (x)
x2 dx converge

absolument, donc converge.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0

cos (2 x)− cos (x)
x2 dx converge.

Corrigé 27. L’application x 7→ − 9
16 x

+ 1
e( 4

3 sinh( 4
3 x)) − 1

est continue au voisinage de 0. Déter- ← page 3

minons un équivalent de cette fonction en 0, avec un développement limité. Deux termes sont
nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : sinh (x) = x + o

x→0
(x2). On compose ce développement

limité (où l’on remplace x par 4
3 x) avec celui de x 7→ ex, ce qui est licite puisque 4

3 sinh
(

4
3 x
)
−→
x→0

0,
et on obtient :

e( 4
3 sinh( 4

3 x))

= 1 +
(4

3 x + o
x→0

(
x2
))

+ 1
2

(4
3 x + o

x→0
(x)
)2

+ o
x→0

(
x2
)

= 1 + 16
9 x + 128

81 x2 + o
x→0

(
x2
)

.

On en tire d’une part : e( 4
3 sinh( 4

3 x))−1 ∼
x→0+

16
9 x (utile pour la suite, mais insuffisant pour conclure

21



La Banque des Cent Nature d’une intégrale généralisée

puisqu’on ne somme pas les équivalents !), et d’autre part :

− 9
16 x

+ 1
e( 4

3 sinh( 4
3 x)) − 1

=
16 x− 9

(
16
9 x + 128

81 x2 + o
x→0

(x2)
)

16 x
(

e( 4
3 sinh( 4

3 x)) − 1
)

=
−128

9 x2 + o
x→0

(x2)

16 x
(

e( 4
3 sinh( 4

3 x)) − 1
)

∼
x→0+

−128
81 x2

256
9 x2 = −1

2 .

On en déduit :
lim

x→0+

(
− 9

16 x
+ 1

e( 4
3 sinh( 4

3 x)) − 1

)
= −1

2 .

L’application x 7→ − 9
16 x

+ 1
e( 4

3 sinh( 4
3 x)) − 1

se prolonge donc par continuité en 0 : elle est intégrable

à son voisinage. D’où le résultat.

Corrigé 28. L’application x 7→
√

x√
−x + 1

est continue sur [0,1[. Étudions les problèmes éventuels ← page 4

d’intégrabilité au voisinage de 1.

Au voisinage de 1. On a :
√

x√
−x + 1

∼
x→1

1√
−x + 1

> 0. Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx√
−x + 1

est d’exposant 1
2 < 1, donc elle converge. D’après le théorème de comparaison des intégrales de

fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

√
x√

−x + 1
dx converge également. Par comparaison, l’intégrale∫ 1

0

√
x√

−x + 1
dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

√
x√

−x + 1
dx converge.

Corrigé 29. L’application x 7→ 1
(x + 1)x 1

3
est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes ← page 4

éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1
(x + 1)x 1

3
∼

x→+∞

1
x

4
3

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
4
3

est

d’exposant 4
3 > 1, donc elle converge. Par comparaison, l’intégrale

∫ +∞

1

1
(x + 1)x 1

3
dx converge

également.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1

1
(x + 1)x 1

3
dx converge.

Corrigé 30. L’application x 7→ 1

x2
(

1
x

1
3

+ 1
) est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes ← page 4

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.

Au voisinage de 0. On a : 1

x2
(

1
x

1
3

+ 1
) ∼

x→0

1
x

5
3

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
5
3

est

d’exposant 5
3 ⩾ 1, donc elle diverge.
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Par conséquent l’intégrale
∫ 1

0

1

x2
(

1
x

1
3

+ 1
)dx diverge aussi, et

∫ +∞

0

1

x2
(

1
x

1
3

+ 1
)dx également.

Corrigé 31. L’application x 7→ (x + 1)
1
3 − x

1
3

√
x

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes ← page 4

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. On a :

(x + 1)
1
3 − x

1
3

√
x

∼
x→0

1√
x

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx√
x

est d’exposant 1
2 < 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

(x + 1)
1
3 − x

1
3

√
x

dx converge éga-
lement.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

(x + 1)
1
3 − x

1
3

√
x

dx converge.

Corrigé 32. L’application x 7→
sinh

(
3 x

1
24
)
− sinh

(
x

1
24
)

x
1
4

est continue sur ]0, +∞[. Étudions les ← page 4

problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de +∞. On montre facilement que l’on a :

sinh
(
3 x

1
24
)
− sinh

(
x

1
24
)

x
1
4

∼
x→+∞

e

(
3 x

1
24
)

2 x
1
4
−→

x→+∞
+∞,

et il est classique de démontrer qu’il ne peut pas y avoir intégrabilité au voisinage de +∞ en cas
de limite infinie.

Par conséquent l’intégrale
∫ +∞

0

sinh
(
3 x

1
24
)
− sinh

(
x

1
24
)

x
1
4

dx diverge également.

Corrigé 33. L’application x 7→
sinh

(
10 x

10
3
)
− sinh

(
x

10
3
)

x
17
21

est continue sur [1, +∞[. Étudions les ← page 4

problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.
Au voisinage de +∞. On montre facilement que l’on a :

sinh
(
10 x

10
3
)
− sinh

(
x

10
3
)

x
17
21

∼
x→+∞

e

(
10 x

10
3
)

2 x
17
21

−→
x→+∞

+∞,

et il est classique de démontrer qu’il ne peut pas y avoir intégrabilité au voisinage de +∞ en cas
de limite infinie.

Corrigé 34. L’application x 7→ x
1
6 (−x + 1)

31
2 |ln (x)|

1
19 est continue sur ]0,1]. Étudions les pro- ← page 4

blèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| =
− ln (x). Cela peut vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels
signes moins dans le raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).

Au voisinage de 0. On a : x
1
6 (−x + 1)

31
2 |ln (x)|

1
19 ∼

x→0
x

1
6 (− ln (x))

1
19 > 0. On a : lim

x→0
x

1
6 ln (x)

1
19 =

0 d’après le théorème des croissances comparées. On peut donc prolonger l’application x 7→
x

1
6 ln (x)

1
19 par continuité en 0 (en posant que sa valeur y est nulle). Elle se prolonge donc en
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une application continue sur le segment [0,1] : on en déduit que l’intégrale
∫ 1

0
x

1
6 ln (x)

1
19 dx

converge. Par comparaison, l’intégrale
∫ 1

0
x

1
6 (−x + 1)

31
2 |ln (x)|

1
19 dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
x

1
6 (−x + 1)

31
2 |ln (x)|

1
19 dx converge.

Corrigé 35. L’application x 7→ −x6 − (x9 + 1)
2
3

x
1
6

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes ← page 4

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. On a :

−x6 − (x9 + 1)
2
3

x
1
6

∼
x→0

1
x

1
6

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
1
6

est d’exposant 1
6 < 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0
−x6 − (x9 + 1)

2
3

x
1
6

dx converge
également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
−x6 − (x9 + 1)

2
3

x
1
6

dx converge.

Corrigé 36. L’application x 7→ cos (x)426 e

(
− 1√

x

)
est continue et positive sur [1, +∞[, et on a : ← page 4

∫ +∞

π
cos (x)426 e

(
− 1√

x

)
dx =

+∞∑
n=1

∫ π(n+1)

πn
cos (x)426 e

(
− 1√

x

)
dx

⩾
+∞∑
n=1

∫ 2
3 π+πn

1
3 π+πn

cos (x)426 e

(
− 1√

x

)
dx

⩾
+∞∑
n=1

1
519875567647652786170952659526828194394331951632965607844464921365241495213554804319995201144526170893260852055263169717932654592 πe

(
− 1√

1
3 π+πn

)
= +∞,

puisqu’il s’agit d’une série grossièrement divergente. Donc l’intégrale
∫ +∞

1
cos (x)426 e

(
− 1√

x

)
dx

diverge.

Corrigé 37. L’application x 7→
ln
(
2 x

1
7 + 1

)
− ln

(
x

1
7 + 1

)
√

x
est continue sur ]0,1]. Étudions les ← page 5

problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. Un développement limité au voisinage de 0 nous permet d’obtenir :

ln
(
2 x

1
7 + 1

)
− ln

(
x

1
7 + 1

)
√

x
=

(
2 x

1
7 + O

x→0

(
x

2
7
))
−
(

x
1
7 + O

x→0

(
x

2
7
))

√
x

=
x

1
7 + O

x→0

(
x

2
7
)

√
x

∼
x→0

1
x

5
14

.
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Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
5

14
est d’exposant 5

14 < 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

ln
(
2 x

1
7 + 1

)
− ln

(
x

1
7 + 1

)
√

x
dx

converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

ln
(
2 x

1
7 + 1

)
− ln

(
x

1
7 + 1

)
√

x
dx converge.

Corrigé 38. L’application x 7→ cos (x)− 1√
x

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 5

d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. Un équivalent usuel permet d’obtenir :

cos (x)− 1√
x

∼
x→0
−1

2 x
3
2 .

On en déduit : lim
x→0

cos (x)− 1√
x

= 0, donc x 7→ cos (x)− 1√
x

se prolonge par continuité en 0. Il n’y a
pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

cos (x)− 1√
x

dx converge.

Corrigé 39. L’application x 7→ cos (
√

x)− 1
x2 est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes ← page 5

éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.
Au voisinage de +∞. Pour tout x au voisinage de +∞, on a :∣∣∣∣∣cos (

√
x)− 1

x2

∣∣∣∣∣ ⩽ 2
x2 ,

or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x2 est d’exposant 2 > 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1

cos (
√

x)− 1
x2 dx converge

absolument, donc converge.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1

cos (
√

x)− 1
x2 dx converge.

Corrigé 40. L’application x 7→ ln (x)
1
6

x7 est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes éventuels ← page 5

d’intégrabilité au voisinage de +∞.
Au voisinage de +∞. Nous pourrions utiliser la méthode « xαf(x) », mais nous pouvons tout

simplement remarquer que pour tout x ⩾ 1, on a : ln(x) ⩽ x − 1 ⩽ x (pour une justification de
cette inégalité, voir plus bas), de sorte que :

∀x ⩾ 1, 0 ⩽
ln (x)

1
6

x7 ⩽
x

1
6

x7 = 1
x

41
6

.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
41
6

est d’exposant 41
6 > 1, donc elle converge. D’après le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1

ln (x)
1
6

x7 dx converge

25



La Banque des Cent Nature d’une intégrale généralisée

également.
Remarque. Pour justifier l’inégalité ln(x) ⩽ x − 1, le plus direct est de démontrer que le loga-
rithme est une fonction concave. Son graphe est alors en-dessous de toutes ses tangentes, et en
particulier en-dessous de sa tangente en 1, qui a pour équation : y = x− 1.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1

ln (x)
1
6

x7 dx converge.

Corrigé 41. L’application x 7→ −3
8 x ln

(2
x

+ 1
)

+ 1
3 x sin

(3
x

)
− 1

2 x
− 1

4 e
1
x est continue sur ← page 5

]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un déve-
loppement asymptotique de cette fonction.

On a :

− 1
2 x

+ 1
3 x sin

(3
x

)
− 1

4 e
1
x − 3

8 x ln
(2

x
+ 1

)
= − 1

2 x
+
(

1− 3
2 x2 + o

x→+∞

( 1
x2

))
− 1

4

(
1 + 1

x
+ 1

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
− 3

4

(
1− 1

x
+ 4

3 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= − 21

8 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0
− 21

8 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives (qu’on peut utiliser ici à condition de se
ramener à la fonction opposée), la fonction x 7→ −3

8 x ln
(2

x
+ 1

)
+ 1

3 x sin
(3

x

)
− 1

2 x
− 1

4 e
1
x est

intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 42. L’application x 7→ 1√
x ln (x) est continue sur

[
1
2 ,1
[
. Étudions les problèmes éventuels ← page 5

d’intégrabilité au voisinage de 1. Notez que pour t ⩽ 1, il peut être préférable d’étudier l’intégra-
bilité de l’application opposée x 7→ − 1√

x ln (x) , afin de se ramener à une intégrale de fonction

positive et raisonner par comparaison (en effet le logarithme est négatif au voisinage de 0, donc
son opposé est positif).

Au voisinage de 1. Pour tout x au voisinage de 1, on a :

− 1√
x ln (x) ∼x→1

1
−x + 1 > 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

1
2

dx

−x + 1 est d’exposant 1 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

− 1√
x ln (x)dx diverge

également.

Corrigé 43. L’application x 7→ e(− ln(x)2) est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 5
d’intégrabilité au voisinage de 0.

Au voisinage de 0. Par composition de limites, on a : lim
x→0

e(− ln(x)2) = 0, donc x 7→ e(− ln(x)2) se
prolonge par continuité en 0 et il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
e(− ln(x)2)dx converge.

Corrigé 44. L’application x 7→ −1
7 x sinh

(1
x

)
+ 1

x
− 1

3 arctan
(3

x

)
+ 1

7 cosh
(2

x

)
est continue ← page 5
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sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un
développement asymptotique de cette fonction.

On a :
1
x
− 1

7 x sinh
(1

x

)
− 1

3 arctan
(3

x

)
+ 1

7 cosh
(2

x

)
= 1

x
− 1

7

(
1 + 1

6 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
− 1

3

(3
x

+ o
x→+∞

( 1
x2

))
+ 1

7

(
1 + 2

x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= 11

42 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0

11
42 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, la fonction x 7→ −1
7 x sinh

(1
x

)
+ 1

x
−

1
3 arctan

(3
x

)
+ 1

7 cosh
(2

x

)
est intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 45. L’application x 7→
sin

(
9 x

1
3
)
− sin

(
x

1
3
)

x
est continue sur ]0, +∞[. Étudions les pro- ← page 5

blèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de 0. Un développement limité au voisinage de 0 nous permet d’obtenir :

sin
(
9 x

1
3
)
− sin

(
x

1
3
)

x
=

(
9 x

1
3 + O

x→0

(
x

1
3
))
−
(

x
1
3 + O

x→0

(
x

1
3
))

x

=
8 x

1
3 + O

x→0

(
x

1
3
)

x

∼
x→0

8
x

2
3
.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
2
3

est d’exposant 2
3 < 1, donc elle converge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

sin
(
9 x

1
3
)
− sin

(
x

1
3
)

x
dx converge

également.
Au voisinage de +∞. Nous allons intégrer par parties l’intégrale suivante :

∫ +∞

1

sin
(
9 x

1
3
)
− sin

(
x

1
3
)

x
dx = 3

∫ +∞

1

sin
(

9 x
1
3
)

3 x
2
3
−

sin
(

x
1
3
)

3 x
2
3

x
1
3

dx,

en dérivant x 7→ 1
x

1
3

et en intégrant x 7→
sin

(
9 x

1
3
)

3 x
2
3
−

sin
(
x

1
3
)

3 x
2
3

. On vérifie l’existence du terme
entre crochets :

−
cos

(
9 x

1
3
)
− 9 cos

(
x

1
3
)

9 x
1
3

= O
x→+∞

( 1
x

1
3

)
−→

x→+∞
0,

donc la formule de l’intégration par parties nous assure que les intégrales∫ +∞

1

sin
(
9 x

1
3
)
− sin

(
x

1
3
)

x
dx et

∫ +∞

1
−

cos
(
9 x

1
3
)
− 9 cos

(
x

1
3
)

9 x
4
3

dx sont de même nature.
Or :

∀x ⩾ 1,

∣∣∣∣∣∣−
cos

(
9 x

1
3
)
− 9 cos

(
x

1
3
)

9 x
4
3

∣∣∣∣∣∣ ⩽ 10
9

1
x

4
3
,
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et l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
4
3

est d’exposant 4
3 > 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1
−

cos
(
9 x

1
3
)
− 9 cos

(
x

1
3
)

9 x
4
3

dx

converge absolument, donc converge, et donc
∫ +∞

1

sin
(
9 x

1
3
)
− sin

(
x

1
3
)

x
dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0

sin
(
9 x

1
3
)
− sin

(
x

1
3
)

x
dx converge.

Corrigé 46. L’application x 7→ −x4 −
√

x8 + 1
x

3
11

est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes ← page 5

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de 0. On a :

−x4 −
√

x8 + 1
x

3
11

∼
x→0

1
x

3
11

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
3

11
est d’exposant 3

11 < 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0
−x4 −

√
x8 + 1

x
3

11
dx converge

également.
Au voisinage de +∞. Soit x au voisinage de +∞. On a :

−x4 +
√

x8 + 1 = x4

√ 1
x8 + 1− 1

 ∼
x→+∞

x4 · 1
2 x8 = 1

2 x4 ,

donc :
−x4 −

√
x8 + 1

x
3

11
∼

x→+∞

1
2 x

47
11

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
47
11

est d’exposant 47
11 > 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1
−x4 −

√
x8 + 1

x
3

11
dx converge

également.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0
−x4 −

√
x8 + 1

x
3

11
dx converge.

Corrigé 47. L’application x 7→ 1

x
1
3

(
1

x
9
7

+ 1
) est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes ← page 6

éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1

x
1
3

(
1

x
9
7

+ 1
) ∼

x→+∞

1
x

1
3

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
1
3

est d’exposant 1
3 ⩽ 1, donc elle diverge. On en déduit que l’intégrale

∫ +∞

1

1

x
1
3

(
1

x
9
7

+ 1
)dx diverge

également.

Corrigé 48. L’application x 7→ −x−
√

x2 + 1√
x

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes ← page 6

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0.
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Au voisinage de 0. On a :

−x−
√

x2 + 1√
x

∼
x→0

1√
x

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx√
x

est d’exposant 1
2 < 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0
−x−

√
x2 + 1√
x

dx converge
également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
−x−

√
x2 + 1√
x

dx converge.

Corrigé 49. L’application x 7→ (x− 1)6

x
7
6 ln (x)4 est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes éventuels ← page 6

d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1.

Au voisinage de 0. On a : (x− 1)6

x
7
6 ln (x)4 ∼x→0

1
x

7
6 ln (x)4 > 0. Utilisons la méthode « xαf(x) » : soit

α ∈ R. On a, au voisinage de 0 :

xα · 1
x

7
6 ln (x)4 = xα− 7

6

ln (x)4 −→x→0

{
+∞ si α− 7

6 ⩽ 0,
0 si α− 7

6 > 0,

d’après le théorème des croissances comparées (pour le cas α− 7
6 ⩽ 0). Par conséquent, si α ⩽ 7

6 ,
alors pour tout x au voisinage de 0 on a :

xα · 1
x

7
6 ln (x)4 ⩾ 1, donc : 1

x
7
6 ln (x)4 ⩾

1
xα

.

Choisissons α ∈ R de sorte que α ⩽ 7
6 et α ⩾ 1, par exemple : α = 1. Alors d’après ce qui précède,

on a 1
x

7
6 ln (x)4 ⩾

1
x

pour tout x au voisinage de 0, or l’intégrale de Riemann
∫ 1

2

0

dx

x
est d’exposant

1 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de comparaison des intégrales de fonctions positives,

l’intégrale
∫ 1

2

0

1
x

7
6 ln (x)4 dx diverge également.

Par conséquent l’intégrale
∫ 1

0

1
x

7
6 ln (x)4 dx diverge aussi, et

∫ 1

0

(x− 1)6

x
7
6 ln (x)4 dx également.

Corrigé 50. L’application x 7→ 1
cos

(
sin

(
5
2 x
))
− 1

+ 8
25 x2 est continue au voisinage de 0. Dé- ← page 6

terminons un équivalent de cette fonction en 0, avec un développement limité. Deux termes sont
nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : sin (x) = x − 1

6 x3 + o
x→0

(x4). On compose ce dévelop-
pement limité (où l’on remplace x par 5

2 x) avec celui de x 7→ cos (x), ce qui est licite puisque
sin

(
5
2 x
)
−→
x→0

0, et on obtient :

cos
(

sin
(5

2 x

))
= 1− 1

2

(
−125

48 x3 + 5
2 x + o

x→0

(
x3
))2

+ 1
24

(5
2 x + o

x→0
(x)
)4

+ o
x→0

(
x4
)

= 1− 25
8 x2 + 3125

384 x4 + o
x→0

(
x4
)

.
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On en tire d’une part : cos
(
sin

(
5
2 x
))
− 1 ∼

x→0+
−25

8 x2 (utile pour la suite, mais insuffisant pour
conclure puisqu’on ne somme pas les équivalents !), et d’autre part :

1
cos

(
sin

(
5
2 x
))
− 1

+ 8
25 x2 =

25 x2 + 8
(
−25

8 x2 + 3125
384 x4 + o

x→0
(x4)

)
25 x2

(
cos

(
sin

(
5
2 x
))
− 1

)
=

3125
48 x4 + o

x→0
(x4)

25 x2
(
cos

(
sin

(
5
2 x
))
− 1

)
∼

x→0+

3125
384 x4

−625
8 x4 = −5

6 .

On en déduit :

lim
x→0+

 1
cos

(
sin

(
5
2 x
))
− 1

+ 8
25 x2

 = −5
6 .

L’application x 7→ 1
cos

(
sin

(
5
2 x
))
− 1

+ 8
25 x2 se prolonge donc par continuité en 0 : elle est

intégrable à son voisinage. D’où le résultat.

Corrigé 51. L’application x 7→ −x
5
8 − (x5 + 1)

1
8

x
5
3

est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes ← page 6

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de 0. On a :

−x
5
8 − (x5 + 1)

1
8

x
5
3

∼
x→0

1
x

5
3

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
5
3

est d’exposant 5
3 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0
−x

5
8 − (x5 + 1)

1
8

x
5
3

dx diverge
également.

Par conséquent l’intégrale
∫ +∞

0
−x

5
8 − (x5 + 1)

1
8

x
5
3

dx diverge également.

Corrigé 52. L’application x 7→ e

(
−
√

|ln(x)|
)

est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes ← page 6
éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.

Au voisinage de +∞. Pour tout x ⩾ e on a : ln(x) ⩾ 1, donc : ln(x) ⩾
√

ln (x). On a alors :
∫ +∞

e
e

(
−
√

|ln(x)|
)
dx ⩾

∫ +∞

e
e− ln(x)dx =

∫ +∞

e

dx

x
= +∞.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0
e

(
−
√

|ln(x)|
)
dx diverge.

Corrigé 53. L’application x 7→ arctan (7 x2)
x

3
7

est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes ← page 6

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de +∞. On a :

arctan (7 x2)
x

3
7

∼
x→+∞

π

2 x
3
7

> 0.
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Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
3
7

est d’exposant 3
7 ⩽ 1, donc elle diverge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1

arctan (7 x2)
x

3
7

dx diverge éga-
lement.
Par conséquent l’intégrale

∫ +∞

0

arctan (7 x2)
x

3
7

dx diverge également.

Corrigé 54. L’application x 7→ sin (x)
x

1
3

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 6

d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. Un équivalent usuel permet d’obtenir :

sin (x)
x

1
3
∼

x→0
x

2
3 .

On en déduit : lim
x→0

sin (x)
x

1
3

= 0, donc x 7→ sin (x)
x

1
3

se prolonge par continuité en 0. Il n’y a pas de
problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

sin (x)
x

1
3

dx converge.

Corrigé 55. L’application x 7→ 1
(x + 1)x est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 6

d’intégrabilité au voisinage de 0.

Au voisinage de 0. On a : 1
(x + 1)x ∼x→0

1
x

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
est d’exposant

1 ⩾ 1, donc elle diverge. On en déduit que l’intégrale
∫ 1

0

1
(x + 1)xdx diverge également.

Corrigé 56. L’application x 7→ ln (x)
3
2

x8 est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes éventuels ← page 7

d’intégrabilité au voisinage de +∞.
Au voisinage de +∞. Nous pourrions utiliser la méthode « xαf(x) », mais nous pouvons tout

simplement remarquer que pour tout x ⩾ 1, on a : ln(x) ⩽ x − 1 ⩽ x (pour une justification de
cette inégalité, voir plus bas), de sorte que :

∀x ⩾ 1, 0 ⩽
ln (x)

3
2

x8 ⩽
x

3
2

x8 = 1
x

13
2

.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
13
2

est d’exposant 13
2 > 1, donc elle converge. D’après le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1

ln (x)
3
2

x8 dx converge
également.
Remarque. Pour justifier l’inégalité ln(x) ⩽ x − 1, le plus direct est de démontrer que le loga-
rithme est une fonction concave. Son graphe est alors en-dessous de toutes ses tangentes, et en
particulier en-dessous de sa tangente en 1, qui a pour équation : y = x− 1.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1

ln (x)
3
2

x8 dx converge.

Corrigé 57. L’application x 7→ 10
x

+ 1
ln
(
−1

4 sinh
(

2
5 x
)

+ 1
) est continue au voisinage de 0. ← page 7
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Déterminons un équivalent de cette fonction en 0, avec un développement limité. Deux termes
sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : sinh (x) = x + o

x→0
(x2). On compose ce développe-

ment limité (où l’on remplace x par −2
5 x) avec celui de x 7→ ln (x + 1), ce qui est licite puisque

−1
4 sinh

(
2
5 x
)
−→
x→0

0, et on obtient :

ln
(
−1

4 sinh
(2

5 x

)
+ 1

)
= +

(
−2

5 x + o
x→0

(
x2
))
− 1

2

(
−2

5 x + o
x→0

(x)
)2

+ o
x→0

(
x2
)

= − 1
10 x− 1

200 x2 + o
x→0

(
x2
)

.

On en tire d’une part : ln
(
−1

4 sinh
(

2
5 x
)

+ 1
)
∼

x→0+
− 1

10 x (utile pour la suite, mais insuffisant pour
conclure puisqu’on ne somme pas les équivalents !), et d’autre part :

10
x

+ 1
ln
(
−1

4 sinh
(

2
5 x
)

+ 1
) =

x + 10
(
− 1

10 x− 1
200 x2 + o

x→0
(x2)

)
x ln

(
−1

4 sinh
(

2
5 x
)

+ 1
)

=
− 1

20 x2 + o
x→0

(x2)

x ln
(
−1

4 sinh
(

2
5 x
)

+ 1
)

∼
x→0+

− 1
200 x2

− 1
10 x2 = 1

2 .

On en déduit :

lim
x→0+

10
x

+ 1
ln
(
−1

4 sinh
(

2
5 x
)

+ 1
)
 = 1

2 .

L’application x 7→ 10
x

+ 1
ln
(
−1

4 sinh
(

2
5 x
)

+ 1
) se prolonge donc par continuité en 0 : elle est

intégrable à son voisinage. D’où le résultat.

Corrigé 58. L’application x 7→ − x
1
5

(x− 1)|ln (x)|
1

22
est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes ← page 7

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| = − ln (x).
Cela peut vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels signes moins
dans le raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).

Au voisinage de 1. On a : − x
1
5

(x− 1)|ln (x)|
1

22
∼

x→1

1
(−x + 1)

23
22

> 0. Or l’intégrale de Riemann∫ 1

1
2

dx

(−x + 1)
23
22

est d’exposant 23
22 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de comparaison des

intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

− x
1
5

(x− 1)|ln (x)|
1

22
dx diverge également.

Par conséquent l’intégrale
∫ 1

0

x
1
5

|ln (x)|
1

22
dx diverge aussi, et

∫ 1

0
− x

1
5

(x− 1)|ln (x)|
1

22
dx également.

Corrigé 59. L’application x 7→ −24
65 x sinh

(3
x

)
− 4

13 x
+ 72

65 e
1
x − 2

5 ln
(2

x
+ 1

)
est continue ← page 7

sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un
développement asymptotique de cette fonction.
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On a :

− 4
13 x

− 2
5 ln

(2
x

+ 1
)

+ 72
65 e

1
x − 24

65 x sinh
(3

x

)
= − 4

13 x
− 2

5

(2
x
− 2

x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
+ 72

65

(
1 + 1

x
+ 1

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
− 72

65

(
1 + 3

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= − 4

13 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0
− 4

13 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives (qu’on peut utiliser ici à condition de se
ramener à la fonction opposée), la fonction x 7→ −24

65 x sinh
(3

x

)
− 4

13 x
+ 72

65 e
1
x − 2

5 ln
(2

x
+ 1

)
est intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 60. L’application x 7→ sinh (6 x2)
x

15
16

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 7

d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. Un équivalent usuel permet d’obtenir :

sinh (6 x2)
x

15
16

∼
x→0

6 x
17
16 .

On en déduit : lim
x→0

sinh (6 x2)
x

15
16

= 0, donc x 7→ sinh (6 x2)
x

15
16

se prolonge par continuité en 0. Il n’y a
pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

sinh (6 x2)
x

15
16

dx converge.

Corrigé 61. L’application x 7→ ln (x)2

x
√
−x + 1

est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes éventuels ← page 7

d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1.

Au voisinage de 0. On a : ln (x)2

x
√
−x + 1

∼
x→0

ln (x)2

x
> 0. Pour tout x ⩽ 1

2 , on a : ln(x) ⩽ ln
(

1
2

)
⩽ 0,

donc :
ln (x)2

x
⩾

ln
(

1
2

)2

x
⩾ 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

2

0

dx

x
est d’exposant 1 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

2

0

ln (x)2

x
dx diverge également.

Par conséquent l’intégrale
∫ 1

0

ln (x)2

x
dx diverge aussi, et

∫ 1

0

ln (x)2

x
√
−x + 1

dx également.

Corrigé 62. L’application x 7→ (x + 1)
1

10 − x
1

10

x
est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes ← page 7

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. On a :

(x + 1)
1

10 − x
1

10

x
∼

x→0

1
x

> 0.
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Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
est d’exposant 1 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

(x + 1)
1

10 − x
1

10

x
dx diverge égale-

ment.

Corrigé 63. L’application x 7→ − 8
9 x

+ 1
tan

(
3
2 ln

(
3
4 x + 1

)) est continue au voisinage de 0. ← page 7

Déterminons un équivalent de cette fonction en 0, avec un développement limité. Deux termes
sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : ln (x + 1) = x − 1

2 x2 + o
x→0

(x2). On compose ce
développement limité (où l’on remplace x par 3

4 x) avec celui de x 7→ tan (x), ce qui est licite
puisque 3

2 ln
(

3
4 x + 1

)
−→
x→0

0, et on obtient :

tan
(3

2 ln
(3

4 x + 1
))

= +
(3

4 x− 9
32 x2 + o

x→0

(
x2
))

+ o
x→0

(
x2
)

= 9
8 x− 27

64 x2 + o
x→0

(
x2
)

.

On en tire d’une part : tan
(

3
2 ln

(
3
4 x + 1

))
∼

x→0+
9
8 x (utile pour la suite, mais insuffisant pour

conclure puisqu’on ne somme pas les équivalents !), et d’autre part :

− 8
9 x

+ 1
tan

(
3
2 ln

(
3
4 x + 1

)) =
9 x− 8

(
9
8 x− 27

64 x2 + o
x→0

(x2)
)

9 x tan
(

3
2 ln

(
3
4 x + 1

))
=

27
8 x2 + o

x→0
(x2)

9 x tan
(

3
2 ln

(
3
4 x + 1

))
∼

x→0+

27
64 x2

81
8 x2 = 1

3 .

On en déduit :

lim
x→0+

− 8
9 x

+ 1
tan

(
3
2 ln

(
3
4 x + 1

))
 = 1

3 .

L’application x 7→ − 8
9 x

+ 1
tan

(
3
2 ln

(
3
4 x + 1

)) se prolonge donc par continuité en 0 : elle est

intégrable à son voisinage. D’où le résultat.

Corrigé 64. L’application x 7→ −2
x

+ 1
3 cos

(3
x

)
− 1

3 e
3
x + sin

(3
x

)
est continue sur ]0, +∞[. ← page 7

Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un développement
asymptotique de cette fonction.

On a :

− 2
x

+ sin
(3

x

)
− 1

3 e
3
x + 1

3 cos
(3

x

)
= −2

x
+
(3

x
+ o

x→+∞

( 1
x2

))
− 1

3

(
1 + 3

x
+ 9

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
+ 1

3

(
1− 9

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= − 3

x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0
− 3

x2 .
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Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives (qu’on peut utiliser ici à condition de se
ramener à la fonction opposée), la fonction x 7→ −2

x
+ 1

3 cos
(3

x

)
− 1

3 e
3
x + sin

(3
x

)
est intégrable

au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 65. L’application x 7→ 1

x
(

1
x

1
5

+ 1
) est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes ← page 8

éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1

x
(

1
x

1
5

+ 1
) ∼

x→+∞

1
x

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x

est d’exposant 1 ⩽ 1, donc elle diverge. On en déduit que l’intégrale
∫ +∞

1

1

x
(

1
x

1
5

+ 1
)dx diverge

également.

Corrigé 66. L’application x 7→ x2 cos (x)4 e

(
− 1

7 x
1
3
)

est continue sur [0, +∞[. Étudions son inté- ← page 8
grabilité au voisinage de +∞. Pour tout x ∈ [0, +∞[, on a :

0 ⩽ x2 cos (x)4 e

(
− 1

7 x
1
3
)
⩽ x2e

(
− 1

7 x
1
3
)
,

et on va montrer l’intégrabilité de ce majorant par croissances comparées. On a en effet, pour tout

x au voisinage de +∞ : x2 · x2e

(
− 1

7 x
1
3
)

= x4e

(
− 1

7 x
1
3
)
−→

x→+∞
0, donc :

x2e

(
− 1

7 x
1
3
)

= o
x→+∞

( 1
x2

)
.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x2 est d’exposant 2 > 1, donc elle converge. Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1
x2e

(
− 1

7 x
1
3
)
dx converge, et

donc
∫ +∞

0
x2e

(
− 1

7 x
1
3
)
dx converge aussi par continuité sur le segment [0,1]. Par le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

0
x2 cos (x)4 e

(
− 1

7 x
1
3
)
dx converge :

d’où le résultat.

Corrigé 67. L’application x 7→ 1
x

3
2 ln (x)2 est continue sur [2, +∞[. Étudions les problèmes éven- ← page 8

tuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.
Au voisinage de +∞. Pour tout x ⩾ 2, on a ln(x) ⩾ ln(2), donc :

0 ⩽
1

x
3
2 ln (x)2 ⩽

1
x

3
2 ln (2)2 .

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

2

dx

x
3
2

est d’exposant 3
2 > 1, donc elle converge. D’après le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

2

1
x

3
2 ln (x)2 dx converge

également.
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En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

2

1
x

3
2 ln (x)2 dx converge.

Corrigé 68. L’application x 7→ e

(
−|ln(x)|

1
5
)

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 8
d’intégrabilité au voisinage de 0.

Au voisinage de 0. Par composition de limites, on a : lim
x→0

e

(
−|ln(x)|

1
5
)

= 0, donc x 7→ e

(
−|ln(x)|

1
5
)

se prolonge par continuité en 0 et il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
e

(
−|ln(x)|

1
5
)
dx converge.

Corrigé 69. L’application x 7→ 1
x

3
28
(

1
x

+ 1
) est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes ← page 8

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1
x

3
28
(

1
x

+ 1
) ∼

x→+∞

1
x

3
28

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
3

28

est d’exposant 3
28 ⩽ 1, donc elle diverge.

Par conséquent l’intégrale
∫ +∞

1

1
x

3
28
(

1
x

+ 1
)dx diverge aussi, et

∫ +∞

0

1
x

3
28
(

1
x

+ 1
)dx également.

Corrigé 70. L’application x 7→ x cos (2 x) e( 1
3 x) est continue sur ]1, +∞[. Nous allons ← page 8

montrer que son intégrale diverge en notant que si le contraire était vrai, alors la suite(∫ 1
3 π+πn

1
6 π+πn

x cos (2 x) e( 1
3 x)dx

)
n⩾1

convergerait vers 0. Or pour tout n ∈ N \ {0} on a :

∫ 1
3 π+πn

1
6 π+πn

x cos (2 x) e( 1
3 x)dx ⩾

1
72 π(π + 6 πn)e( 1

π+3 πn),

et ce minorant tend vers +∞ > 0 quand n → +∞ : c’est absurde. Donc l’intégrale∫ +∞

1
x cos (2 x) e( 1

3 x)dx diverge.

Corrigé 71. L’application x 7→ x2e(−3 x2) sin (x)12 est continue sur [0, +∞[. Étudions son intégra- ← page 8
bilité au voisinage de +∞. Pour tout x ∈ [0, +∞[, on a :

0 ⩽ x2e(−3 x2) sin (x)12 ⩽ x2e(−3 x2),

et on va montrer l’intégrabilité de ce majorant par croissances comparées. On a en effet, pour tout
x au voisinage de +∞ : x2 · x2e(−3 x2) = x4e(−3 x2) −→

x→+∞
0, donc :

x2e(−3 x2) = o
x→+∞

( 1
x2

)
.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x2 est d’exposant 2 > 1, donc elle converge. Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

1
x2e(−3 x2)dx converge, et

donc
∫ +∞

0
x2e(−3 x2)dx converge aussi par continuité sur le segment [0,1]. Par le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

0
x2e(−3 x2) sin (x)12 dx converge :

d’où le résultat.
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Corrigé 72. L’application x 7→ − |ln (x)|
1
4

(x− 1)3x10
est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes éven- ← page 8

tuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| = − ln (x).
Cela peut vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels signes moins
dans le raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).

Au voisinage de 0. On a : − |ln (x)|
1
4

(x− 1)3x10
∼

x→0

(− ln (x))
1
4

x10 > 0. Pour tout x ⩽ 1
2 , on a : ln(x) ⩽

ln
(

1
2

)
⩽ 0, donc :

(− ln (x))
1
4

x10 ⩾

(
− ln

(
1
2

)) 1
4

x10 ⩾ 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

2

0

dx

x10 est d’exposant 10 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

2

0

(− ln (x))
1
4

x10 dx diverge également.

Par conséquent l’intégrale
∫ 1

0

|ln (x)|
1
4

x10 dx diverge aussi, et
∫ 1

0
− |ln (x)|

1
4

(x− 1)3x10
dx également.

Corrigé 73. L’application x 7→ 1
cos

(
5
2 sinh

(
3
2 x
))
− 1

+ 32
225 x2 est continue au voisinage de 0. ← page 8

Déterminons un équivalent de cette fonction en 0, avec un développement limité. Deux termes
sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : sinh (x) = x + 1

6 x3 + o
x→0

(x4). On compose ce déve-
loppement limité (où l’on remplace x par −3

2 x) avec celui de x 7→ cos (x), ce qui est licite puisque
−5

2 sinh
(

3
2 x
)
−→
x→0

0, et on obtient :

cos
(5

2 sinh
(3

2 x

))
= 1− 1

2

(
− 9

16 x3 − 3
2 x + o

x→0

(
x3
))2

+ 1
24

(
−3

2 x + o
x→0

(x)
)4

+ o
x→0

(
x4
)

= 1− 225
32 x2 + 6075

2048 x4 + o
x→0

(
x4
)

.

On en tire d’une part : cos
(

5
2 sinh

(
3
2 x
))
− 1 ∼

x→0+
−225

32 x2 (utile pour la suite, mais insuffisant
pour conclure puisqu’on ne somme pas les équivalents !), et d’autre part :

1
cos

(
5
2 sinh

(
3
2 x
))
− 1

+ 32
225 x2 =

225 x2 + 32
(
−225

32 x2 + 6075
2048 x4 + o

x→0
(x4)

)
225 x2

(
cos

(
5
2 sinh

(
3
2 x
))
− 1

)
=

6075
64 x4 + o

x→0
(x4)

225 x2
(
cos

(
5
2 sinh

(
3
2 x
))
− 1

)
∼

x→0+

6075
2048 x4

−50625
32 x4 = − 3

50 .

On en déduit :

lim
x→0+

 1
cos

(
5
2 sinh

(
3
2 x
))
− 1

+ 32
225 x2

 = − 3
50 .

L’application x 7→ 1
cos

(
5
2 sinh

(
3
2 x
))
− 1

+ 32
225 x2 se prolonge donc par continuité en 0 : elle est

intégrable à son voisinage. D’où le résultat.
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Corrigé 74. L’application x 7→ e(−x) sin (x)3 est continue sur [0, +∞[. Étudions son intégrabilité ← page 9
au voisinage de +∞. Pour tout x ∈ [0, +∞[, on a :∣∣∣e(−x) sin (x)3

∣∣∣ ⩽ e(−x),

et on sait que l’intégrale
∫ +∞

0
e(−x)dx converge (c’est une intégrale de référence). Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

0
e(−x) sin (x)3 dx converge

absolument donc converge : d’où le résultat.

Corrigé 75. L’application x 7→ 1
x3|ln (x)|

1
6

est continue sur
[

1
2 ,1
[
. Étudions les problèmes éventuels ← page 9

d’intégrabilité au voisinage de 1. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| = − ln (x). Cela peut
vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels signes moins dans le
raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).

Au voisinage de 1. Pour tout x au voisinage de 1, on a :

1
x3|ln (x)|

1
6
∼

x→1

1
(−x + 1)

1
6

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

1
2

dx

(−x + 1)
1
6

est d’exposant 1
6 < 1, donc elle converge. D’après le théo-

rème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

1
x3|ln (x)|

1
6
dx converge

également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

1
2

1
x3|ln (x)|

1
6
dx converge.

Corrigé 76. L’application x 7→ e(−|ln(x)|9) est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 9
d’intégrabilité au voisinage de 0.

Au voisinage de 0. Par composition de limites, on a : lim
x→0

e(−|ln(x)|9) = 0, donc x 7→ e(−|ln(x)|9)

se prolonge par continuité en 0 et il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
e(−|ln(x)|9)dx converge.

Corrigé 77. L’application x 7→ e(− ln(x)2) est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éven- ← page 9
tuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.

Au voisinage de 0. Par composition de limites, on a : lim
x→0

e(− ln(x)2) = 0, donc x 7→ e(− ln(x)2) se
prolonge par continuité en 0 et il n’y a pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.

Au voisinage de +∞. Soit x au voisinage de +∞. On a :

x2e(− ln(x)2) = e− ln(x)2+2 ln(x) = e− ln(x)2(− 2
ln(x) +1) −→

x→+∞
0,

donc : e(− ln(x)2) = o
x→+∞

( 1
x2

)
. Or l’intégrale de Riemann

∫ +∞

1

dx

x2 converge, donc par le théo-
rème de comparaison des intégrales de fonctions positives il en est de même de l’intégrale∫ +∞

1
e(− ln(x)2)dx.
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En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0
e(− ln(x)2)dx converge.

Corrigé 78. L’application x 7→ 1
x
(

1
x

+ 1
) est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes éven- ← page 9

tuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1
x
(

1
x

+ 1
) ∼

x→+∞

1
x

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
est

d’exposant 1 ⩽ 1, donc elle diverge. On en déduit que l’intégrale
∫ +∞

1

1
x
(

1
x

+ 1
)dx diverge égale-

ment.

Corrigé 79. L’application x 7→
√

x

ln (x)2 est continue sur
[

1
2 ,1
[
. Étudions les problèmes éventuels ← page 9

d’intégrabilité au voisinage de 1.
Au voisinage de 1. Pour tout x au voisinage de 1, on a :

√
x

ln (x)2 ∼x→1

1
(x− 1)2 > 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

1
2

dx

(x− 1)2 est d’exposant 2 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

√
x

ln (x)2 dx diverge également.

Corrigé 80. L’application x 7→
√
−x + 1|ln (x)|

7
5 est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes ← page 9

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| = − ln (x).
Cela peut vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels signes moins
dans le raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).

Au voisinage de 0. On a :
√
−x + 1|ln (x)|

7
5 ∼

x→0
(− ln (x))

7
5 > 0. Utilisons la méthode « xαf(x) »

: soit α ∈ R. On a, au voisinage de 0 :

xα · (− ln (x))
7
5 = xα · (− ln (x))

7
5 −→

x→0

{
+∞ si α ⩽ 0,

0 si α > 0,

d’après le théorème des croissances comparées (pour le cas α > 0). Par conséquent, pour tout
α ∈ R tel que α > 0, on a :

(− ln (x))
7
5 = o

x→0

( 1
xα

)
.

Choisissons α ∈ R de sorte que α > 0 et α < 1, par exemple : α = 1
2 (la moyenne de 1 et de

0). Alors d’après ce qui précède, on a : (− ln (x))
7
5 = o

x→0

( 1
x

1
2

)
parce que 1

2 > 0, or l’intégrale

de Riemann
∫ 1

0

dx√
x

est d’exposant 1
2 < 1, donc elle converge. D’après le théorème de compa-

raison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0
(− ln (x))

7
5 dx converge également. Par

comparaison, l’intégrale
∫ 1

0

√
−x + 1|ln (x)|

7
5 dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

√
−x + 1|ln (x)|

7
5 dx converge.
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Corrigé 81. L’application x 7→ 1
√

x
(

1√
x

+ 1
) est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes ← page 9

éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : 1
√

x
(

1√
x

+ 1
) ∼

x→+∞

1√
x

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx√
x

est d’exposant 1
2 ⩽ 1, donc elle diverge. On en déduit que l’intégrale

∫ +∞

1

1
√

x
(

1√
x

+ 1
)dx diverge

également.

Corrigé 82. L’application x 7→
sinh

(
x

1
9
)

x5 est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 9

d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. Un équivalent usuel permet d’obtenir :

sinh
(
x

1
9
)

x5 ∼
x→0

1
x

44
9

.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
44
9

est d’exposant 44
9 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

sinh
(
x

1
9
)

x5 dx diverge également.

Corrigé 83. L’application x 7→ x2

(x− 1)2 est continue sur [0,1[. Étudions les problèmes éventuels ← page 10

d’intégrabilité au voisinage de 1.

Au voisinage de 1. On a : x2

(x− 1)2 ∼x→1

1
(x− 1)2 > 0. Or l’intégrale de Riemann

∫ 1

0

dx

(x− 1)2 est

d’exposant 2 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de comparaison des intégrales de fonctions
positives, l’intégrale

∫ 1

0

x2

(x− 1)2 dx diverge également.On en déduit que l’intégrale
∫ 1

0

x2

(x− 1)2 dx

diverge également.

Corrigé 84. L’application x 7→ e(− ln(x)3) est continue sur [1, +∞[. Étudions les problèmes éven- ← page 10
tuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. Soit x au voisinage de +∞. On a :

x2e(− ln(x)3) = e− ln(x)3+2 ln(x) = e
− ln(x)3

(
− 2

ln(x)2 +1
)
−→

x→+∞
0,

donc : e(− ln(x)3) = o
x→+∞

( 1
x2

)
. Or l’intégrale de Riemann

∫ +∞

1

dx

x2 converge, donc par le théo-
rème de comparaison des intégrales de fonctions positives il en est de même de l’intégrale∫ +∞

1
e(− ln(x)3)dx.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

1
e(− ln(x)3)dx converge.

Corrigé 85. L’application x 7→
√

x√
|ln (x)|

est continue sur
[

1
2 ,1
[
. Étudions les problèmes éventuels ← page 10

d’intégrabilité au voisinage de 1. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| = − ln (x). Cela peut
vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels signes moins dans le
raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).
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Au voisinage de 1. Pour tout x au voisinage de 1, on a :
√

x√
|ln (x)|

∼
x→1

1
(−x + 1)

1
2

> 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

1
2

dx√
−x + 1

est d’exposant 1
2 < 1, donc elle converge. D’après le

théorème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

√
x√

|ln (x)|
dx converge

également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

1
2

√
x√

|ln (x)|
dx converge.

Corrigé 86. L’application x 7→ ln (x)4
√

x
est continue sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels ← page 10

d’intégrabilité au voisinage de 0 et +∞.
Au voisinage de +∞. Pour tout x ⩾ 2, on a :

ln (x)4
√

x
⩾

ln (2)4
√

x
⩾ 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

2

dx√
x

est d’exposant 1
2 ⩽ 1, donc elle diverge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

2

ln (x)4
√

x
dx diverge également,

et donc
∫ +∞

1

ln (x)4
√

x
dx aussi.

Par conséquent l’intégrale
∫ +∞

0

ln (x)4
√

x
dx diverge aussi.

Corrigé 87. L’application x 7→ x
350
13 (−x + 1)

4
9

|ln (x)|
5

19
est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes ← page 10

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| = − ln (x).
Cela peut vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels signes moins
dans le raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).

Au voisinage de 0. On a : x
350
13 (−x + 1)

4
9

|ln (x)|
5

19
∼

x→0

x
350
13

(− ln (x))
5

19
> 0. On a : lim

x→0

x
350
13

ln (x)
5

19
= 0. On

peut donc prolonger l’application x 7→ x
350
13

ln (x)
5

19
par continuité en 0 (en posant que sa valeur y

est nulle). Elle se prolonge donc en une application continue sur le segment [0, 1
2 ] : on en déduit

que l’intégrale
∫ 1

2

0

x
350
13

ln (x)
5

19
dx converge. Par comparaison, l’intégrale

∫ 1
2

0

x
350
13 (−x + 1)

4
9

|ln (x)|
5

19
dx converge

également.

Au voisinage de 1. On a : x
350
13 (−x + 1)

4
9

|ln (x)|
5

19
∼

x→1
(−x + 1)

31
171 > 0. Or l’intégrale de Riemann∫ 1

1
2

(−x + 1)
31

171 dx converge en tant qu’intégrale de fonction continue sur un segment. D’après le
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théorème de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

x
350
13 (−x + 1)

4
9

|ln (x)|
5

19
dx

converge également. Par comparaison, l’intégrale
∫ 1

1
2

x
350
13 (−x + 1)

4
9

|ln (x)|
5

19
dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

x
350
13 (−x + 1)

4
9

|ln (x)|
5

19
dx converge.

Corrigé 88. L’application x 7→ 8 x ln
(1

x
+ 1

)
+ 3

x
+ arctan

(1
x

)
− 8 cosh

(3
x

)
est continue ← page 10

sur ]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un
développement asymptotique de cette fonction.

On a :
3
x

+ arctan
(1

x

)
+ 8 x ln

(1
x

+ 1
)
− 8 cosh

(3
x

)
= 3

x
+
(1

x
+ o

x→+∞

( 1
x2

))
+ 8

(
1− 1

2 x
+ 1

3 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
− 8

(
1 + 9

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= − 100

3 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0
− 100

3 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives (qu’on peut utiliser ici à condition de se
ramener à la fonction opposée), la fonction x 7→ 8 x ln

(1
x

+ 1
)

+ 3
x

+ arctan
(1

x

)
− 8 cosh

(3
x

)
est intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 89. L’application x 7→ x
1
3

x
10
3 + 1

est continue sur [0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels ← page 10

d’intégrabilité au voisinage de +∞.

Au voisinage de +∞. On a : x
1
3

x
10
3 + 1

∼
x→+∞

1
x3 > 0, or l’intégrale de Riemann

∫ +∞

1

dx

x3 est

d’exposant 3 > 1, donc elle converge. Par comparaison, l’intégrale
∫ +∞

1

x
1
3

x
10
3 + 1

dx converge éga-
lement.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0

x
1
3

x
10
3 + 1

dx converge.

Corrigé 90. L’application x 7→ e

(
x

2
3
)
− 1

x
1
3

est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 10

d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. Un équivalent usuel permet d’obtenir :

e

(
x

2
3
)
− 1

x
1
3

∼
x→0

x
1
3 .

On en déduit : lim
x→0

e

(
x

2
3
)
− 1

x
1
3

= 0, donc x 7→ e

(
x

2
3
)
− 1

x
1
3

se prolonge par continuité en 0. Il n’y a
pas de problème d’intégrabilité au voisinage de ce point.
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En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

e

(
x

2
3
)
− 1

x
1
3

dx converge.

Corrigé 91. L’application x 7→ x

(x− 1)16|ln (x)|
2
3

est continue sur ]0,1[. Étudions les problèmes ← page 10

éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0 et 1. Notez que pour tout x ⩽ 1, on a : |ln (x)| = − ln (x).
Cela peut vous éviter de raisonner avec des valeurs absolues (et explique les éventuels signes moins
dans le raisonnement ci-dessous, si raisonnement pour t ⩽ 1 il y a).

Au voisinage de 1. On a : x

(x− 1)16|ln (x)|
2
3
∼

x→1

1
(−x + 1)

50
3

> 0. Or l’intégrale de Riemann∫ 1

1
2

dx

(−x + 1)
50
3

est d’exposant 50
3 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de comparaison des

intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

1
2

x

(x− 1)16|ln (x)|
2
3
dx diverge également.

Par conséquent l’intégrale
∫ 1

0

x

|ln (x)|
2
3
dx diverge aussi, et

∫ 1

0

x

(x− 1)16|ln (x)|
2
3
dx également.

Corrigé 92. L’application x 7→ 2 x sin
(1

x

)
+ 1

x
− 1

3 arctan
(3

x

)
− 2 cos

(1
x

)
est continue sur ← page 11

]0, +∞[. Étudions les problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de +∞, en faisant un déve-
loppement asymptotique de cette fonction.

On a :
1
x
− 1

3 arctan
(3

x

)
+ 2 x sin

(1
x

)
− 2 cos

(1
x

)
= 1

x
− 1

3

(3
x

+ o
x→+∞

( 1
x2

))
+ 2

(
1− 1

6 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
− 2

(
1− 1

2 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

))
= 2

3 x2 + o
x→+∞

( 1
x2

)
∼

x→0

2
3 x2 .

Or la fonction de Riemann x 7→ 1
x2 est intégrable au voisinage de +∞ car 2 > 1. Par le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, la fonction x 7→ 2 x sin
(1

x

)
+ 1

x
−1

3 arctan
(3

x

)
−

2 cos
(1

x

)
est intégrable au voisinage de +∞ : d’où le résultat.

Corrigé 93. L’application x 7→
sinh

(
3 x

1
3
)

x3 est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes éventuels ← page 11

d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. Un équivalent usuel permet d’obtenir :

sinh
(
3 x

1
3
)

x3 ∼
x→0

3
x

8
3
.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
8
3

est d’exposant 8
3 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème de

comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

sinh
(
3 x

1
3
)

x3 dx diverge également.

Corrigé 94. L’application x 7→ x2

x
404

9 + 1
est continue sur [0, +∞[. Étudions les problèmes éven- ← page 11

tuels d’intégrabilité au voisinage de +∞.
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Au voisinage de +∞. On a : x2

x
404

9 + 1
∼

x→+∞

1
x

386
9

> 0, or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dx

x
386

9

est d’exposant 386
9 > 1, donc elle converge. Par comparaison, l’intégrale

∫ +∞

1

x2

x
404

9 + 1
dx converge

également.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0

x2

x
404

9 + 1
dx converge.

Corrigé 95. L’application x 7→ x ln (x) est continue sur ]0,2]. Étudions les problèmes éventuels ← page 11
d’intégrabilité au voisinage de 0. Notez que pour t ⩽ 1, il peut être préférable d’étudier l’inté-
grabilité de l’application opposée x 7→ −x ln (x), afin de se ramener à une intégrale de fonction
positive et raisonner par comparaison (en effet le logarithme est négatif au voisinage de 0, donc
son opposé est positif).

Au voisinage de 0. On a : lim
x→0

x ln (x) = 0 d’après le théorème des croissances comparées. On
peut donc prolonger l’application x 7→ x ln (x) par continuité en 0 (en posant que sa valeur y est
nulle). Elle se prolonge donc en une application continue sur le segment [0,2] : on en déduit que
l’intégrale

∫ 2

0
x ln (x) dx converge.

En conclusion, l’intégrale
∫ 2

0
x ln (x) dx converge.

Corrigé 96. L’application x 7→
cosh

(
51 x

1
68
)
− cosh

(
5 x

1
68
)

x
est continue sur ]0,1]. Étudions les ← page 11

problèmes éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0.
Au voisinage de 0. Un développement limité au voisinage de 0 nous permet d’obtenir :

cosh
(
51 x

1
68
)
− cosh

(
5 x

1
68
)

x
=

(
1 + 2601

2 x
1

34 + O
x→0

(
x

1
17
))
−
(

1 + 25
2 x

1
34 + O

x→0

(
x

1
17
))

x

=
1288 x

1
34 + O

x→0

(
x

1
17
)

x

∼
x→0

1288
x

33
34

.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 1

0

dx

x
33
34

est d’exposant 33
34 < 1, donc elle converge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0

cosh
(
51 x

1
68
)
− cosh

(
5 x

1
68
)

x
dx

converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0

cosh
(
51 x

1
68
)
− cosh

(
5 x

1
68
)

x
dx converge.

Corrigé 97. L’application x 7→ ln (x)2

x
est continue sur [2, +∞[. Étudions les problèmes éventuels ← page 11

d’intégrabilité au voisinage de +∞.
Au voisinage de +∞. Pour tout x ⩾ 2, on a :

ln (x)2

x
⩾

ln (2)2

x
⩾ 0.
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Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞

2

dx

x
est d’exposant 1 ⩽ 1, donc elle diverge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ +∞

2

ln (x)2

x
dx diverge également.

Corrigé 98. L’application x 7→ 1
x ln (x) est continue sur ]1, +∞[. Étudions les problèmes éventuels ← page 11

d’intégrabilité au voisinage de 1 et +∞.
Au voisinage de 1. Pour tout x au voisinage de 1, on a :

1
x ln (x) ∼x→1

1
x− 1 > 0.

Or l’intégrale de Riemann
∫ 2

1

dx

x− 1 est d’exposant 1 ⩾ 1, donc elle diverge. D’après le théorème

de comparaison des intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 2

1

1
x ln (x)dx diverge également.

Par conséquent l’intégrale
∫ +∞

1

1
x ln (x)dx diverge aussi.

Corrigé 99. L’application x 7→ −(x− 1) ln (x) est continue sur ]0,1]. Étudions les problèmes ← page 11
éventuels d’intégrabilité au voisinage de 0. Notez que pour t ⩽ 1, il peut être préférable d’étudier
l’intégrabilité de l’application opposée x 7→ − ln (x), afin de se ramener à une intégrale de fonction
positive et raisonner par comparaison (en effet le logarithme est négatif au voisinage de 0, donc
son opposé est positif).

Au voisinage de 0. On a : (x− 1) ln (x) ∼
x→0
− ln (x) > 0. Utilisons la méthode « xαf(x) » : soit

α ∈ R. On a, au voisinage de 0 :

xα · (− ln (x)) = −xα · ln (x)−→
x→0

{
+∞ si α ⩽ 0,

0 si α > 0,

d’après le théorème des croissances comparées (pour le cas α > 0). Par conséquent, pour tout
α ∈ R tel que α > 0, on a :

− ln (x) = o
x→0

( 1
xα

)
.

Choisissons α ∈ R de sorte que α > 0 et α < 1, par exemple : α = 1
2 (la moyenne de 1 et de

0). Alors d’après ce qui précède, on a : − ln (x) = o
x→0

( 1
x

1
2

)
parce que 1

2 > 0, or l’intégrale de

Riemann
∫ 1

0

dx√
x

est d’exposant 1
2 < 1, donc elle converge. D’après le théorème de comparaison des

intégrales de fonctions positives, l’intégrale
∫ 1

0
− ln (x) dx converge également. Par comparaison,

l’intégrale
∫ 1

0
(x− 1) ln (x) dx converge également.

En conclusion, l’intégrale
∫ 1

0
−(x− 1) ln (x) dx converge.

Corrigé 100. L’application x 7→ 1
cosh

(
−3

2 sin
(

1
4 x
))
− 1
− 128

9 x2 est continue au voisinage de 0. ← page 11

Déterminons un équivalent de cette fonction en 0, avec un développement limité. Deux termes
sont nécessaires (pourquoi ?). Tout d’abord : sin (x) = x − 1

6 x3 + o
x→0

(x4). On compose ce déve-
loppement limité (où l’on remplace x par 1

4 x) avec celui de x 7→ cosh (x), ce qui est licite puisque

45



La Banque des Cent Nature d’une intégrale généralisée

−3
2 sin

(
1
4 x
)
−→
x→0

0, et on obtient :

cosh
(
−3

2 sin
(1

4 x

))
= 1 + 1

2

(
− 1

384 x3 + 1
4 x + o

x→0

(
x3
))2

+ 1
24

(1
4 x + o

x→0
(x)
)4

+ o
x→0

(
x4
)

= 1 + 9
128 x2 − 21

32768 x4 + o
x→0

(
x4
)

.

On en tire d’une part : cosh
(
−3

2 sin
(

1
4 x
))
− 1 ∼

x→0+
9

128 x2 (utile pour la suite, mais insuffisant
pour conclure puisqu’on ne somme pas les équivalents !), et d’autre part :

1
cosh

(
−3

2 sin
(

1
4 x
))
− 1
− 128

9 x2 =
9 x2 − 128

(
9

128 x2 − 21
32768 x4 + o

x→0
(x4)

)
9 x2

(
cosh

(
−3

2 sin
(

1
4 x
))
− 1

)
=

21
256 x4 + o

x→0
(x4)

9 x2
(
cosh

(
−3

2 sin
(

1
4 x
))
− 1

)
∼

x→0+

21
32768 x4

81
128 x4 = 7

54 .

On en déduit :

lim
x→0+

 1
cosh

(
−3

2 sin
(

1
4 x
))
− 1
− 128

9 x2

 = 7
54 .

L’application x 7→ 1
cosh

(
−3

2 sin
(

1
4 x
))
− 1
− 128

9 x2 se prolonge donc par continuité en 0 : elle est

intégrable à son voisinage. D’où le résultat.
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